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Lo  sliidio  sulla  Resislonza  dei  male.  iali  si  cslonde  a quel 
complesso  di  problemi  di  Meccanica  applicala  che  hanno  per 
oggcUo  di  trovare  le  dimensioni  c talvolta  anche  le  forme  più 
convenienti  assegnabili  ai  corpi  da  impiegarsi  nelle  costruzioni 
in  genere,  anìnchè  senza  dannose  deformazioni  indcrinilamenle 
si  conservino  malgrado  le  azioni  interne  che  nei  meilesimi  si 
sviluppano  per  causa  di  forze  estrinseche  da  cui  Irovansi  solle- 
citali. 

1^  Resistenza  dei  materiali  applicata  prinripalmenle  alla  sta- 
bilità delle  costruzioni  civili , stradali  ed  idrauliche  costituisce 
l'assunto  di  questo  volume,  nel  quale  si  faranno  conoscere:  i 
varii  modi  con  cui  nelle  dette  costruzioni  vengono  cimentale 
le  resistenze  dei  diversi  corpi  che  in  esse  occorre  d'impiegare; 
i procedimenti  coi  quali  si  possono  assegnare  formo  e dimen- 
sioni opportune  al  solidi  che  si  adoperano  per  resistere  all'eslen- 
sione,  alla  compressione  . alla  torsione  , allo  scorrimento  , alla 
flessione,  al  sollevamento  ed  al  rovesciamento;  lo  studio  sul- 
Tequilibrio  c sullo  stabilimento  economico  degli  archi  in  legno 
e degli  archi  metallici;  il  modo  di  accertarsi  della  stabilità  dei 
vólti  in  muratura;  le  teorie  sullequilibrio  dei  sistemi  composti 
e dei  sistemi  articolati  ; i problemi  più  importanti  sulle  resi- 
stenze vive;  e finalmente  il  calcolo  delle  spinte  delle  terre  c 
1* 
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delle  masse  li(]uidc  contro  le  pareli  dei  ritegni  clic  le  sosten- 
gono. 

Tulli  gli  argomenti,  senza  ommetlero  i più  recenti  ed  i più 
utili  ritrovali  della  scienza,  verranno  esposti  nello  scopo  di  sod- 
disfare ai  bisogni  dei  costrnllori  pratici;  e,  neirintento  di  gio- 
vare per  quanto  è possibile  a tutti  coloro  die  devono  applicarsi 
allo  studio,  dare  progetti,  far  eseguire  c sorvegliare  resccuzione 
di  costruzioni  civili,  stradali  ed  idrauliche,  non  si  trascurerà  di 
trattare  in  modo  elementare  tulle  quelle  pratiche  quislioni  che 
sono  suscettive  di  esserlo , e molle  delle  «[uali  vennero  linora 
riputale  siccome  inaccessibili  a quanti  erano  in  posse.sso  delle 
sole  cognizioni  di  Maleinalicbe  elementari.  In  apposite  tavole  si 
registreranno  quei  dati  numerici  di  cui  i cosirullori  potranno 
.servirsi  nello  applicazioni  delle  formole  riferenlisi  alla  resislen/a 
dei  materiali  ed  alla  stabilità  delle  costruzioni;  e dalla  risolu- 
zione di  scelti  problemi  pratici  chiaramente  apparirà  come  si 
possa  soddi-sfare  alle  grandi  esigenze  dell’aile  edificatoria  mo- 
derna, il  cui  precipuo  scopo  sta  neirollenere  la  nece.ssaria  sta- 
bilità, congiunta  ad  una  ben  intesa  economia. 


(1.  CnuoM. 
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STABILITA  DELLE  COSTRUZIONI. 


CAPITOLO  1. 

IMozioni  generali. 


1 . Coatituzione  molecolare  dei  corpi.  — Diversi  fenomeni,  che 
si  manifestano  nello  studio  delle  proprietà  tìsiche  della  materia, 
inducono  a considerare  i corpi  siccome  composti  di  molecole  con 
dimensioni  impercettibili,  e ad  ammettere  che  queste  si  manten- 
gano le  line  dalle  altre  a certe  distanze  pure  impercettibili  per 
resistenza  di  forze  di  attrazione  c di  repulsione  facentisi  equili- 
brio, finché  i corpi  sono  liberi,  ossia  finché  non  si  verifica  sn  essi 
l'intervento  di  forze  estrinseche  capaci  di  variare,  le  distanze  rispet- 
tive delle  loro  molecole. 

Le  repulsioni  si  attribuiscono  generalmente  a calorico  interpo- 
sto alle  molecole , e si  spiegano  le  attrazioni  ammettendo  una 
particolare  proprietà  della  materia  che  si  chiama  attrazione  mo- 
lecolare, non  che  un’azione  delle  molecole  dei  corpi  sugli  atomi 
del  calorico. 

2.  Azioni  molecolari,  azioni  attr attive  ed  azioni  repulsive. — 
Sottoponendo  un  corpo  libero  aM'azione  di  forze  estrinseche  av- 
viene che  esso  si  deforma  per  variazioni  nelle  distanze  rispettive 
delle  molecole,  e che  si  costituisce  in  un  nuovo  stato  di  equili- 
brio; cessando  l'azione  di  dette  forze , se  però  esse  non  hanno 
oltrepassati  certi  limiti  dipendenti  dalla  natura  del  corpo,  la  de- 
formazione sparisce  per  la  più  gran  parte  e tutto  apparentemente 
rientra  nello  stato  primitivo.  Analogamente  considerando  un  corpo 
non  libero,  ossia  già  sottoposto  all'azione  di  date  forze  estrinseche 
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eil  applicando  ad  esso  altre  forze,  die  unitamente  alle  prime  for- 
mino un  complesso  non  eccedente  certi  limiti,  oltre  le  deforma- 
zioni che  il  corpo  stesso  ha  già  suhlto  per  effetto  delle  prime  forze 
estrinseche,  altre  se  ne  manifestano  causate  dalle  seconde,  e ces- 
sando (|uesl'ullimc  forze  spariscono  per  la  più  gran  parte  le  de- 
formazioni corrispondenti. 

Il  costituirsi  del  corpo  a nuovo  stato  d'equilihrio  sotto  l'azione 
delle  forze  estrinseche  e lo  sparire  quasi  completo  delle  deforma- 
zioni allor(|uando  ipiestc  forze  cessano  di  agire,  sono  fatti  i quali 
non  possono  derivare  fuorché  dallo  sviluppo  di  forze  intrinseche 
attraenti  le  molecole  che  nella  deformazione  vennero  allontanate 
e respingenti  quelle  che  vennero  avvicinate,  ed  i quali  portano  a 
stahilire  quanto  segue  : sottoponendo  un  corpo  aU’azionc  di  forze 
estrinseche  esso  si  deforma;  si  sviluppano  nell'interno  del  corpo 
delle  azioni  molecolari  ossia  delle  azioni  aUrallive  dove  le  molecole 
vennero  allontanate,  delle  azioni  rcjiulsive  dove  vennero  avvici- 
nate; ed  al  cessare  delle  forze  estrinseche,  se  pur  esse  non  hanno 
superati  certi  limiti , le  molecole  sjioslate  sono  quasi  totalmente 
ricondotte  dalle  dette  azioni  attrattive  c ripulsive  alle  primitive 
loro  posizioni. 

In  un  corpo  sottoposto  all'azione  di  forze  estrinseche  eccedenti 
certi  limiti,  le  molecole  allontanale  possono  perdere  la  facoltà  di 
riprendere  le  primitive  loro  posizioni,  c «piesto  deriva  ila  ciò  che 
le  azioni  attrattive,  le  quali  senqire  si  esercitano  per  piccole  di- 
stanze molecolari,  non  hanno  che  un'intensità  relativamente  insen- 
sibile o nulla  appena  le  delle  distanze  crescono  fino  a diventare 
percettibili. 

ò.  Resistenza  dei  corpi.  — Allorquando  una  o più  forze  estrin- 
seche crescenti  agiscono  successivamente  e gradatamente  sopra  un 
corpo  mantenendosi  al  di  sotto  di  certi  limiti  dipendenti  dalla  na- 
tura del  corpo  stesso  , queste  forze  vi  producono  delle  deforma- 
zioni pure  successive  c crescenti,  e queste  deformazioni  sono  causa 
dello  sviluppo  di  azioni  molecolari  anche  crescenti,  (lessando  di 
crescere  le  forze  estrinseche  cessano  pure  le  deformazioni , si  ha 
equilibrio  fra  le  forze  molecolari  e le  forze  estrinseche  ed  il  corpo 
resiste;  cosicché  la  reiUlvnza  di  un  corpo  sta  nello  sviluppo  delle 
forze  molecolari  facenti  equilibrio  alle  forze  estrinseche  che  lo  sid- 
lecilano. 

4.  Elasticità  , deformaziooi  elastiche  e deformazioni  perma- 
nenti — L’elaslicilà  é costituita  da  quella  tendenza  che  hanno  le 
molecole  dei  corpi  di  riprendere  le  loro  primiere  posizioni  rela- 
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live  quando  vengunu  suUratli  uiraziunc  di  forze  eslrinscdic  che, 
senza  eccedere  certi  limili  e pel  faltu  della  loro  applicazione,  hanno 
spostale  le  molecole  stesse. 

Anticamente  si  animelleva  che  ogni  corpo  , sottrailo  aH'azione 
di  lina  forza  ininore  di  un  certo  limile,  riprendeva  completamente 
la  sua  forma  primitiva  (piando  questa  forza  cessava  d'agire  su  di 
esso;  e dicevasi  che  era  allcrato  il  limile  deirelasticilù  Intlavolla 
che,  dopo  la  soppressione  della  forza,  si  verificava  un  incomplelp 
ritorno  del  corpo  alla  sua  forma  primitiva.  Nell  altnale  stalo  della 
scienza  non  si  può  più  ammettere  a lutto  rigore  questo  limite  di 
elasticità;  l’esperienza  ha  ormai  messo  fuori  di  dubbio  che  dopo 
razione  di  una  forza  che  ha  agito  su  un  corpo  rimane  sempre  in 
esso  una  piccola  deformazione  pernianenle;  ed  il  ritorno  iiicom- 
|deto  alla  forma  primitiva  dopo  l'azione  di  una  certa  forza  non 
prova  che  la  materia  ha  perduta  la  sua  elasticità  , ma  solamente 
che  la  forza  ha  sorpassato  il  limile  di  quelle  alle  quali  il  corpo 
precedcnleinente  Irovavasi  solloposlo  in  analoghe  circostanze,  ciò 
che  costituisce  un  corpo  nuovo  avente  le  sue  molecole  in  uno  stalo 
d’equilibrio  dilferenle  dal  primo. 

Si  chiamano  defunuaziuni  elasliche  quelle  che  si  vcrificaiio  nei 
corpi  finché  Irovansi  sottoposti  all'azione  di  forze  esliinseche , e 
che  finiscono  per  sparire  allorquando  vengono  essi  sollralli  alla 
azione  di  delle  forze;  e si  dicono  invece  dvformaziuni  pcnnaiicHli 
ipielle  che  ancora  rimangono  al  cessare  delle  forze  estrinseche,  e 
che  corrisponduno  al  novello  stalo  d'equilibrio  iu  cui  sonosi  co- 
sliluile  le  molecole  sotto  l'azione  di  delle  forze. 

ò.  Snervamento  e rottura.  — Lo  sucvvameiilo  avviene  nei  corpi 
sulloposti  aH'azioue  di  forze  estrinseche  allorquando  queste,  ecce- 
dendo certi  limili,  hanno  prodotti  degli  spostamenti  molecolari  cosi 
grandi  da  non  essere  più  possibile  che  le  molecole  spostale  si 
costituiscano  in  un  novello  stalo  d’equilibrio  duraturo  sotto  l'azione 
delle  forze  stesse;  per  cui,  conliiiuando  la  loro  azione  sul  corpo 
che  hanno  snervalo,  finisce  per  aver  luogo  una  disaggregazione  di 
molecole  ossia  la  rottimi,  la  ijuale  può  anche  avvenire  quasi  im- 
inediatamenle  dopo  Tappi icazione  delle  forze  estrinseche  se  pure 
(fueste  sono  sullicieiitemenle  grandi. 

h.  Principali  maniere  con  cui  viene  cimentata  la  resiatenxa 
dei  corpi  nelle  costrusioni.  — Svariatissimi  sono  i modi  con  cui 
può  essere  cimeiitalu  la  resistenza  dei  corpi , ed  imporla  princi- 
palmente di  considerare  i seguenti  casi: 

r La  resislciiza  uW eslensione , che  ha  luogo  quando  le  forze 
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sollecilanli  tendono  ad  allungare  il  corpo  a cui  trovansi  applicate, 
come  avviene  per  un  corpo  cilindrico  AB  (jìij.  1)  col  suo  asse  ver- 
ticalmente disposto,  mantenuto  fermo  neirestrerao  superiore  e sol- 
lecitato all'altro  estremo  da  un  peso  P applicalo  al  centro  C della 
sua  base  inferiore: 

2*  La  resisten:n  alla  compressione , se  le  forze  applicale  ad 
un  corpo  agiscono  per  accorciarlo,  come  succede  nel  cilindro  AB 
(Jig.  2)  collocalo  su  un  piatir)  orizzontale  e sollecitalo  nel  centro  (I 
della  sua  base  superiore  da  una  forza  P diretta  dall'alto  in  basso 
secondo  l'asse  CD; 

3"  La  resistenza  alla  torsione,  se  il  corpo  trovasi  in  tali  con- 
dizioni per  rapporto  alle  forze  estrinseche  che  lo  sollecitano  da 
tendere  queste  a contorcerlo  girandolo  intorno  ad  una  linea  im- 
mobile, come  cbiaramenle  si  manifesta  in  un  corpo  cilindrico  AB 
(Jiy.  3),  incastrato  in  un  estremo  e sollecitato  all'altro  estremo  da 
una  forza  P contenuta  nel  piano  della  base  A E ed  agente  con  un 
certo  braccio  di  leva  CF  per  rapporto  all'asse  CD; 

4'  La  resistenza  allo  scorrimento,  quando  le  forze  applicale  al 
corpo  tendono  a produrre  lo  staccamento  di  una  sua  parte  , che 
scorrendo  tende  a separarsi  da  un'altra  parte  che  rimane  immo- 
bile, il  qual  fatto  può,  per  esempio,  avvenire  in  una  specie  di  mo- 
diglione AB  (Jig.  4)  che  sotto  l'azione  di  una  forza  P può  rom- 
persi, perchè  una  sua  parte  CB  non  incontra  grande  diflìeolià  a 
staccarsi  dalla  parte  AD  con  temlenza  a scorrere  liimio  la  super- 
ficie CD; 

5*  La  resistenza  alla  flessione  , <|uando  le  forze  applicate  al 
corpo  operano  per  piegarlo  producendo  l'avvicinamento  di  alcune 
molecole  e rallontanamenlo  di  alcune  altre,  come  succede  in  un 
corpo  prismatico  orizzontalmente  collocalo  su  due  appoggi  A c B 
{fig.  5)  e caricalo  di  un  peso  P nel  suo  mezzo. 

Avvengono  molti  casi  in  cui  le  forze  estrinseche,  le  quali  pon- 
gono a cimento  la  resistenza  dei  corpi,  sono  talmente  disposte  da 
provocare  contemporaneamente  in  essi  non  una  sola , ma  anche 
due  0 più  delle  indicale  resistenze.  Cosi  : colla  resistenza  alla  fles- 
sione si  mette  a prova  anche  la  resistenza  allo  scorrimento;  ben 
soventi  i corpi  che  resistono  alla  torsione  trovansi  anche  cimen- 
tali alla  flessione;  e non  è raro  il  caso  di  dover  simultaneamente 
considerare  la  resistenza  alla  flessione  combinata  colla  resistenza 
all'estensione  od  alla  compressione. 

Talvolta  nelle  costruzioni  si  impiegano  dei  corpi  in  modo  da 
essere  solamente  il  loro  peso  che  resiste  a che  essi  non  vengano 
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sollevali  oppure  rovesciali,  e quindi  due  altre  resislenze  a consi- 
derarsi: la  resisicitxa  aWinmlzamenlo  e la  resistenza  al  rovescia- 
mento.  L'n  esempio  in  cui  presentasi  la  resistenza  aH'innalzamenlo 
si  ha  in  un  condotto  entro  il  quale  si  esercita  una  pressione  che 
tende  a sollevare  la  parte  ABCDEFGH  (jig.  6)  che  lo  copre,  la 
qual  parte  si  oppone  airinnalzamento  col  |>ropriu  peso  c col  peso 
di  (|uanto  gravila  su  essa;  un  muro  poi,  che  contro  una  sua  faccia 
AB  (/il/,  7)  sostenga  un  terrapieno  il  quale  spinge  con  una  certa 
forza  il'inteusilà  P che  tende  a rovesciarlo,  facendolo  girare  attorno 
allo  spigolo  CD  della  sua  base,  dà  un  esempio  di  resistenza  al 
rovesciamento. 

Le  resistenze  dei  corpi , che  generalmente  vengono  provocate 
da  forze  staticamente  operanti  sopra  di  essi,  possono  anche  essere 
messe  in  giuoco  da  urli,  ed  in  questo  caso  prendono  il  nome  di 
resistenze  vive. 

7.  Influenza  della  durata  delle  forze  estrinseche  sullo  sner- 
vamento e sulla  rottura  dei  corpi  — La  durata  deirnzione  delle 
forze  estrinseche  non  deve  essere  dimenticata  ncirapprezzamenlo 
dei  fenomeni  sulla  resistenza  dei  corpi , e resperienza  ha  dimo- 
strato : 

I*  Che  una  forza  estrinseca,  la  quale  non  produce  snerva- 
mento di  un  corpo  al  principio  della  sua  azione  , può  portare  a 
questo  eOelto  qualora  la  sua  azione  venga  suBìcientemenlc  pro- 
lungata; 

Che  una  forza  estrinseca , la  quale  non  è capace  di  rom- 
pere un  corpo  quando  da  poco  tempo  agisce  su  esso,  può  produrre 
la  rottura  dopo  qualche  tempo; 

3°  Che  le  azioni  estrinseche  inlermilteuli  sunicicnlemenle  ri- 
petute possono  talvolta  produrre  gli  stessi  elTelli  di  ua’azione  con- 
tinua. 

U.  Limiti  delle  forze  estrinseche  a cui  si  possono  assogget- 
tare i corpi  nelle  costruzioni.  — In  seguito  a quanto  si  è detto 
nei  numeri  5 e 7 , in  mudo  generale  si  può  stabilire  il  seguente 
precetto:  le  forze  estrinseche  a cui  si  possono  assoggettarci  corpi 
nelle  costruzioni  non  devono  mai  essere  maggiori  di  quelle  che 
sono  capaci  di  produrre  in  essi  un  principio  di  snervamento  du- 
rante il  tempo  dcirazioiie  delle  forze  stesse. 

B.  Coefficiente  di  stabilità.  — Essendo  cosa  assai  dìflìeile,  per 
non  dir  impossibile,  il  dedurre  da  esperienze  dirette  quali  forze 
estrinseche  sono  capaci  di  produrre  col  tempo  io  snervamento  c 
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la  rolliira  nei  corpi;  essendo  invece  possibile  di  trovare  quelle 
forze  limili  inferiori  che  sono  capaci  di  produrre  appena  applicale, 
vuoi  lo  snervamento,  vuoi  la  rollura,  sviluppando  cosi  immediata- 
mente nei  corpi  che  sollecitano  o la  resistenza  allo  snervamento 
0 la  resistenza  alla  rottura;  e d'altronde,  per  quanto  si  è detto 
nel  precedente  nnmero , non  polendosi  ritenere  siccome  posti  in 
buone  condizioni  di  stabilità  quei  corpi  che  si  assoggettano  anche 
solamente  a forze  estrinseche  capaci  di  immediatamente  provocare 
in  essi  la  resistenza  allo  snervamento,  si  usa  nella  pratica  di  tro- 
vare approssimativamente  le  azioni  molecolari,  che  6 prudente  con- 
siglio di  eccitare  nei  corpi  da  impiegarsi  nelle  costruzioni,  molti- 
plicando le  resistenze  allo  snervamento  o quelle  alla  rottura,  im- 
mediatamente sviluppate  (laU’azinne  di  forze  estrinseche , per  un 
adatto  coefiìciente  numerico  minore  dell'unità  e che  suolsi  chiamare 
coefficiente  di  stabilità. 

I coeflìcienli  di  stabilità,  variabili  colla  natura  dei  corpi  e col- 
riinpicgo  che  devono  questi  ricevere , vanno  scolli  in  modo  che  i 
loro  prodotti  per  le  resistenze  allo  snervamento  od  alla  rottura  , 
immediatamente  provocate  da  forze  estrinseche  , risultino  inferiori 
alle  azioni  molecolari  che  si  sviluppano  al  principio  dello  snerva- 
mento; nel  progresso  di  questo  lavoro  si  apprenderà  quali  valori 
bisognerà  loro  assegnare  nei  diversi  casi  della  pratica;  e basti  per 
ora  il  far  notare  come  per  un  medesimo  corpo  il  coeflìcienle  di 
stabilità  relativo  alla  rollura  deve  essere  minore  del  coeflìcienle  di 
stabilità  relativo  allo  snervamento,  giacché  per  produrre  la  rollura 
immediata  è necessaria  una  forza  maggiore  di  quella  valevole  a pro- 
durre lo  snervamento  pure  immediato. 

fO.  Generazione  geometrica  dei  corpi  solidi  di  cui  verrà  stu- 
diata la  resistenza;  fibra  ed  elemento  di  fibra  nei  solidi  pris- 
matici e negli  archi  a sezione  costante.  — In  questo  lavoro  sulla 
resistenza  dei  materiali  e sulla  stabilità  delle  costruzioni,  diretto  a - 
servire  di  guida  a coloro  che  vogliono  apprendere  l'esercizio  pratico 
della  carriera  deH’ingegnere  costruttore  , si  considereranno  sola- 
mente quei  solidi  che  vengono  impiegali  neH’arle  di  coslrnrre  e 
che , per  rapporto  alla  geometrica  loro  generazione , si  possono 
ridurre  ai  seguenti  (pialtro  tipi  di  corpi  originali  da  supcriicie  piane 
di  forma  costante  le  quali  si  muovono  in  un  determinalo  modo 
senza  rotare  nei  loro  piani: 

1°  Ai  solidi  rettilinei  generali  da  una  figura  piana  A B 
(Jìq.  R)  di  forma  costante  e ili  grandezza  costante  o variabile 
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spronilo  una  perla  legge,  che  si  muove  normalmente  e col  suo 
reniro  di  superficie  (ni  C su  una  reità  fissa  DR,  delta  asse; 

T Ai  solidi  generati  da  una  figura  piana  AB  9)  di  forma 
costante  c di  grandezza  variabile  secondo  una  certa  legge  , che  si 
muove  parallelamente  a se  stessa  e percorrendo  con  un  determi- 
nato suo  punto  (’>  una  retta  data  DE; 

3'  Agli  archi  generati  da  una  figura  piana  AB  (Jig.  10)  di 
forma  costante  e di  grandezza  costante  o variabile  secondo  una 
certa  legge,  che  si  muove  normalmente  e col  suo  centro  di  super- 
ficie C su  una  curva  piana  data  DE,  detta  direttrice; 

V Agli  archi  generali  da  una  figura  piana  AB  {fig.  H)  di  forma 
costante  e di  grandezza  coslanle  o variabile  secondo  una  certa  legge, 
che  si  muove  normalmente  ad  una  data  curva  piana  D E percorren- 
dola con  un  determinato  suo  punto  C. 

Nei  solidi  prismatici  c negli  archi  con  sezione  coslanle,  si  chiama 
fibra  l’assieme  di  più  molecole  disposte  in  una  medesima  fila  paral- 
lela all'asse  dei  primi  ed  alla  direttrice  dei  secondi,  ossia  l'assieme 
di  più  volumi  elementari  prismatici , infinitamente  piccoli  in  tulli  i 
sensi  e coi  loro  spigoli  paralleli  al  detto  asse  ed  alla  delta  direttrice. 
Prende  poi  il  nome  di  fibra  elementare , e qualche  volta  anche  di 
elemento  di  fibra,  la  parte  di  fibra  compresa  fra  due  sezioni  tras- 
versali inlìnilaraente  vicine.  — Si  può  anche  dire  che  un  elemento 
di  libra  e che  una  fibra  sono  rispettivamente  i volumi  elementari 


(a)  Chiamasi  centro  di  superfleie  <li  una  dala  figura  piana  quel  punto  che  coincide 
col  centro  di  gravità  delia  ligura  stessa  supposta  materializzala  e siccome  costituente 
una  lastra  sullilissiroa  di  unirorme  spessore,  oppure  supposta  caricala  di  pesi  uni- 
rormementc  distribuiti  su  tutta  ia  sua  estensione. 

Immaginando  ia  superficie  data  ABC  {fig.  45)  siccome  decomposta  in  tanti  ele- 
menti superficiaii,  e chiamando 

lu  la  superficie  di  uno  qualunque  di  questi  elementi, 

X ed  g le  coordinale  di  un  punto  contenuto  neU’inlerno  dell'elemento  stesso  per 
rapporto  a due  assi  coordinali  oclogunali  Ox  ed  Oy  condotti  nel  piano  della  fi- 
gura ABC, 

n l’intiera  superficie  deii'or  indicala  figura, 

Z una  somma  estesa  a lutti  gli  elementi  u in  cui  intendesi  decomposta  la  su- 
perficie u, 

il  centro  di  superficie  della  figura  piana  proposta  è quel  punto  G le  cui  coordi- 
nate Xj  ed  y,  sono  date  dalle  equazioni 
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prodotti  da  un  eluinciito  del  secondo  ordine  della  siiperlìcie  gene- 
ratrice la  quale  passa,  nel  primo  caso  da  una  data  posizione  ad  una 
posizione  infìnitamente  vicina,  e nel  secondo  caso  fra  due  posizioni 
assegnate  aventi  distanza  finita. 


CAPITOLO  II. 

Resistenza  all’estensione  dei  solidi 
ad  asse  rettilineo,  essendo  le  forze 
estrinseelie  dirette  secondo  I loro 
assi. 


H.  Fondamentali  risultati  d'esperienza  sulla  resistenza  alla 
estensione  dei  solidi  prismatici,  omogenei  ed  elastici.  — E or- 
mai coiistatalo  dall'esperienza  che  tirando  dei  solidi  prismatici,  omo- 
genei, elastici  e della  stessa  sostanza  mediante  forze  applicate  se- 
condo i loro  assi,  ma  non  capaci  di  produrre  in  essi  lo  snervamento, 
oltre  una  piccola  contrazione  trasversale,  sensibilmente  si  verificano 
i seguenti  fatti: 

1*  Che,  avendo  i prismi  la  stessa  sezion  retta  e la  medesima 
lunghezza,  gli  allungamenti  che  essi  subiscono  sono  direttamente 
proporzionali  alle  forze  che  li  producono  ; 

2°  Che,  avendo  i prismi  la  stessa  sezion  retta  ed  essendo  tirati 
da  una  medesima  forza,  gli  allungamenti  che  essi  subiscono  sono 
pure  direttamente  proporzionali  alle  loro  lunghezze  primitive; 

ò’  Che,  avendo  i prismi  la  stessa  lunghezza  ed  essendo  tirati  da 
una  medesima  forza,  gli  allungamenti  che  essi  subiscono  sono  in- 
versamente proporzionali  alle  superficie  delle  loro  sezioni  rette. 

Se  le  forze  tendenti  sono  tali  da  essere  capaci  di  produrre  lo 
snervamento  nei  prismi  a cui  sono  applicate  cessano  di  essere  vere 
le  leggi  or  ora  stabilite,  e trovasi  generalmente  che  il  rapporto  degli 
allungamenti  alle  dette  forze  va  aumentando  fino  al  momento  della 
rottura 

12.  Azione  molecolare  che  si  sviluppa  nella  sezion  retta  di 
un  solido  prismatico,  omogeneo  ed  elastico  sotto  l'azione  d'una 
forza  tendente  diretta  secondo  il  suo  asse;  allungamento  pro- 
porzionale e coeCBciente  di  elasticità  longitudinale.  — Essendo 
AB  CD  {Jig.  12)  un  solido  prismatico,  omogeneo  ed  clastico  , in  un 
modo  qualunque  maiUenuto  fermo  aU'estremità  AD,  e sollecitato 
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sulla  base  BC  da  una  forza  T'  diretta  secondo  il  suo  asse  EF,  la 
quale  ha  per  effetto  di  allungarlo  senza  però  produrre  in  esso  lo 
snervamento,  egli  è evidente  che  l’azione  molecolare,  o risultante 
delle  azioni  attrattive  che  sì  saranno  sviluppate  in  una  sezion  retta 
qualunque  GII  del  prisma,  deve  essere  equivalente  a quella  forza  da 
applicarsi  normalmente  a detta  sezion  retta,  onde  impedire  che  la 
parte  di  corpo  GB  GII  si  allontani  dall'altra  parte  AGHD  qualora 
venga  operato  un  taglio  nel  senso  GF,  e che  per  conseguenza  deve 
essere  rappresentata  da  una  forza  eguale  e direttamente  contraria 
alla  forza  tendente  T'. 

Ciò  premesso,  chiamando 

L la  lunghezza  primitiva  EF  del  prisma, 

il  la  superfìcie  della  sua  sezion  retta, 

/'  rallnngamenlo  che  il  prisma  subisce  sotto  l’azione  della  forza 
tendente  T', 

Q,  la  ricercata  azione  molecolare  nella  sezione  qualunque  GH,la 
quale,  come  si  è detto,  è eguale  e direttamente  contraria  alla  forza 
tendente  T', 

E'  Hti  numero  costante  dipendente  dalla  materia  di  cui  il  prisma 
è formato, 

in  virtù  dei  risultati  sperimentali  riferiti  nel  precedente  numero,  i 
quali  portano  a conchiudere  che  l’allungamento  subito  da  un  corpo 
prismatico,  omogeneo  ed  clastico,  sotto  l’azione  di  una  forza  diretta 
secondo  il  suo  asse  e non  capace  di  produrre  in  esso  Io  snervamento, 
è direttament  proporzionale  alla  forza  tendente  ed  alla  lunghezza 
primitiva  del  prisma  stirato,  ed  inversamente  proporzionale  alla  su- 
perfìcie della  sua  sezion  retta,  si  può  porre  l’eqHazione 


d’onde  si  ricava  per  valore  della  forza  tendente  che  corrisponde  al- 
l'allungamento ossia  ancora  per  valore  deH’azione  molecolare  Q, 
svilup[iata  sulla  sezion  retta  qualunque  CH  del  prisma 


o,=r- 


Wili 


(!)• 


Il  quoziente  ^ deU’allungamcnto  totale  subito  del  prisma  alla  sua 

lunghezza  primitiva,  che  rappresenta  rallungamento  subito  dall’imità 
di  lunghezza  del  prisma  stesso,  chiamasi  id/im^ume/ito/iro/iorzionu/c,' 
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generalmente  suolsi  esso  iinlicnrc  colla  lellera  X,,  c conseguciUc- 
raente  aU’equazione  (1)  si  sostituisce  ben  soventi  quesl’altra 

Q,=:T'=E'nx,  ^^2). 

La  quantità  E',  che  siccome  risulta  daircquazione  (2)  è il  quo- 
T' 

ziente  della  forza  tendente  riferita  airuiiilà  di  siipeilìcie  della 

sezion  retta  del  prisma  airalluiignmento  proporzionale  X,,  prende 
il  nome  di  coeffìcienle  di  elaslictlà  lowjiludinale  relnlivo 
per  la  materia  componente  il  prisma,  c facendo  nella  giù  citata  equa- 
zione (2)  ilzr!  e X,  — 1 si  deduce 

E'==r, 

cioè  il  coefficiente  di  elasticità  longitudinale  relativo  aH’estcnsione 
può  astrattamente  essere  definito  quella  forza  che  sarebbe  cajiace  di 
]>rodurre  in  un  jirisma  non  snervalo  di  sezione  eguale  all’uiiita  un 
allungamento  proporzionale  pure  eguale  airunilù,  o ancora  un  allun- 
garaento  totale  eguale  alla  lunghezza  |irimitiva  del  prisma,  giacché 
X,  rz  1 porta  di  necessità  ad  i = L. 

Le  quantità  i ed  L della  forinola  (1)  si  esprimeranno  nella  stessa 
unità,  cd  in  quanto  al  valore  di  E'  va  esso  inteso  siccome  una  forza 
espressa  nella  medesima  unità  di  peso  in  cui  trovasi  espressa  la  forza 
tendente  T'  o fazione  molecolare  Q,  c siccome  l iferilo  ad  un  prisma 
di  sezion  retta  eguale  ad  1 metro  quadralo,  ad  1 decimetro  qua- 
drato, ad  1 centimetro  quailrato,  ecc.,  secondo  che  la  sezion  retta  il 
trovasi  rispettivamente  espressa  in  metri  quadrali, decimetri  quadrali, 
centimetri  quadrali,  ecc. 

Le  equazioni  (i)  c (2),  fondandosi  sull'ipotesi  della  proporzionalità 
delle  forze  leiideiili  agli  allungamenti  che  esse  producono,  cessano 
di  é.sserc  vere  appena  questa  proporzioiialilà  più  non  si  verilìca,  ossia 
appena  ha  luogo  lo  sncrvaraeiilo  nei  corpi  slirali.  Segue  da  ciò  es- 
sere cosa  della  massima  importanza  il  sapere , pei  principali  corpi 
che  si  impiegano  nelle  costruzioni,  qual  è la  resiUenza  allo  snerva- 
mento per  trazione  ossia  qual  è l'azione  molecolare  che  si  sviluppa 
nei  corpi  sottoposti  all’azione  di  forze  tendenti  limili  inferiori  di 
quelle  capaci  di  immediatamente  produrre  lo  sncrvaraenlo , e quale 
è l’allungamculo  proporzionale  coiTispomleiile. 

13.  Determinazione  della  resistenza  allo  snervamento  per  tra- 
zione , e dell’allungamento  proporzionale  corrispondente  pei 
corpi  prismatici,  omogenei  ed  elastici  — Le  esperienze  sola- 
mente possono  condurre  a trovare  gli  accemiati  duo  elementi.  Pre- 
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paralo  perciò  il  corpo  prisaialico  die  ili  vuol  esperimriilare  e ben  mi- 
surala la  superficie  della  sua  sezioii  reità,  non  die  la  sua  luiigliczza, 
si  sospenda  verlicalmenle  per  una  delle  sue  cslremilà  ed  all'altra 
si  applichi  ini  piallo  di  bilancia  per  |iolervi  niellere  dei  pesi  ogiior 
crescenti  per  diirerenze  eguali,  ma  Ionio  grandi  clic  dalfapplicazibiie 
dell'unu  all'altru  peso  sia  |iossibile  il  misurare  degli  alluiigaineiiti, 
piccoli  si,  ma  pur  sensibili;  per  ciascun  peso  lutale  messo  nel  piallo 
si  tenga  conio  di  lutto  ralluiigainenlo  subilo  dal  coi'jio,  e si  faccia  il 
rapporto  di  i|udlo  a ipieslo;  lilialmente  si  lasci  di  a|iplicare  pesi  ap- 
pena si  trova  die  il  dello  rapporto  più  non  si  conserva  sensibil- 
mente costante.  Trascurando  il  peso  proprio  del  corpo,  la  forza  ten- 
dente capace  di  produrre  lo  snervamento  nel  prisma  (mini,  li)  sarà 
minore  deirullimo  peso  stato  applicato  e maggiore  del  pemiltimo,  e 
quindi  si  potrà  dire  die  il  penulliniu  peso  rappresenterà  approssima- 
livameiite  la  resistenza  allo  sncrvaniento  per  trazione,  e die  il  cor- 
rispondente alluiigamento  stato  osservato  diviso  per  la  luiigbezza 
primitiva  del  pnsma  sarà  rallimgameiilo  prupurziunale.ll  codiirienle 
di  elasticità  longitudinale  relativo  airtstensiune  si  ricaverà  dalla 
forinola  (2)  del  precedente  numero  dopo  d’avervi  sostituite  la  super- 
ficie della  sczioii  retta  , la  resistenza  allo  snervanionlo  e rallimga- 
mento  proporziunale  die  ormai  sono  quantità  nule  e speriuieiilal- 
menle  determinale. 

Neircsecuzionc  delle  citale  esperienze  è necessario  avere  le  se- 
guenti prerauziuni  : 

1*  Volendosi  misurare  gli  allungamenti  constatandu  sidlanlo 
lo  spostamento  verticale  |iresu  daireslremilà  inferiore  del  prisma, 
è necessario  die  il  ritegno  della  sua  estremità  superiore  il  più  die 
si  può  risulti  immobile,  perdiù  altrimenti,  cedendo  esso  sotto  razione 
del  carico,  gli  alluiigamenli  rimangono  affetti  da  errore; 

2°  Nel  dubbio  die  il  ritegno  deH'estremità  superiore  del  prisma 
possa  presentare  qiialcbe  cedimento,  converrà  misurare  lo  sposta- 
mento relativo  di  due  punti  del  prisma  primitivamente  separali  da 
una  distanza  cognita  c susliluire  rispellivameiile  queste  due  lun- 
ghezze all' allungamento  totale  ed  alla  lunghezza  primitiva  del 
prisma  ; 

5*  I pesi  devono  essere  posti  dolcemente  nel  piatto  in  modo 
da  non  produrre  né  urti  né  vibrazioni,  e mentre  gli  allimgameiili 
ballilo  luogo  bisogna  sostenere  il  piatto  stesso,  giacché  allrinieiili 
si  fa  subito  sentire  sul  corpo  spcrinienlalo  reffetlo  del  lavoro  fatto 
dall'intiera  massa  pesante  die  discende; 

4°  11  prisma  sperinienlalo  non  deve  essere  molto  lungo  onde 
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potersi  trascurare  il  suo  peso,  ed  essendo  questo  considerevole  in 
modo  approssimalo  si  Icrrn  conto  do’ suoi  etrclli  ag^'iungendolo  ai 
pesi  posti  nel  piatto; 

5°  La  Forza  tendente  o la  risultante  di  tutte  le  Fur/.c  londcnii 
deve  precisamente  passare  per  l’asse  del  |>risma. 

Invece  di  instiluirc  la  citata  esperienza  suH’cslcnsione  dei  corpi 
prismatici  mediante  pesi  da  porsi  in  un  piatto  di  bilancia  appeso 
aireslrerailà  iiiFeriore  dei  corpi  stessi,  più  regolarmente  e più  po- 
tentemente si  può  operare  ricorrendo  aH'impicgo  di  apposite  leve 
od  anche  aU’uso  di  macchine  alle  a produrre  le  volute  tensioni 
mercé  l’azione  idrostatica  di  una  colonna  d'acqua,  la  qual  azione 
si  possa  gradatamente  accrescere  fino  a produrre  lo  snervamento. 

Poche  esperienze  vennero  finora  instiluile  sulla  determinazione 
dell’azione  molecolare  e deirallungamento  proporzionale  pei  corpi 
prismatici,  omogenei  ed  clastici  sottoposti  aH'nzione  ili  Forze  ten- 
denti prossime  a quelle  rapaci  di  immcdialamentc  produrre  il  loro 
snervamento,  ed  ecco  i principali  risultamenli  a cui  si  arrivò  espe- 
rimentando  parecchi  legnami  ed  i metalli  di  uso  più  Frequente  ncl- 
l'arle  edificatoria. 

Alcune  esperienze , e principalmente  quelle  di  Chevandier  e di 
Werlheim  , portano  a conchiudere  quanto  segue  per  rapporto  ai 
legnami  convenientemente  stagionali; 

Inedie  la  resistenza  allo  snervamento  per  trazione  è sensibil- 
mente proporzionale  alla  dcnsit.à  per  legnami  della  stessa  essenza, 
e che  questo  Fallo  non  si  verifica  più  per  legnami  di  essenza  di- 
versa ; 

2'^  Che  un  legname  cresciuto  in  terreno  secco  e conveniente 
può  presentare  una  resistenza  allo  snervamento  per  trazione  che 
sia  anche  i 5/4  di  quella  corrispondente  ad  un  legname  di  eguale 
essenza  e con  egual  grado  di  slagionaliira,  cresciuto  in  un  suolo 
acquitrinoso  e malsano; 

a”  Che  il  legname  ricavato  al  piede  c verso  il  mezzo  dei 
tronchi  degli  alberi  sani , i quali  trovatisi  ancora  nello  stadio  di 
incremento,  presenta  generalmente  maggior  resistenza  allo  snerva- 
mento per  trazione  di  quello  che  ricavasi  dall’alto  c dalle  jiarti 
esteriori,  e che  il  contrario  ha  luogo  pel  legname  che  si  ritrae  da 
alberi  che  già  sono  nello  stadio  di  deperimenlo; 

4°  Che  il  coellìcicnlc  di  claslicilà  longitudinale  relativo  alla 
estensione  dei  legnami  diminuisce  al  di  là  di  una  certa  età  , che 
dipende,  anche  dalla  secchezza  e daH’esposi/.ionc  del  terreno,  che 
è grande  pei  legnami  cresciuti  colle  esposizioni  nord,  nord-est  e 


Digilized  by  Google 


— 19  — 

nord-ovesl.  e che  è piccolo  pei  legnami  cresciuti  in  terreni  acqui- 
trinosi e fangosi; 

5°  Che  gli  alberi  tagliati  nella  pienezza  degli  umori  e quelli 
della  stessa  essenza  tagliati  prima  della  presenza  degli  umori  som- 
ministrano legnami  con  coeflìcicnti  di  elasticità  longitudinali  rela- 
tivi aircstcnsionc  sensibilmente  eguali  ; 

6”  Clic  lo  spessore  degli  strati  legnosi  non  sembra  influire  sul 
coeflìcientc  d'elasticità  longitudinale  relativo  airestcusione , salvo 
per  l'abete , per  cui  il  detto  cocflìciente  cresce  colla  sottigliezza 
degli  strati; 

7"  Clic  nei  legnami  sottoposti  a sforzi  di  trazione  si  verifica 
sempre,  qualunque  sia  l'intensità  della  forza  tendente,  un  allunga- 
mento permanente  ed  un  allungamento  elastico,  e che  lo  snerva- 
mento per  trazione  ha  sensibilmente  luogo  quando  rallungamento 
permanente  giunge  ad  essere  0,00U05  della  lunghezza  iniziale  dei 
pezzi  prismatici  esperimentati; 

U°  Che  considerando  i soli  legnami  che  possono  essere  ado- 
perati nelle  costruzioni,  prendendo  per  unità  di  superficie  il  mil- 
limetro quadrato  e per  unità  di  forza  il  cbilogramma,  la  resistenza 
allo  snervamento  per  trazione  varia  fra  chilogrammi  1 e 3,2,  e 
fra  chilogrammi  500  c.  1800  il  cuclTicicute  di  elasticità  longitudi- 
nale relativo  all'estensione. 

Le  esperienze  di  Bornet,  Ardant,  Duleau,  Eaton  Hodgkinson  c 
di  altri  accreditati  sperimentatori,  non  che  l'autorità  di  alcuni  ce- 
leberrimi costruttori  come  Stephenson,  Dcsplaccs  e Collet-Meygrct 
conducono  alle  seguenti  conclusioni  generali  rclativanaente  al  ferro 
ed  alla  ghisa  : 

1*  Che  pei  ferri  della  stessa  provenienza  ed  egualmente  trat- 
tati la  resistenza  allo  snervamento  per  trazione  è maggiore  nelle 
piccole  anziché  nelle  barre  di  grosso  calibro  , giacché  i benefici 
effetti  del  maglio  e dei  cilindri  laminatori  non  si  fanno  sentire  che 
ad  una  certa  profondità  sotto  la  superficie  dei  pezzi  battuti  c ci- 
lindrati; 

2'  Che  generalmente  i ferri  duri  e non  ricolti  resistono  allo 
snervamento  per  trazione  più  di  quelli  duri  c ricotti  della  stessa 
qualità,  e presentano  allungamenti  inferiori  a quelli  cui  vanno  sog- 
getti questi  ultimi  ; 

3'  Che  in  generale  i ferri  lavorati  con  carbone  di  legna  re- 
sistono meglio  di  quelli  della  stessa  qualità  lavorali  con  carbone 
fossile  ; 

4”  Che  il  ferro  caldo  resiste  meno  allo  snervamento  per  tra- 
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zione  di  quello  freddo  , c die  olla  temperaUira  di  ÓOO,  500  e GOO 
gradi  ccnligradi  la  resistenza  resta  risiieltivanieiilc  ridulla  ai  9 10, 
7/10  ed  ijì  di  quella  clic  si  veriUca  iiellu  stesso  ferro  quando  è 
freddo; 

5*  Che  le  correnti  eletlrielie  diminuiscono  nel  ferro  la  resistenza 
allo  snervainento  per  trazione,  ma  che  al  loro  cessare  il  ferro  ri- 
prende la  resistenza  priiniliva; 

G*  Che  nei  ferri  sottoposti  ad  una  forza  tendente  si  veriflra 
sempre  un  allungamento  elastico  ed  un  allungamento  permanente  ; 

7"  Che , |ireudendo  per  unità  di  superlicie  il  millimetro  qua- 
drato e per  unità  di  forza  il  chilogramma,  la  resistenza  del  ferro 
allo  snervamento  per  trazione  varia  fra  9 c 15  chilogrammi,  e fra 
12000  e 20000  chilogrammi  il  coeiricieute  di  elasticità  longitudi- 
nale relativo  airestcnsione; 

8‘  Che  la  ghisa  assai  meno  del  ferro  resiste  allo  snervameiito 
per  trazione , essendo  da  5 a 10  chilogrammi  l'azione  molecolare 
che  essa  per  ogni  millimetro  quadrato  svilu|ipa  quando  è imniiiieule 
a manifestarsi  lo  snervamento,  c da  7000  a 12000  chilogrammi  il 
cueflìciente  di  elasticità  longitudinale  relativo  airestcnsione  riferito 
al  millimetro  quadrato; 

9‘  Che  i pezzi  in  ghisa  a grande  sezione  presentano  minor  re- 
sistenza allo  snervamento  per  trazione  di  quelli  fatti  colla  stessa 
qualità  di  ghisa  e di  piccola  sezione,  giacche  nella  fabbricazione  di 
questi  pezzi,  raffreddandosi  il  metallo  esterno  più  ccleremente  di 
quello  interno,  si  costituisce  come  un  involucro  più  duro  e più  re- 
sistente del  metallo  che  copre,  il  qual  involucro,  essendo  dello  spes- 
sore costante  di  circa  1 millimetro  lanlo  nei  pezzi  grossi  quanto  in 
quelli  piccoli,  è causa  che  domini  la  parte  che  maggiormente  resiste 
più  in  questi  che  in  quelli. 

Quanto  si  è dello  sui  ferri  duri,  sui  ferri  ricolti,  sui  ferri  freddi, 
sui  ferri  caldi  e sui  ferri  elettrizzati,  si  applica  in  lesi  generali  a 
tulli  gli  altri  metalli;  c rullima  asserzione  sulle  resistenze  rispet- 
tive dei  piccoli  e dei  grandi  pezzi  in  ghisa  si  estende  pure  a tutti  i 
pezzi  metallici  che  si  ottengono  culla  fusione. 

Ai  riportati  risultamenli  generali  si  aggiunge  ancora  la  seguente 
tavola  numerica  tratta  per  la  massima  parte  dall’opera  del  generale 
Arturo  Morin,  intitolala  : Lefons  de  mécani(juc  pralique  (Bésislame 
des  malèrìaux).  1 numeri  in  essa  cunlenuli  non  si  devono  rilcnere 
come  assoluti , ma  solamente  come  numeri  medii  di  cui  si  può 
servire  il  costruttore,  tutlavolla  che.  non  gli  riesca  possibile  o non 
sia  il  raso  di  stabilire  delle  esperienze  dirette  sui  materiali  che 
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devi! impiegare,  giae<-liò  risulta  dalla  generalità  or  ora  stabilita  che 
il  modo  di  resistere  dei  corpi  varia  d'assai  colla  loro  provenienza, 
colla  preparazione  e colla  lavoratura  che  hanno  ricevuto  e con  una 
immensità  di  altre  cause  le  quali  fanno  s't,  che  talvolta  presentino 
delle  resistenze  ben  differenti  anche  i legnami  della  stessa  essenza 
ricavali  in  siti  diversi  dal  medesimo  albero,  e persino  i metalli  della 
stessa  offìcina  egualmente  trattati  e lavorati  in  pezzi  di  diversa 
grossezza.  Le  resistenze  alh)  snervamento  per  trazione  ed  i coefli- 
cienti  di  elasticità  longiludinnie  relativi  alla  estensione  Irovansi 
espressi  in  chilogrammi  e riferiti  ad  I millimetro  quadrato  di  seziun 
trasversale  dei  prismi  sperimentali.  Talvolta  è necessario  nelle  co- 
struzioni di  tener  anche  conto  del  peso  proprio  dei  corpi  dei  quali 
si  cimenta  la  resistenza,  c per  soddisfare,  a questo  bisogno  si  è 
posta  la  colonna  dei  valori  medii  dei  pesi  del  loro  decimetro  cubo 
espressi  in  chilogrammi. 
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14.  Condizione  ed  equazione  di  atabilità,  dedotte  dalla  resi- 
stenza allo  snervamento,  per  un  solido  prismatico,  omogeneo 
ed  elastico  sottoposto  all'cccione  di  una  forza  tendente  diretta 
secondo  il  suo  asse.  — Essendo  lo  siiervnnieiito  il  primo  indi- 
rizzo alla  rottura  (mini.  5),  bisogna  fare  in  modo  die  in  ini  prisma 
da  rendersi  stabile  sotto  razione  di  una  forza  tendente  per  nes- 
suna circostanza  venga  cimentata  la  resistenza  allo  snervamento 
per  trazione.  Chiamando  perciò  : 

T la  forza  tendente  il  prisma  dato  e diretta  secondo  il  suo 
asse  ; 

Q'  la  resistenza  allo  snervamento  per  trazione  riferita  all'uiiità 
di  superficie  della  sezioii  retta  del  prisma  stesso  dato; 

n la  superficie  della  iutiera  sua  sezion  retta; 
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siccome  la  resisleiiza  allo  snervaineDlo  pel  prisma  di  sezion  reità 
il  è espressa  da 

O'n, 

si  avrà  per  eoiidizionc  di  stabilità 

T'<Q'il. 

Ora  si  può  soddisfare  a quest'ineguaglianza  facendo  in  modo 
che  T'  sia  una  certa  frazione  di  Q'^1,  e quindi,  cliiainando  m'  un 
numero  minore  deirunilà  clic  si  assume  per  coeffìcicnlc  di  stabilità, 
si  può  porre  l'equazioue  di  stabilità 

r=m'Q'Xl  (I), 

la  quale,  indicando  rispettivamente  con  E'  c con  X'  il  coefficieiile 
di  elasticità  longitudinale  relativo  aircslcnsione  e ralliingamento 
proporzionale  curris|)ondenli  alla  forza  Icndcntc  capace  di  provo* 
care  la  resistenza  allo  snervamento  e per  essere  Q'=E'X',  può  es- 
sere scritta  in  qucsl’altro  modo 

r— m'E'nx'  (2). 

L'esperienza,  rabitiidine,  il  sentimento  dei  costruttori,  numerose 
c svariatissime  applicazioni  pratiche  hanno  ormai  provato  essere 
convenevole  nelle  costruzioni  permanenti  di  provocare  nei  corpi 
solamente  una  parte  della  loro  resistenza  allo  snervamento  per 
trazione , per  cui  suolsi  generalmente  assumere  m'  variabile  fra 
1/2  ed  1/7  pei  legnami,  essendo  quest'ultimo  valore  conveniente  per 
quelli  di  essenza  dolce  e per  quelli  facili  a guastarsi,  ed  m'=l/2 
per  la  maggior  parte  dei  metalli.  In  alcuni  casi  jiarlicolari  però, 
come  quando  trattasi  di  pezzi  pei  quali  la  leggerezza  è una  con- 
dizione di  rigore , e qualora  non  abbiansi  a temere  degli  sforzi 
accidentali  assai  superiori  agli  sforzi  medii  calcolati,  si  può  portare 
il  detto  coefOciente  fino  alla  frazione  .3/4. 

1 5.  Dato  fondamentale  d’esperienza  sulla  resistenza  alla  rot- 
tura per  trazione  dei  solidi  prismatici  ed  omogenei.  — Pren- 
dendo diversi  corpi  prismatici , omogenei , formuli  della  stessa 
sostanza , di  egual  altezza  e con  dilferenli  superficie  delle  loro 
sezioni  rette , e tirandoli  mediante  forze  dirette  secondo  i loro 
assi,  si  trova  che  le  forze  capaci  di  immediatamente  romperli  ri- 
sultano sensibilmente  proporzionali  alla  superficie  delle  loro  sezioni 
rette,  c consegueulemeule  si  può  stabilire  siccome  dato  fonda- 
mentale; che  nei  corpi  prismatici  le  resistenze  alla  rottura  per 
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trazione,  le  ipiali  resistenze  (per  nn  ractionanienlo  analogo  a quello 
(lei  nnmeru  12)  sono  eguali  alle  furzu  uslrinseelic  le  quali  stanno  per 
imnieilialanienic  roni|)erli,  sono  proporzionali  alla  snperric.ie  ilellc 
loro  sezioni  rette. 

I ().  Resistenza  dei  solidi  prismatici  ed  omogenei  alla  rottura 
per  trazione.  — In  virtù  di  (pianto  si  è detto  nel  preeedente 
ninnerò  sulla  |iropurzioiialilà  delle  resistenze  alla  rottura  per  tra- 
zione colle  siiperlieio  delle  sezioni  rette  dei  prismi  nei  quali  la  rot- 
tura sta  per  nianirestarsi,  se  cliiainansi 

n la  snpuiTieic  della  sezion  retta  di  imo  di  questi  prismi, 

11,  la  resistenza  elle  il  prisma  oppone  ad  essere  rotto  per  tra- 
zione, la  qual  resistenza  va  eonsiderala  come  una  forza  eguale  c 
direttamente  contraria  alla  forza  tendente  T'  sotto  l'azione  della 
quale  la  rottura  sta  per  manifestarsi, 

R'  un  coerficicntc  costante  dipendente  dalla  materia  di  cui  il 
prisma  è formato, 
si  ha  la  seguente  C(piazionc  : 

R,=:T'  = Il'n. 

II  numero  IV,  che  da  taluni  viene  chiamato  coefficienU  di  roilura  per 
Irasionc,  come  lo  indica  Vullima  equazione,  non  è altro  che  il  quo- 
zienteossia  la  resistenza  alla  rottura  per  tensione  riferita  al- 

l’iinità  di  snpcrricie.  Facendo  neirindicata  equazione  VI  1 si 
deduce 

R,=T'r:.rV, 

ossia  che  R'  si  può  deiìnire.  quella  forza  tendente,  la  quale  è capace 
di  produrre  la  rottura  per  trazione,  o anche  di  cimentare  la  resi- 
stenza alla  rottura  |>er  trazione  in  un  prisma  di  sezione  eguale 
all'uiiità  e f()rmato  dalla  ste.ssa  materia  di  ipiello  per  cui  si  cerca  la 
resistenza  alla  rottura. 

Le  quantità  R,,  T'  ed  IV  si  devono  esprimere  colla  stessa  unità 
di  forze,  cd  il  valore  di  IV  va  inteso  sirromc  riferito  a ipielVunità 
di  superficie  che  si  è scelta  per  esprimere  la  sezione  retta  fi  del 
prisma. 

1 7.  Determinazione  della  resistenza  alla  rottura  per  trazione 
nei  corpi  prismatici  ed  omogenei.  — Questa  determinazione  si 
fa  sperimentalmente,  c le  esperienze  vanno  instituitc  colle  norme 
generali  che  vennero  indicate  al  numero  13,  aumentando  però  le 
forze  tendenti  finché  si  giunga  a trovare  quella  che  immediata- 
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inenic  |)roiIiicp  la  roltiirn.  Quando  si  prevede  che  il  corpo  posto  ad 
esperienza  è imminente  a rompersi,  si  accrescono  le  forze  tendenti 
per  piccole  differenze  onde  far  si  che  la  rottura  avvenga  sotto 
l’azione  di  ima  forza  eguale  o pochissimo  diversa  della  minore  delle 
forze  capaci  di  produrre  questo  fatto,  ed  il  quoziente  della  forza 
cosi  trovata  per  la  superficie  misurata  della  sezione  retta  del  prisma 
sperimentato  rappresenterà  il  coiTÌspondentc  coefficiente  di  rottura 
per  trazione,  ossia  la  resistenza  alla  rottura  per  trazione  riferita 
all'iinità  (li  superficie.  Molte  sono  le  esperienze  che  vennero  insti- 
tuite  sulla  resistenza  dei  corpi  prismatici  ed  omogenei  alla  rottura 
per  trazione , ed  ecco  i più  importanti  risullaineuli  generali  a cui 
hanno  esse  condotto. 

In  seguito  ad  esperienze  di  Chevandicr  e di  Werlheim  si  può 
ritenere  quanto  segue  relativamente  alla  resistenza  alla  rottura 
per  trazione  nei  legnami  : 

1’  (Ihe,  fra  legnami  della  stessa  essenza,  presentano  general- 
mente maggior  resistenza  quelli  che  hanno  maggior  densità,  che 
sono  cresciuti  in  terreni  asciutti  e convenienti  ; 

2'  Che  i legnami,  i quali  ricavansi  al  piede  e verso  il  mezzo 
dei  tronchi  degli  alberi  sani  che  sono  ancora  nello  stadio  d'incre- 
mento, resistono  alla  rottura  per  trazione  più  di  quelli  che  si  ri- 
traggono dall'alto  e dalle  parti  esteriori,  e che  il  contrario  ha  luogo 
pei  legnami  derivanti  da  alberi  che  hanno  già  raggiunto  Io  stadio 
del  deperimento; 

5°  Che  i legnami  rapidamente  fatti  essiccare  e principalmente 
quelli  fatti  stagionare  alla  stufa,  tuttoché  resistenti , si  rompono 
senza  manifestare  allungamento  sensibile  e quindi  senza  dare  appa- 
rente indizio  di  prossima  rovina; 

4"  Che  il  coefficiente  di  rottura  per  trazione  riferito  al  mil- 
limetro quadrato  varia,  pei  legnami  che  possono  ricevere  qualche 
applicazione  ncU’arte  di  costrnrre  e che  vengono  tirati  nel  senso 
delle  fibre,  da  chilogrammi  1,00  e 9; 

5’  Che  i legnami  presentano  la  maggiore  resistenza  alla  rot- 
tura per  trazione  quando  vengono  tirati  nel  senso  delle  loro  fibre, 
e che  molto  minor  resistenza  presentano  quando  si  tirano  nel 
senso  liormale  e nel  senso  tangenziale  agli  strati  legnosi. 

Per  quanto  spelta  alla  resistenza  del  ferro  e della  ghisa  alla 
rottura  per  trazione,  si  possono  ritenere  i seguenti  dati  generali 
derivanti  dalle  esperienze  di  Eaton  Ilodgkinson,  di  Fairhairn,  di 
Fakert,  di  Clark,  di  Minarci  e di  Desormes  ; 
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1‘  (;iic  questa  resistenza  è assai  variabile  colla  natura  dei  ferri 
e della  ghisa  e col  loro  modo  di  fabbricazione;, 

2’  Che  vi  sono  dei  fili  in  ferro  di  eccellente  qualità,  i quali 
non  si  rompono  che  sotto  il  forte  carico  di  90  cliilograinmi  per 
millimetro  quadrato,  e che  invece  possono  bastare  25  chilogrammi 
per  millimetro  quadrato  a produrre  la  rottura  in  grosse  barre  di 
ferro  mediocre  ; 

3"  Che  il  coefficiente  di  resistenza  alla  rottura  per  trazione 
può  essere  mediamente  fissato  di  70  chilogrammi  per  millimetro 
quadrato  nei  fili  di  ferro,  essendo  50  e 90  chilogrammi  i limiti 
estremi  ; 

4’  Che  lo  stesso  coefficiente  si  può  ritenere  di  40  chilogrammi 
per  millimetro  quadrato  nei  ferri  comuni  in  barre,  essendo  25  e 60 
chilogrammi  i limiti  estremi  ; 

5*  Clic  i ferri  laminati,  in  segnilo  alle  esperienze  di  Fabcrt, 
presentano  maggior  resistenza  alla  rottura  per  trazione  nel  senso 
parallelo  anziché  nel  senso  normale  alla  laminatura,  che  la  dif- 
ferenza però  non  è mollo  grande,  c che  in  ogni  senso  la  resistenza 
alla  rottura  per  trazione  nelle  lamiere  può  mediamente  essere 
fissala  di  56  chilogrammi  per  millimetro  quadralo,  prendendo  50  c 
40  chilogrammi  pei  limiti  estremi  ; 

6"  Che  nei  ferri  diminuisce  la  resistenza  alla  rottura  per  tra- 
zione elevando  la  loro  temperatura  ; 

T Che  la  prolungata  ricottura  diminuisce  la  resistenza  delle 
ghise  ; 

8*  Che  la  ghisa  biàTIca  meglio  della  ghisa  bigia  resiste  alla  rot- 
tura per  trazione; 

9°  Che  la  resistenza  della  ghisa  alla  rottura  per  trazione , 
essendo  i pezzi  tirali  nel  senso  del  loro  asse,  ammette  un  valor 
medio  di  11  chilogrammi  per  millimetro  quadrato,  e che  nei  pezzi 
a grande  sezione  trasversale  può  ricscire  notevolmente  minore  e 
persino  stare  al  disotto  di  4 chilogrammi; 

10’  Che  i pezzi  di  ghisa  sono  capaci  di  maggior  resistenza 
alla  rottura  quando  vengono  tirati  nel  senso  del  loro  asse,  anzi- 
ché quando  vengono  tirali  tangenzialmente  alla  loro  superficie; 

ir  Che,  dovendosi  imiiiegare  dei  pezzi  metallici  per  resi- 
stere aireslensioiie , convieii  sempre  di  più  farli  in  ferro  anziché 
in  ghisa. 

Cimentando  la  resistenza  alla  rottura  per  trazione  nelle  funi  di 
canape,  nelle  catene  di  ferro  c nelle  coreggie  di  cuoio,  si  olleu- 
nero  questi  risultati  ; 


Digitized  by  Google 


— 27  — 

1*  Che  la  resistenza  alla  rnllura  per  Iraziuiie  può  variare  iiòllc 
funi  nuove  di  canape  da  5 a 0 cliilogramiui  per  iiiillinielro  qnadrulu 
della  loro  sezione  trasversale  ; 

2"  Che  per  le  funi  di  canape  già  da  qualche  lenipo  usate,  ma 
non  guaste,  la  detta  resistenza  si  può  ancora  valutare  da  4 a 6 
chilogrammi  ; 

3°  Che  le  funi  di  canape  bagnate  perdono  quasi  i 2/5  della 
loro  resistenza; 

4”  Che  le  funi  incatramate  non  conservano  che  i 2/5  o i 3/4 
della  resistenza  delle  funi  bianche; 

5°  Che  le  catene  in  ferro  a maglie  oblunghe  mediamente 
presentano  una  resistenza  alla  rottura  per  trazione  di  24  chilo- 
grammi per  millimetro  quadralo  di  sezione  normale  di  maglia; 

6°  ('die  le  catene  di  ferro  con  maglie  rinforzate  da  puntelli  in 
ghisa  sensibilmente  presentano  la  stessa  resistenza  di  una  spranga 
in  ferro  della  stessa  qualità  di  quello  di  cui  sono  formate  le 
maglie , ed  avente  la  sua  sezione  trasversale  equivalente  alla  se- 
zione trasversale  di  una  maglia  supponendo  che  in  essa  non  esista 
il  puntello; 

7“  Che  le  coreggie  di  cuoio  nero  possono  sviluppare  una  re- 
sistenza di  chilogrammi  Ò,2  per  millimetro  quadrato  della  loro  se- 
zione trasversale  senza  che  sia  cimentata  la  loro  resistenza  alla 
rottura  per  trazione. 

Nelle  pietre  e nelle  opere  murali  ben  raramente  vieti  cimentata 
la  resistenza  per  trazione , per  cui  pochi  ed  incerti  dati  si  hanno 
su  questo  modo  di  resistere  delle  pietre  e delle  malte.  Stando  però 
a limiti  molto  estesi,  c distinguendo  le  pietre  che  possono  tornar 
utili  nelle  costruzioni  in  tenere,  mezzane  e dure,  secondo  che  il 
peso  del  loro  decimetro  cubo  è di  chilogrammi  1,40  a 2,20,  di 
chilogrammi  2,20  a 2,G0  c più  di  chilogrammi  2,00,  relativamente 
alla  loro  resistenza  alla  rottura  per  trazione  riferita  al  millimetro 
quadrato  della  loro  sezione  normale  alla  direzione  della  forza 
traente  si  può  dire  : 

1*  Che  varia  fra  chilogrammi  0,00  e 0,15  nelle  pietre  calcari 
tenere,  fra  chilogrammi  0,13  e 0,30  nelle  pietre  calcari  mezzane 
c fra  chilogrammi  0,30  e 0,05  nelle  pietre  calcari  dure  ; 

2’  Che  oscilla  fra  chilogrammi  0,04  e 0,10  nelle  pietre  silicee 
tenere,  fra  chilogrammi  0,10  e 0,42  nelle  pietre  silicee  mezzane 
e fra  chilogrammi  0,42  e 0,80  nelle  pietre  silìcee  dure  ; 

5°  Che  sta  fra  chilogrammi  0,04  e 0,15  per  le  pietre  vulca- 
niche tenere , fra  chilogrammi  0,1 5 c 0,40  per  le  pietre  vulca- 


Digitized  by  Google 


— 2R  — 

iilclip  mrzznnc  c fra  cliilogrumnii  O/iO  e 0,90  per  le  pietre  vulca- 
nir.he  iliire  ; 

V Che  pei  mattoni  è variabile  fra  chilogrammi  0,08  e 0,2ò. 

Per  rapporto  alle  malte,  le  esperienze  finora  eseguile  hanno  por- 
tato a eonchiiidere  : 

1*  Che  la  coesione  delle  malie  con  taleina  è minore  della 
loro  aderenza  alle  pietre  naturali  ed  alle  pietre  aiiefalle  o late- 
rizi!, per  modo  che  la  rollnra  per  trazione  nei  massi  murali  in  cui 
le  pietre  Irovansi  collegale,  da  malta  di  calcina  avviene  più  facil- 
mente neirinterno  di  uno  strato  di  malta  anziché  alla  superficie  di 
separazione  fra  uno  strato  di  malta  ed  uno  strato  di  pietre  ; 

ì'  Che  per  le  malte  di  calcina  poste  in  condizioni  favorevoli 
la  coesione  cresce  col  tempo  ; 

3*  Che  per  le  malte  di  calcina  grassa  impiegate  in  masse 
murali  di  ordinario  spessore,  si  ritiene  comunemente  aver  luogo 
quella  coesione  che  si  può  considerare  come  finale  dopo  8 o 12 
anni  d’impiego,  ma  che  neirinterno  dei  massi  di  grande  spessore 
non  si  verifica  la  coesione  finale  se  non  200  o 300  anni  dopo  la 
loro  esecuzione  ; 

4°  Che  per  le  malte  con  calcina  idraulica  e sabbia  la  coesione 
finale  ha  luogo  dopo  4 anni  ; 

5“  Che  nelle  malte  con  calcina  e pozzolana  si  trova  la  coe- 
sione che  si  può  considerare  come  finale  dopo  3 anni  ; 

6"  Che  le  malte  con  cemento  puro  si  trovano  al  grado  di 
coesione  finale  dopo  12  o lutto  al  più  dopo  18  mesi  ; 

7”  Che  per  le  malte  di  gesso  l'aderenza  colle  pietre  è minore 
della  loro  coesione,  cosicché  la  rottura  per  trazione  nei  massi  mit- 
rali in  cui  le  pietre  trovansi  rollegatc  con  malta  di  gesso  succede 
di  preferenza  alle  superficie  di  separazione  fra  pietre  e malte  an- 
ziché neirinterno  di  uno  strato  di  malta  ; 

8'  Che  la  coesione  e l'aderenza  delle  malte  di  gesso  colle 
pietre  sono  resistenze  le  quali  vengono  meno  col  tempo  principal- 
mente in  siti  umidi,  alTesposizione  delle  vicende  atmosferiche  e nei 
luoghi  non  riparali  dalle  esalazioni  animali  ; 

9”  Che  le  malte  di  gesso  impiegale  per  opere  murali  in  con- 
dizioni favorevoli  raggiungono  il  ipassirao  grado  di  coesione  e di 
aderenza  colle  pietre  dopo  1 mese  ; 

10'  Che  nelle  malte  di  gesso  l'aderenza  colle  pietre  si  può 
risguardare  siccome  i 2/3  della  loro  coesione  ; 

11'  Che  le  malte  di  calcina  grassa  e sabbia,  impiegate  da 
6 mesi  aio  anni  in  massi  murali  per  costruzioni  aeree,  possono 
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presentare  una  resistenza  di  coesione  variabile  fra  cliilograinnii 
0,U05  a 0,035  per  millimetro  quadrato  ; 

12°  Che  per  le  malte  di  calcina  idraulica  c sabbia,  poste  in 
opera  per  strutture  murali  da  C mesi  a 4 anni,  la  resistenza  di 
coesione  può  oscillare  fra  chilogrammi  0,02  e 0,05  per  millimetro 
quadrato  quando  la  calcina  è mediamente  idraulica , fra  chilo- 
grammi 0,03  e 0,09  quando  la  calcina  è idraulica  e fra  chilo- 
grammi 0,05  e 0,15  quando  la  calcina  è eminentemente  idraulica  ; 

13"  Che  le  malte  di  calcina  grassa  c pozzolana,  impiegate  per 
massi  murali,  in  un  lasso  di  tempo  compreso  fra  2 mesi  e 3 anni, 
acquistano  una  resistenza  di  coesione  variabile  fra  chilogrammi 
0,03  e 0,15  per  ogni  millimetro  quadralo  ; 

14°  Che  le  malte  di  buon  cemento  puro  raggiungono  nello 
spazio  di  1 a 19  mesi  una  coesione  compresa  fra  chilogrammi 
0,04  e 0,21  per  millimetro  quadralo; 

15"  Che  le  malte  di  gesso,  secondo  che  sono  di  gesso  puro  o 
di  gesso  mescolato  con  sabbia,  diventano  suscettive  di  prendere, 
dopo  1 mese  d'impiego  in  massi  murali,  una  resistenza  di  coesione 
variabile  fra  chilogrammi  0,10  c 0,10  nel  primo  caso,  c fra  chilo- 
grammi 0,02  e 0,00  nel  secondo  caso. 

Ecco  un  quadro  numerico  tratto  per  la  massima  parte  dalla  già 
citala  opera  del  generale  Arturo  Morin , nel  quale  per  diversi 
materiali  sono  registrale  le  resistenze  alla  rottura  per  trazione 
riferite  ad  1 millimetro  quadrato  di  sezione  retta  dei  corpi  pri- 
smatici esperimenlali , non  che  i pesi  medii  del  loro  decimetro 
cubo.  Per  rapporto  al  grado  di  liducia  da  porsi  nei  numeri  di  que- 
sto quadro  valga  quanto  si  è dello  al  numero  13  nel  riportare  la 
tavola  numerica  della  resistenza  allo  snervamento  per  trazione  , 
dell'allungamento  proporzionale  e del  cocfliciente  di  elasticità  lon- 
giludiuale. 
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• 
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• 

0,297 

Acacia  nel  senso  delle  fibre 

0.717 

7,950 

Acacia  nel  senso  tangenziale  agli  strati  legnosi  . . . 

» 

1.251 

Acero  nel  senso  delle  fibre 

0,r,45 

5,580 

Acero  nel  senso  perpendicolare  agli  slrati  legnosi.  . 

• 

0.710 

Acoro  nel  senso  tangenziale  agii  sirali  legnosi  . . . 

0,571 

DeiuHa  nel  senso  delle  fibre 

0.700 

4,500 

Ileltilla  nel  senso  perpendicolare  afili  strali  legnosi  . 

n,8j5 

Betulla  nel  senso  tangenziale  agli  strali  legnosi  . . 

1 ,Oo,i 

Oirpirm  nel  senso  delle  fibre 

n,75B 

2.990 

Carpino  nel  senso  perpendicolare  agli  strati  legnosi  . 
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Carpino  nel  senso  langeiiiiale  agli  strali  legnosi  . , 

O.fiOR 

Faggio  nel  senso  delle  fitire 
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3,5 /t) 

Faggio  nel  senso  perpendicolare  agli  strali  legnosi  . 

0,^1  f<.') 

Faggio  nel  senso  tangenziale  agli  strali  legnusi  . . . 

0./52 

Travisino  nel  senso  delle  fibre 

0.7.W 

0,  ^ HO 

Frassino  nel  senso  perpendirolare  agli  strati  legnosi  . 

0.2  IR 

Frassino  nel  senso  tangenziale  agli  strali  legnosi  . . 

0,408 

Larice  rosso  nel  senso  delle  fibre 

0.700 

8,500 

Olmo  nel  senso  delle  fibre 

0,750 

0,990 

(limo  nel  senso  perpendicolare  agli  slrati  legnosi  . . 

* 

0,545 

lilmn  nel  senso  tangenziale  agli  slrati  legnosi  . . . 

• 

0.300 

Ontano  nel  senso  delle  fibre 

0,000 

4,ai4U 

Ontano  nel  senso  perpendicolare  agli  strali  legnosi  . 

0.529 

Ontano  nel  senso  tangenziale  agli  strati  legnosi  . . 

• 

0.175 

Pino  silvestre  nel  senso  delle  fibre 

O.iRO 

2,480 

pino  silvestre  nel  senso  per|K'ndicolare  agli  slrati  le- 

gnosi 

• 

0,250 

Pino  silvestre  nel  senso  tangenziale  agli  slrati  legnosi. 

0.196 

Piop|»o  nel  senso  delle  fibre 

0,<00 

1,970 

Piop|vo  nel  senso  perpendicolare  agli  strali  legnosi  . 

0.140 

Pioppo  nel  senso  tangenziale  agli  strali  legnosi.  . . 

• 

0.21 4 

Qiierria  nel  senso  delle  fibre 

0,S.50 

7,000 

Quercia  nel  senso  perpendicolare  agli  strali  legnosi  . 

» 

0,582 

Quercia  nel  senso  tangenziale  agli  strali  legnosi  . . 

• 

0,400 

Metalli 

Acciaio  fuso  o di  cemenUiione  tiralo  al  martello  in 

piccoli  pezzi 

7,S2!I 

100 .000 

Aeciaio  il  pib  cattivo  in  grossi  pezzi  c mal  tempralo. 

» 

50,000 

Acciaio  ordinario 

• 

75.000 

Bronzo  da  cannone  

R.oin 

25,000 

Ferro  il  pib  forte  lavoralo  in  piccoli  pezzi  .... 

7.770 

60.000 

Ferro  il  |iiii  debole  lavoralo  in  grandi  pezzi.  . . . 

* 

25,000 

Ferro  di  qualità  comune  lavoralo  in  barre  di  media 

grossezza  .....  

Ferro  laminato  tirato  nel  senso  della  laminatura  . . 

> 

40,000 

40,000 

Ferro  laminalo  tiralo  in  reino  perpendicolare  alla  la- 

miiialura 

• 

56,000 
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mOICAZIOIfE  DEI  CORPI 

Peso 

del 

decimetro 

cubo 

Rrsistfsev 
alla  rottura  j 
per  trazione 
riferita  al  n 
mllim"  iiiiarlr*  i 

1 

1 Metalli 

Cg 

Cg 

1 Ferro  assai  dolce,  dello  di  rubati 

7,770 

45,000 

j Ferro  nuli  rirollo  liralo  io  Ali  del  diamptro  da  1 a 
3 millimelri 

> 

r.0,000 

Ferro  non  ricotlo , del  pili  forlc  e liralo  in  Oli  del 
diameiro  di  millimelri  0,23 

90,000 

Ferro  non  ricoUo,  del  più  forte  c tirato  in  fili  del  dia> 
metro  di  millimetri  0,5  a 1 

. 

80,000 

Ferro  non  ricotto,  debole  e tiralo  in  fili  di  gran  dia- 
metro   

.50,000 

Ferro  in  fili  Impiegali  nella  formarione  di  gomriic  , 

• 

30,000 

Ferro  dolce  in  catene  a maglie  oblunghe 

» 

24,000 

Ferro  dolce  in  catene  a maglie  oblunghe  rinforzate 
da  puntelli  

32,000 

Ghis.!  grigia  la  più  forte  colata  verticalmente  . . . 

7,202 

i3..’ion 

Ghisa  grigia  la  più  deliole  colala  orizzontalmente,  . 

• 

I2..500 

Ottone  fuso 

8,.'i40 

12,fi00 

Ottone  de)  più  forte  in  fili  non  ricotti  con  diametro 
minore  di  1 millimetro.  . 

. 

85.000 

Ottono  di  qualiU  media  in  fili  non  ricotti  del  diametro 
minore  di  1 millimetro - 

, 

.50.000 

l’ionilin  fuso 

11,350 

f.280 

rioinbo  laminalo 

• 

4.350 

Piombo  di  coppella  tirato  in  fili  del  diametro  di  4 mil- 
limetri   

. 

1.3(50 

Ramp  fuso 

7,783 

43,400 

Rame  battuto 

8.500 

25.000 

Rame  l.iminalo  npl  sposo  dulia  lunghezza 

• 

2f.000 

Rame  di  qualill  superiore  laminala  nel  senso  della 
lunghezza 

20,000 

Rame  del  più  forte  in  Oli  non  ricotti  con  diametro  mi- 
nore di  1 millimetro 

70.000 

Rame  di  qualità  media  in  fili  non  ricotti  col  diametro 
di  t a 2 millimelri 

» 

50.000 

Rame  di  ioRma  qualità  in  fili  non  ricolti 

> 

40.IHK1 

Stagno  fuso 

7.290 

3.000 

Zinco  fuso  

7,190 

6,i»00 

Zinco  laminalo 

• 

5,000 

Fisi 

Funi  di  canape  di  Strasburgo  di  t*  a 14  millimetri 
di  diametro 

8.800 

Funi  di  canape  di  Lorena  pure  di  13  a 14  miilimeiri 
4Ìi  diameiro  . 

6,500 

Funi  di  canape  di  Strasburgo  o di  Lorena  dei  diame- 
tro di  23  millinielri 

r.,000 

Funi  di  canape  di  Strasburgo  del  diametro  di  40  a 54 
millimetri 

5,r.no 

Fimi  incatramate 

4,  fon 

Funi  già  usale  di  23  millimelri  di  diameiro .... 

4,200 
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INDICAZIONE  DKI  CORI'I 

PPM) 

del 

dcriiDclrt) 

rubo 

RrSiSTESZA 

aiU  rullura 
per  trilione 
riferita  al 
m 1 im"  quitlr* 

Pietre  p.  Malte 

Cg 

BasaUo  «rAlvorniji 

2,‘.I5 

0,770 

Calcare  di  Porlland 

0,600 

(Sicure  liianco  a grana  lina  ed  omogenea  .... 

n.iti 

Cali-are  lilografioo  a Us^ijlo  cumpalto 

n.wi 

Calcare  a lesstitu  arenaceo 

n,2‘i9 

Calcare  a lessino  oolitico 

0,157 

Ge>su  impastalo  solidaoienle 

. (.57 

0,120 

Gesso  ìitipaslalo  col  inelodo  ordinario  con  un  po'  di 

sabbia 

. 

O.lKU 

Malia  di  calce  grassa  e di  sabbia,  IS  anni  dopo  il 
suo  impiego.  ...  « 

1.60 

0,03.5 

ij  Malta  di  cattiva  qnalitii  di  calce  grassa  e di  sabbia  . . 

• 

O.OdS 

1.  Malta  di  calce  idraulica  ordinaria  e sabbia,  <S  mesi 

1*  dopo  il  suo  impiego 

Malta  con  calce  eminetitcmeiite  idraulica  , 1 anno 

, 

0.U80 

dopo  il  suo  impiego 

, 

0,140 

Malia  di  parli  Fgiiali  di  ccnu'iilo  di  l’ouilly  e sabbia, 

1 armo  dopo  il  suo  impiego 

0,096 

Matta  in  parli  cgtiaU  di  ceinenlo  di  Vassy  e di  sabbia, 
1 dopo  6 mesi  tj'indiirìnienlo  atraria 

. 

0,096 

1 Malia  in  p.irli  eguali  di  cemento  di  Vassy  e sabbia. 

1 dopo  1 anno  d'indurimeiUo  nelCacqua  .... 

• 

0,151 

1 Malta  di  puro  ccnieuio  di  Vas.sy  dopo  \ anno  d'in* 
durimenio  in  luogo  umido 

0,207 

Multa  in  parli  eguali  di  cemento  di  Vassy,  e subbia. 

dopo  i mese  d’iiidui  imenlo  nell’acqua  di  mare  . . 

0,1(3 

Malta  di  puro  cemento  di  Vassy  , dopo  1 me.se  d’in- 
durimenlo  nell’acqua  di  mare 

0.085 

Mattoni  di  Proven/a,  ben  colti 

2.17 

0.195 

Mattoni  ordinarii,  deboli 

2,08 

0.080 

l'or  a|)|trossinialivamoiile  trovare  i pesi  delle  fimi  possono  va- 
lere i dati  della  scgueiile  (avola  ; 


KNDICAZ10N1-:  DELLE  FINI 

s 

• 

ir. 

DlAHR-tau 
delle  foni 

PRSU 

delle  foni 
l<er  mi  tro  di 
luDfiiieiM 

Funi  biauebe  nuove 

30 

mm 

0.O200 

Cr 

0.28.-4 

Funi  bianche  nuove 

15 

0.0H4 

0.1448 

Funi  bianche  nuove 

6 

0.0088 

0,0322 

Funi  incatramale 

30 

0.0236 

0,3326 

Funi  incatraniiln  

1.3 

O.OI6H 

0,1032 

Funi  iiicairHiiiale 

r, 

0.009IÌ 

0,0693 
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Occorre  lalvolla  «li  dover  vaiolare  i pesi  di  massi  murali,  c per 
far  questo  è necessario  conoscere  i pesi  medii  del  decimetro  cubo 
delle  principali  muratore,  i quali  pesi  si  possono  assumere  nella  pra- 
tica quali  risultano  dalla  tavola  che  segue: 


INDICAZIONE  DELLE  MURATURE 

Peso  del  decimelro  cobo 

Muraliira  di  pielrame  calcare  c siliceo  .... 

Muratura  di  pielrame  graniiico 

Muratura  di  pielrame  liasallico 

Muratura  di  mattoni 

Muratura  di  calcestruzzo 

Cg  Cg 

1,7  a 2,3 

Cg 
2.3 

2.5 

2.0 . a 2,2 

2,2 

18.  Condizione  ed  equazione  di  stabilità,  dedotte  dalla  resi- 
stenza alla  rottura,  per  un  solido  prismatico  ed  omogeneo  sot- 
toposto all'azione  di  una  forza  tendente  diretta  secondo  il  suo 

asse.  — Aflìncliè  un  corpo  prismatico  sia  stabile  sotto  Ta/ione  di 
una  forza  estrinseca  diretta  secondo  il  suo  asse  e die  tende  ad 
allungarlo,  si  riebiede  clic  in  qualsiasi  sezion  retta  del  prisma  non 
vengasi  mai , neppure  nelle  condizioni  più  sfavorevoli  in  cui  pim 
trovarsi  il  corpo,  a cimentare  la  rcsislciizu  alla  rottura  per  tra- 
zione. Perciò,  se  cbiamansi 

T'  la  forza  tendente  il  prisma  dato  e diretta  secondo  il  suo  asse, 
R'  la  resistenza  alla  rottura  per  trazione  riferita  all'iinità  di  su-c 
perfìcic  della  sezion  retta  del  prisma  stesso,  ossia  il  coelTicienlc  di 
rottura  per  trazione, 

fi  la  superficie  deirintiera  sezion  retta  del  corpo  prismatico  clic 
si  considera, 
essendo 

irn 

la  resistenza  alla  rollnra  per  trazione  die  può  presentare  il  corpo 
proposto,  si  avrà  che  la  condizione  di  stabilità  è 

T'  < R'  fi. 

In  quanto  poi  all'equazione  di  stabilità,  essa  sarà  evidentemente 
T'  = n'R'n, 

dove  n è un  numero  minore  deU’unilà  che  si  prende  per  coelTt- 
L'Arte  di  FAiDRiciuie.  tletùUnta  dei  materiali,  ecc.  — 3 
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cicute  «li  staliilità , e che  per  generale  consenso  «lei  pratici  siiolsi 
assumere  eguale:  ail  110  pei  legnami,  per  le  pietre  e pei  cementi; 
ad  1/6  per  i metalli;  e ad  1,2  per  le  funi. 

19.  Uso  delle  equazioni  di  stabilità  relative  all’estensione. — 
L’equazione  di  stabilità  data  al  numero  14  ed  indicala  (1)  non  che 
quella  stabilita  nel  precedente  numero  servono  priiicipalinente , 
secondo  clic  si  conosce  la  resistenza  allo  snervamento  o la  resi- 
stenza alla  rottura  per  trazione,  a risolvere  i due  seguenti  problemi 
pratici: 

1"  Trovare  a «/ini/  forza  Iciulciile  T’  si  può  anoqijeltare  un  corpo 
pritinalico  otiwijciieo  del  r/iiale  si  conosce  la  siipcriicie  Ù.  della  sezion 
rei  la  : 

2”  Trovare  la  siiperlicie  fi  della  sezion  velia  da  assci/narsi  ad 
un  corpo  pristnalico  ouioycnvo  che  deve  Irovursi  solloposlo  ad  una  dola 
forza  Icndenic  T'. 

L’equazione  di  stabilità  indicata  (2)  al  numero  14  serve  allo 
stesso  scopo,  quando  però,  invece  della  resistenza  allo  snervamento 
Q',  si  conoscono  il  coelììciente  di  elasticità  L' c l'allungamento  pro- 
porzionale X'  corrispondenti  allo  snervamento  per  trazione. 

20.  Applicazione  delie  equazioni  di  stabilità  relative  all’esten- 
sione al  caso  dei  corpi  non  prismatici,  ma  ad  asse  rettilineo; 
sezione  pericolosa  — Allorquando  aH’azione  di  una  forza  tendente 
T'  (fig.  13)  si  sottopone  un  corpo  omogeneo  ad  asse  rettilineo  AH, 
c die  snpponesi  non  sollecitato  «la  altra  forza,  il  sito  in  cui  più 
presto  avviene  lo  snervamento  o la  rottura,  se  pur  uno  di  questi 
fatti  può  succetlere,  è quello  in  cui  la  sezione  del  corpo  normale 
all’asse  presenta  la  minor  superlicie.  — Se  poi  il  solido  è tale  «la 
variare,  passando  da  una  sezione  all’altra,  le  resistenze  allo  sner- 
vamento ed  alla  rottura,  la  sezione  in  cui  più  facilmente  |iuò  ma- 
nifestarsi o rimo  0 raltro  degli  indicati  fenomeni  è «piella  per 
rapporto  alla  quale  ba  valor  massimo  neH’eslensione  del  corpo  il 
coefficiente  di  stabilità  ossia  il  quoziente  della  forza  traente  per 
la  resistenza  allo  snervamento  o alla  rottura  per  trazione  ad  essa 
corrispondente  (nuin.  14  e 16  . 

La  sezione  per  rapporto  alla  quale  più  facilmente  die  in  «pia- 
lunque  altra  può  avvenire  lo  snervamento  o la  rottura  diiamasi 
sezione  pericolosa  e.  tanto  requazionc  di  stabilità  «tata  at  numero  14 
c segnata  (1),  quanto  quella  data  al  numero  16,  si  applicano  in  ge- 
nere a lutti  i corpi  ad  asse  rettilineo  purebè  per  iì  s’intenda  la  su- 
perficie della  sezione  normale  aU'assc  All  determinata  colla  condi- 
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zionc  clic  neireslensionc  del  corpo  sia  massimo  il  valore  del  coeflì- 
cienle  di  stabilità  ad  essa  rifereiitesi. 

21.  Applicazione  delle  equazioni  di  stabilità  relative  aH'esten- 
aione  al  caso  dei  corpi  ad  asse  rettilineo  verticalmente  disposto, 
tenendo  anche  conto  dei  loro  pesi.  — Sia  HIKL  (/ij.  14)  un 
solido  omogeneo  il  cui  asse  è una  linea  retta  AB  verticalmente 
disposta  e che  trovasi  sotto|iosto  all  nzionc  di  una  forza  tendente  T'  . 
applicata  al  centro  B della  base  inferiore  c diretta  secondo  il  detto, 
asse.  Se  in  questo  solido  si  considera  una  sezione  qualunque  D K, 
l’azione  molecolare  o resistenza  aircstensionc  clic  mantiene  a posto 
in  parte  di  corpo  DRKL  è equivalente  alla  forza  T'  aumentala  del 
peso  i>  dell'iiidicata  parte  di  corpo,  e quest’azione  molecolare  divisa 
per  la  superficie  della  sezione  I)K  dà  ciò  clic  chiamasi  resistenza 
riferita  aH’nnilà  di  superficie  di  detta  sezione.  Ora  questa  resistenza 
riferita  aU'unilà  di  siipcrlicie  varia  da  una  sezione  all'altra,  ed  evi- 
dentemente vi  è il  maggior  pericolo  di  snervamento  e di  rottura 
dove  essa  ha  il  massimo  valore  possibile.  Segue  da  ciò  che  |ier  ap- 
plicare rc(|uazione  di  stabilità  data  al  numero  14  e segnata  (1), 
oppure  l'allra  data  al  numero  Iti,  ai  corpi  omogenei  ad  asse  retti- 
lineo, bisogna  porre  in  esse  quel  particolare  valore  di  iì  che  corri- 
sponde a quella  sezione  in  cui  la  resistenza  provocala  dalle  forze  . 
estrinseche  riferita  all'imità  di  superficie  è la  più  grande  ncircsten- 
sioiie  del  corpo.  — Se  poi  il  solido  è tale  da  cangiare,  passando  da 
una  sezione  ali’allra,  le  resistenze  allo  snervamento  ed  alla  rottura, 
il  sito  in  cui  vi  è maggior  pericolo  di  snervamento  e di  rottura, 
ossia  la  sezione  pericolosa,  si  determina  cercando,  come  si  è dello 
nel  numero  precedente  , quella  per  rapporto  alla  quale  è massimo 
il  valore  del  coellicienle  di  stabilità  ossia  il  quoziente  della  forza 
traente  per  la  resistenza  allo  snervanicnio  od  alla  rottura  per  tra- 
zione che  ad  essa  corrisponde. 

Pei  corpi  omogenei  c prismatici  ad  asse  verticale,  nella  sezione  supe- 
riore, ossia  in  quella  corrispondentemeule  alla  «piale  il  corpo  è maulc- 
nulo  sospeso,  viene  provocata  la  massima  resistenza  riferita  aU’unilà 
di  superficie,  per  cui  più  facilmente  in  essa  che  in  qualuui|iie  altra 
può  avvenire  lo  snervamento  e la  rottura;  e la  ragione  si  vede  chiara 
in  ciò  che  l'azione  molecolare  che  si  sviluppa  alla  sezione  supcriore, 
la  quale  è equivalente  al  peso  applicalo  alla  base  inferiore  più  il 
peso  del  corpo  intiero,  è sempre  maggiore  di  «piella  che  si  sviluppa 
in  una  sezione  qualunque,  dove  c lo  stesso  peso  applicalo  alla  base 
inferiore  aumentalo  soltanto  del  peso  di  una  parte  del  corpo. 
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22.  Applicazione  della  teoria  sulla  resistenza  all'estensione 
alla  risoluzione  di  alcuni  semplici  problemi.  — Quanto  finora 
si  è detto  nel  presente  capitolo  costituisce  quello  clic  vi  ha  di  più 
elementare  e di  più  inipurtanlc  sulla  resistenr.a  dei  corpi  all'esten- 
sione, giacché  quasi  sempre  le  forze  tendenti  sono  dirette  secondo 
gli  assi  dei  corpi  a cui  sono  applicale,  od  almeno  passano  a si  pic- 
cola distanza  da  questi  assi  da  potersi  esse  considerare  come  coin- 
cidenti senza  tema  che  ne  |)ossano  derivare  dei  gravi  inconvenienti 
nelle  applicazioni  pratiche;  ed  ecco  alcuni  semplicissimi  problemi 
aventi  per  iscopo  di  ben  far  comprendere  come  nei  casi  particolari 
si  devono  applicare  le  equazioni  di  slahililà. 

I.  Trovare  l’alluwjameulo  che  premierà  unasUi  rotonda  in  ferro 
del  diametro  di  metri  0,02  c della  lamjUeiza  di  5 metri  sotto  l’azione 
di  una  forza  tendente  diretta  secondo  l’asse  dell'asta  medesima  e del- 
l’intensità di  5000  cliiloijrammi. 

Allìnchè  sia  possibile  la  risoluzione  di  questo  problema  nei  li- 
miti di  quanto  finora  si  é detto  sulla  resistenza  all'estensione,  biso- 
gna che  la  forza  tendente  di  5000  chilogrammi  non  sia  capace  di 
produrre  lo  snervamento  neH'nsta  di  ferro,  e per  riconoscere  questo 
è necessario  cercare  Tazionc  molecolare  sviluppala  suirunilù  di  su- 
perficie della  sezion  retta  dell'asla  medesima  per  vedere  se  è minore 
della  resistenza  allo  snervamento  per  trazione  del  ferro  pure  rife- 
rita all'unilà  di  superficie  c somministrata  dalla  tavola  numerica 
data  al  numero  15. 

Prendendo  il  millimetro  quadrato  per  unità  di  superficie  ed  il 
chilogramma  per  unità  di  forza,  la  superficie  il  della  sezion  tras- 
versale deU'asta  sarà  data  da 

gO» 

A = 3,UlG-j-  =31-i'”'"’,lG, 


c quindi  l'azione  molecolare  corrispondente  all'imità  di  superficie 
di  una  sezione  qualunque,  siccome  la  forza  tendente  T' 5000'*, 
sarà  data  da 


T'_  .3000 
314,10 


= 9‘^«,55, 


che  essendo  minore  della  resistenza  allo  snervamento  per  trazione, 
la  quale  è chilogrammi  12,205  jier  le  barre  di  media  grossezza, 
porla  a conchiudere  non  essere  capace  la  forza  tendente  di  5000 
chilogrammi  di  produrre  lo  snervamento. 

Ciò  premesso,  si  determini  ossia  rallungamenlo  domandalo. 
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roircqiiazinnc  (!'  ilH  minierò  12,  e faccmlo  in  essa  T'^HOOO*^', 
E'=:^8492^  Xl=:  314””M6  e L = 5"  si  avrà 


d’onde  si  ricava 


3000= 


1849-2  X 344,46.r 


r = 0”,0026, 


cosicché  ralliingamcnlo  che  prenderà  la  data  spranga  sarà  di  mil- 
limetri 2,6. 

II.  Una  trave  di  /arici;  rosso  (Iella  lunghezza  di  6 metri  e colla 
sezion  retta  quadrala  di  metri  0,30  di  lato  è mantenuta  ferma  alla 
estremità  supcriore  e disposta  col  suo  asse  verticale;  trovare  qual  e 
il  peso  permanente  che  si  può  applicare  al  centro  della  base  inferiore 
dt  detta  trave  affinché  risulti  stabile,  lenendo  anche  conto  del  peso  della 
trave  medesima. 

Il  problema  si  risolve  applicando  l’equazione  di  stabilità  che  venne 
data  al  numero  18,  prendendo  per  unità  di  superfìcie  il  millimetro 
quadrato,  per  unità  di  peso  il  chilogramnia  e facendo  in  detta  equa- 
zione H =1/1 0,  U'  = 8“^‘5,  il  = 300*  = OOOOO*"”*  e T' eguale  al  peso 
della  spranga  aumentato  del  peso  incognito  X da  applicarsi  al  cen- 
tro della  base  inferiore.  Mediamente  poi  essendo  di  chilogrammi  0,7 
il  peso  del  decimetro  cubo  di  larice  rosso  9 X 60  = 540'"'  il  vo- 
lume della  trave,  sarà  il  suo  peso  espresso  da  540  X 0,7  = 378'*,  e 
quindi  il  valore  di  T'  sarà  dato  da  378  -f-  X. 

Sostituendo  ora  i valori  di  T',  n,  R'  ed  il  nella  già  citata  equa- 
zione di  stabilità,  si  avrà 

378-|-X=  ^^8,5  X 90000 

d’onde 

X = 76122^, 


cosicché  nel  centro  della  base  inferiore  della  data  trave  si  può  con 
sicurezza  applicare  un  peso  di  76122  chilogrammi. 

III.  Con  un’asta  di  acciaio  ordinario,  lunga ‘2  metri,  a sezion  retta 
rettangolare  coi  lati  nel  rapporto  di  ì a ’ó  , da  fermarsi  colla  sua 
estremità  supcriore  e ila  disporsi  col  suo  asse  verticale,  vuoisi  soste- 
nere un  peso  di  2000  chilogrammi  da  applicarsi  al  centro  della  base 
inferiore;  si  domanda  quali  lati  bisogna  assegnare  alla  sezion  retta 
dell'asta  stessa  affinchè  in  modo  permanente  possa  sopportare  se  stessa 
ed  il  detto  peso. 


— 3«  ~ 


Anche  qiicslo  |)rolilcnin  si  può  risolvere  cuH’equazione  di  slahi- 
lità  data  al  numero  18.  Cliiamaudo  x il  lato  minore  della  sezion 
rolla  di  cui  voglionsi  le  dimensioni  espresso  in  millimelri,  è 
il  lalo  maggiore,  e per  conseguenza  la  superficie  di  della  sezion 
rella  vien  data  da  fi  — a;.3a:— ó.c’.  Traltaudosi  di  un  metallo,  si 
assume  »'=:l/6;  e ricorrenilo  alla  tavola  del  numero  17  si  trova 
R'=z:75‘^‘.  Il  volume  poi  deU'asla  in  decimetri  cubi  è espresso  da 


•20  X 


32-’ 


10000 


= 0,00C  x'‘ 


e,  per  essere  di  chilogrammi  7,82  il  peso 


medio  del  decimetro  cubo  di  acciaio,  da  7,82  X 0,006  0,04692  a;’ 

il  suo  peso  in  chilogrammi.  Il  valore  di  T'  adunque  è rappresentalo 
da  2000  + 0,04692  X*,  e la  citala  equazione  di  stabilità  determi- 
nalrice  di  x diventa 


2000- 


0,04092  = 75.32* 

0 


dalla  quale  si  ricava 


e quindi 


37,45308  2*  = 2000 

X 1/  ^000  ’Jmm  Q 

y .37,45308“  ’ 


Cosicché  il  lato  minore  della  sezion  retta  di  cui  voglionsi  le  di- 
mensioni deve  essere  di  millimetri  7,5,  ed  il  lato  maggiore  triplo 
del  minore,  ossia  di  millimetri  21,9. 

IV.  Trovare  <{ual  è la  massima  hniyhezza  che  si  può  assegnare 
ad  un  asta  di  ferro  con  sezione  coslanle,  affinchè  impiegata  vertical- 
mente possa  in  mudo  permanente  sostenere  il  proprio  peso. 

Chiamando  fi  la  superficie  costante  della  sezione  dell'asta  in 
decimetri  quadrati,  y la  sua  lunghezza  in  decimetri;  assumendo  chi- 
logrammi 7,77  per  peso  del  decimetro  cubo  di  ferro,  40  chilo- 
grammi per  resisi enza  del  ferro  alla  rottura  per  trazione  riferita 
al  millimetro  quadrato,  ossia  400000  chilogrammi  riferito  al  deci- 
metro quadralo,  1/6  per  cocflìcienle  di  stabilità;  ed  essendo  la 
forza  tendente  T'  espressa  da  7,77  Cìy,  si  ha  che  l'equazione  di 
stabilità  del  numero  18  diventa 


d'onde 


7,77%  = ■^400000  fi. 


200000 

=-:nv-Tv  --  8580-in', 


23,31 
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cioè  la  massima  Imighuioza  clic  si  può  assegnare  all  asta  è ili  U580 
ileciractri,  ossia  di  1158  metri. 

‘23.  Applicazione  della  teoria  sulla  resistenza  aH'estensione  al 
calcolo  della  grossezza  da  assegnarsi  alle  pareti  dei  cilindri  e 
delle  sfere  che  tendono  a rompersi  per  effetto  di  una  pressione 
uniforme.  — Quest’applicazione  è una  delle  più  belle  ed  in  pari 
tempo  una  delle  più  importanti  per  la  pratica,  ed  essa  sta  essen- 
zialmente nella  risoluzione  dei  quattro  problemi  che  seguono,  nei 
quali,  tenendo  soltanto  conto  della  pressione  costante  interna  e di 
una  pressione  pure  costante  esterna  minore  della  prima,  che  gene- 
ralmente si  e.sercita  sulle  pareti  dei  vasi  cilindrici  e sferici  che  si 
considerano,  si  trascurano  tutte  le  altre  influenze  deformatrici  se- 
condarie, quali  sono  il  peso  proprio  del  vaso , la  reazione  degli 
appoggi,  l'azione  che  le  basi  esercitano  sulle  pareti,  ecc. 

I.  Truvare  la  f)rosses:a  da  assegnarsi  ad  un  tubo  circolare  di  una 
data  materia,  di  cui  si  conosce  il  raggio  interno,  che  deve  avere  spes- 
sore uniforme , c che  deve  trovarsi  sotto  l’azione  di  due  date  pres- 
sioni costanti,  interna  l’una  ed  esterna  l’altra. 

Kapprcseutaiido  culla  lìgura  15  la  sezione  trasversale  del  tubo, 
si  chiamino: 

I)  il  suo  diametro  interno  FG  espresso  in  metri; 

l la  sua  lunghezza  data  in  metri  ; 

;/  la  pressione  costante  in  chilogrammi  e riferita  al  metro  qua- 
dralo, che  sulla  superfìcie  interna  del  tubo  si  esercita  dal  di  dentro 
al  di  fuori  ; 

p"  la  pressione  anche  costante  pure  in  chilogrammi  c riferita  al 
metro  quadrato,  che  sulla  superficie  esterna  del  tubo  si  esercita  dal- 
l'infuori  all'indentro  ; 

p la  differenza  p'  — ;/'  fra  le  due  pressioni  interna  ed  esterna, 
ossia  ciò  che  chiamasi  la  pressione  effettiva; 

IV  la  resistenza  alla  rottura  per  trazione  della  sostanza  di  cui 
il  tubo  è formato  in  chilogrammi  e riferita  al  metro  quadrato; 

n il  coelTiciente  dì  stabilità; 

s lo  spessore  domandato  FA  della  parete  espresso  in  metri. 

Si  vede  innanzi  tutto  come  la  scorza  cilindrica  FI  Gli  ADII  E cir- 
colare prima  dpirazione  delle  pressioni  //  e p"  deve  rimanere  tale 
anche  dopo  tale  azione  ; imperocché  tutto  essendo  simmetrico  per 
rapporto  al  piano  meridiano  \ B,  questo  piano  resterà  ancora  di 
simmetria  nello  stato  finale,  u per  conseguenza  sarà  ancora  normale 
alle  superficie  curve  secondo  le  quali  sarannosi  disposte  le  due  su- 
|ierticie  cilindriche  primitive  .\1)BE  ed  FIG li;  e siccome  la  mede- 
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siina  cosa  si  può  dire  di  qualsiasi  altro  piano  passante  per  l'asse 
primitivo  C,  si  vede  che  tutti  i piaui  normali  alle  superlìcie  curve 
secondo  le  quali  saraniiosi  disposte  le  dette  due  superlìcie  cilin- 
driche primitive  concorreranno  in  un  medesimo  asse,  il  che  esige 
appunto  che  sia  circolare  la  scorza  cilindrica  formante  la  parete  del 
tubo  dopo  l'azione  delle  |iressioni  //  c //'.  Ciò  premesso , ammet- 
tendo che  la  rottura  del  tubo  tenda  a farsi  secondo  un  piano  AB 
passante  per  l’asse  (1,  giacché  le  pressioni  sono  eguali  e simme- 
triche rispetto  a questo  asse,  per  stabilire  l'equazione  di  stabilità 
deterrainatrice  dello  spessore  s della  parete  del  tubo  bisogna  pro- 
curarsi: la  forza  che  tende  a staccare  la  parte  di  tubo  AUBGIF 
dall’altra  parte  supposta  fìssa,  la  qual  forza  è rappresentata  in  inten- 
sità e direzione  dalla  risultante  delle  pressioni  esercitate  sulla  su- 
perfìcie concava  FIO  c sulla  superfìcie  convessa  ADB;  e la  somma 
delle  due  superfìcie  rappresentate  in  AF  c BG  sulle  quali  sì  svilup- 
pano le  azioni  molecolari  opponentisi  alla  rottura. 

Per  trovare  la  forza  la  quale  tende  a spaccare  il  tubo  si  osserva 
che  essa  forza  (ossia  la  risultante  delle  pressioni  esercitate  sulla 
superfìcie  concava  F 1 G e sulla  superfìcie  convessa  ADB)  e la  pos- 
sibilità dì  rottura  non  cangiano  supponendo  tolta  la  mezza  parete 
del  tubo  AEBGHF,  chiuso  il  mezzo  cilindro  cavo  ADB  mediante 
una  parete  piana  rigida  AB  attaccata  al  mezzo  tubo  ADB  colla 
stessa  tenacità  con  cui  questo  lo  è al  mezzo  tubo  AEB,  mantenute 
rispettivamente  all’Interno  ed  all'esterno  del  mezzo  tubo  ADB  le 
pressioni  primitive  ;/  e p"  per  ogni  metro  quadrato,  e chiuso  il  tubo 
alle  sue  due  estremità  per  porlo  nelle  condizioni  d’un  vaso  chiuso 
da  ogni  parte.  Chiamando  T'  la  delta  forza  la  quale  tende  a spac- 
care il  tubo  secondo  il  piano  meridiano  AB,  applicando  al  mezzo 
tubo  ADB  il  teorema  di  idrostatica,  il  quale  insegna  che  se  una 
pressione  costante  per  unità  di  superficie  è applicata  normalmente 
ad  un  contorno  superficiale,  la  risultante  delle  pressioni  sui  diversi 
elementi  superficiali  è nulla , trascurando  le  pressioni  sui  due 
fondi  lìttìzìi  perchè  eguali  e direttamente  contrarie,  ed  osservando 
che  sulla  parete  fittizia  FG  si  esercita  dalfìndentro  allinfuori  la 
jiressione 

p'  D l 

mentre  suU’allra  .\  B si  esercita  dall' infuori  all’indentro  la  pres- 
sione 

p'ip-h'-ls)  l. 
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si  avrà  per  il  citalo  teorema 

T'-[p'D/-p"(D-l-2«)/]  = n, 

d’onde 


r=/[p'D-p"(D+2s)l  (1). 

In  quanto  alla  somma  Cl  delle  due  superGcic  rappresentate  in 
AF  e BG  sulle  quali  si  sviluppano  le  azioni  molecolari  opponentisi 
allo  spaccamento  del  tubo,  essendo  ciascuna  di  queste  superficie  un 
rettangolo  lungo  / ed  allo  s,  sarà 

a=<ìls  (2). 


Sostituendo  ora  iieirequazionc  di  stabilità  che  venne  data  al  nu- 
mero 18,  per  T'  il  valore  dato  dalla  (1)  e per  il  quello  dato  dalla 
(2),  si  ha  la  seguente  equazione  delerminalrice  di  s 


[p'D-p"(D-t-2s)]=2»r'R'i 
dalla  quale  si  deduce 

.-1 

2 n'R'-4-p" 

e,  rammentando  che;/— si  ha 

_ I pi) 

^ ~ 2 n'  ir  -4-  p" 


(3), 


W- 


Trascurando  la  quantità  p”  la  quale  nelle  ordinarie  circostanze 
della  pratica  è sempre  assai  piccola  in  confronto  di  n'R',  l’ultima 
equazione  trasformasi  in  quesl’allra 


(5), 


nella  quale  ben  soventi  suolsi  prendere  per  pressione  effettiva  p la 
sola  pressione  interna. 

Qualora  le  pressioni  p’  e ;/'  vengano  date  in  atmosfere,  si  pos- 
sono modificare  4c  equazioni  (4)  e (b)  in  questo  modo:  essendo 
V il  numero  di  atmosfere  corrispondenti  alla  pressione  effettiva 

p—p—p", 

y"  il  numero  di  atmosfere  rappresentanti  la  pressione  p", 

S.  il  numero  di  chilogrammi  i quali  danno  la  pressione  di  un'at- 
mosfera su  1 metro  quadrato,  il  qual  numero  si  può  assumere  di 
10330  chilogrammi, 
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si  hanno  evidenlenioiile  le  ei{nazioni 


(l’oiidc  risullaiio  i seguenti  valori  di  c /)" 

p = yA,  P"=y"\, 


ì quali  posti  nelle  dette  equaziotii  (4)  e (5)  le  trasformano  in  ipieste 
altre 


_ 1 y A D 
■'“  2 n'R'H-y'  A 


(«), 


_ yAD 


0). 


NeU’applicazione  pratica  delle  formole  (4),  (5),  (C)  e (7)  bisogna 
tener  presente  come,  su  una  parte  qualunque  di  tubo  compresa 
fra  due  sezioni  trasversali , la  trazione  non  ha  luogo  nella  dire- 
zione dell'asse  del  solido,  ma  sibbene  in  senso  tangenziale  all'a- 
nello costituente  questa  parte,  e questo  fatto,  dietro  quanto  si  è 
visto  al  numero  17,  deve  guidare  nella  scelta  del  conveniente  coef- 
ficiente di  rottura. 

Pei  tubi  di  condotta  delle  acque,  dei  gaz  e dei  vapori,  alla 
grossezza  che  verrebbe  somministrata  daU'applicazionc  delle  for- 
inole (Sì  0 (7)  suolsi  aggiungere  una  grossezza  costante  nell'in- 
teiilo  di  prevenire  le  dannose  conseguenze  che  potrebbero  derivare 
da  cause  impreviste  e da  scosse  possibili  nel  trasporto  e nel  loro 
collocamento,  per  cui,  chiamando  s'  l'indicata  grossezza  costante, 
invece  delle  dette  formole  (5)  o (7)  soglionsi  applicare  queste 
altre  : 


PD 

2>»'K' 


(8), 


s 


yAD 

'2n'R'‘ 


(fl). 


Il  Morin  poi , fermandosi  principalmente  ai  tubi  per  condotte 
d’acqua  e fondandosi  su  quanto  l'esperienza  ha  insegnato  essere  più 
conveniente,  dà  le  seguenti  formolo  per  trovare  la  grossezza  dei 
tubi  in  metallo,  in  legno  ed  in  pietra  : 


Pei  tubi  in  ferro s =z  0,000116  y D -f- 0",0030 

» ghisa s = 0,00238  y D -1- O'  ^OODò 
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l’ei  lubi  in  rame  lumiiialu.  s = 0.00J47  v J) -|- 0‘“,00i0 

» piombo  ....  s =:  0,00242  » Dh- 0” ,0050 

» zinco s 0,00020  v D + 0“,0040 

legno s 0,05250  V D -t- 0“,0270 

• pietre  nalnrnli.  s rz  0,00505  v D 0“,0300 

• pietre  artefatte  s =z  0,00538  » D 0" ,0400 

I primi  termini  dei  secondi  membri  di  (piestc  forniole  non  sono 
altro  che  il  primo  termine  del  secondo  membro  delTequazione  (9) 

dopo  d’aver  in  esso  fatti  A 10330'',  «' z=  ^ ed  11'  eguale  ai  va- 
lori medii  dei  coefficienti  di  rottura  convenienti  alla  materia  di  cui 
i tubi  si  suppongono  formati. 

In  quanto  alla  grossezza  delle  pareli  delle  caldaie  a vapore,  molli 
meccanici,  in  conformità  di  un'ordinanza  del  Governo  francese  in 
data  del  22  maggio  1843,  sogliono  dedurla  dairequazionc 

e = 0,0018  vD-|-0“,003  (10), 

il  cui  primo  termine  del  secondo  membro  è pure  il  primo  termine 
del  secondo  membro  della  (9)  corrispondente  al  valore  già  riferito 

di  A,  ad  n'—  ^ e ad  B'=  34433333'*  per  metro  quadrato,  ossia 

a poco  più  di  54  chilogrammi  per  ogni  millimetro  quadralo. 

II.  Trovare  lo  spessore  da  assegnarsi  alla  parete  di  una  sfera  cava 
di  data  materia , la  quale  deve  trovarsi  sotto  l’azione  di  due  date 
pressioni  costanti,  interna  l'una  ed  esterna  l'altra. 

La  figura  18  rappresenti  la  sfera  data,  sia  D il  diametro  della 
cavità  interna  data  iii  metri,  c,  come  nel  problema  precedente,  si 
adottino  rispetlivaraenle  le  lettere  />',  p",  p,  R',  n ed  s per  indicare 
la  pres.sione  costante  interna , la  pressione  costante  esterna , la 
pressione  elTetliva  , ossia  la  differenza  ;/ — p"  , la  resistenza  alla 
rottura  per  trazione  della  sostanza  di  cui  la  sfera  è formata , il 
coefUciente  di  stabilità  ed  il  domandato  spessore  della  scorza  sfe- 
rica , essendo  espressi  in  metri  il  diametro  e lo  spessore  ed  in 
cbilograniini  riferite  al  metro  quadralo  le  pressioni  e la  resistenza 
alla  rottura. 

Ragionando  in  modo  analogo  a quello  tenuto  nel  precedente  pro- 
blema agevolmente  si  comprende  : come , essendo  prima  delle 
azioni  p'  e //'  sferica  la  cavità  interna  c costante  lo  spessore  della 
parete , lo  stesso  deve  succedere  anche  dopo  le  dette  azioni  ; e 
come , ammettendo  che  la  rottura  tenda  ad  aver  luogo  secondo 
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un  piano  meridiano  A B,  si  può  immaginare  tolta  la  mezza  sfera 
AEB,  chiusa  Taltra  metà  con  una  parete  piana  rigida  AB,  attac- 
cata aireroisfero  A DB  colla  stessa  tenacità  con  cui  questo  trovasi 
realmente  attaccato  aircmisfero  AEB,  mantenute  rispettivamente 
aH'interno  ed  aH'esterno  della  mezza  sfera  A DB  le  pressioni />' e 
p"  per  ogni  metro  quadrato,  ed  applicare  al  vaso  emisferico  ADB 
il  teorema  d'idrostatica  di  cui  si  diede  l'enunciato  nel  già  citato 
precedente  problema.  Ciò  permesso,  dicendo  ancora  T' la  risultante 
delle  pressioni  esercitate  sulla  supcrGcie  concava  interna  F H G c 
sulla  superficie  convessa  esterna  A D B,  ossia  la  forza  la  quale 
tende  a staccare  l'emisfero  ADB  dall’emisfero  AEB,  o,  ciò  clic 
torna  lo  stesso,  dalla  parete  piana  fittizia  AB,  siccome  la  pres- 
sione che  si  esercita  sul  circolo  rappresentato  in  FG  dall'indentro 
aH'infuori  è 

essendo  ir  il  noto  rapporto  ó,1415 della  circonferenza  al  dia- 

metro, e quella  che  si  esercita  sul  circolo  rappresentato  in  AB  dal- 
l'iiifuori  all'iiidentro  è 

^ ir  ( D 4- 

si  avrà  per  il  noto  teorema  d'idrostatica 

T'  - 1 4 ’T  D’p'  - 1 IT  ( D -f- 2s)’ P"J  = 0, 

d'onde  si  ricava 

T’  = lir[D«(p'-p")-4^(D4-s)p"] 

La  superficie  il  sulla  quale  si  sviluppano  le  azioni  molecolari 
opponentisi  allo  spaccamento  della  sfera , essendo  una  corona 
circolare  i cui  diametri  sono  AB“D-f-2»edFG“D,  è data  da 

n = [(D-4-2s)«  — n’]  = irs(D-f-«). 

Sostituendo  neU'cquazioue  di  stabilità  che  si  è instituita  al 


Digitized  by  Googic 


— 45  — 

numero  18  i valori  or  ora  trovali  di  T' c di  il,  si  otlieiie  la  seguente 
equazione 

1 1 D'(p'  — 4s(D-|-s)p"j=zn'R's(I)+*), 


dalla  quale,  rammentando  che  p' — p"  = p,  si  ricava 


s(D  + s)  =T 


1 pD« 


4 n R'  -hp" 


Su  quest’equazione  del  secondo  grado  in  r , a seconda  della 
circostanza  in  cui  deve  essa  venir  applicala,  si  possono  fare  lutti 
i ragionamenti  che  vennero  falli  suH’cqnazione  (4)  del  problema 
precedente;  che  anzi  nel  caso  in  cui  lo  spessore  s sia  piccolo 
in  confronto  del  diametro  D,  siccome  dividendo  l'equazione  per 
D’  si  ottiene 

■ s , s’ 1 p 

n'R'4^'  ’ 


si  può  trascurare  il  termine  ed  avere  quindi 


_ 1 pi) 
n'K-hp"' 

III.  Trovare  quale  larghezza  deve  avere  la  corona  circolare  che 
unisce  il  fondo  di  un  cilindro  alla  sua  parete  laterale,  af/inchè  questo 
fondo  non  venga  a staccarsi  per  effetto  di  due  date  pressioni  costanti, 
interna  l'una  ed  esterna  l'altra. 

Il  cilindro  proposto  sia  quello  rappresentato  nella  figura  17  me- 
diante una  sua  sezione  meridiana  e mediante  la  sezione  secoudo  il 
piano  X Y.  Come  al  problema  I si  usino  rispettivamente  le  lettere 
n,p',p",p,  R'  ed  «'per  indicare  il  diametro  interno  del  cilindro,  la 
pressione  costante  interna,  la  pressione  costante  esterna,  la  pres- 
sione effettiva  ossia  la  differenza  p' — p" , la  resistenza  alla  rot- 
tura per  trazione  della  sostanza  di  cui  il  cilindro  è formato,  ed 
il  coefOciente  di  stabilità,  essendo  espresso  in  metri  il  diametro  ed 
essendo  riferite  al  metro  quadrato  le  pressioni  e la  resistenza  alla 
rottura.  In  quanto  poi  alla  domandata  larghezza  da  assegnarsi 
alla  corona  circolare  che  unisce  il  fondo  del  cilindro  alla  sua 
parete  laterale  si  esprima  colla  lettera  s^  prendendo  il  metro  per 
unità. 
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Eviilcnlemcnte  la  forza  T'  la  quale  Uuiile  a starcare  il  fondo 
del  cilindro  dalla  sua  parete  laterale  è la  pressione  che  si  esercita 
sul  circolo  di  diametro  AU=;A'U'  dairindenlro  all'iiifuori,  meno 
quella  clipf  si  esercita  sul  circolo  di  diametro  fj'H'  dairinfuori  al- 
rindentro  ; c,  in  virtù  dei  ragionamenti  fatti  nel  precedente  pro- 
blema II  , agevolmente  si  comprende  essere  questo  vero  anche 
quando  il  fondo  invece  di  essere  piano  è sferico.  Ora,  essendo  n j| 
nolo  rapporto  5,1415 della  circonferenza  al  diametro,  la  pres- 

sione che  si  esercita  sul  circolo  di  diametro  A B 6 


e quella  che  si  esercita  sul  circolo  di  diametro  G'  H' 


cosicché  il  valore  della  forza  T'  si  riduce  a 

T'  = ^ ’T  [d*  (>'  — ;>")  — 4s,  (D  + s.)  p"]. 

In  quanto  alla  superficie  fi  sulla  quale  ha  luogo  lo  sviluppo 
delle  azioni  molecolari  che  si  oppongono  allo  staccamento,  è essa 
la  corona  circolare  di  diametri  A B e I)  E,  espressa  da 

fl=:  |^[(D-+-2s,)*  -l)']=57S,(l)-»-s). 


Tanto  il  valore  di  T'  quanto  quello  di  fi  essendo  quelli  stessi 
che  vennero  trovali  nel  problema  II  col  solo  cangiamento  di  .«  in 
s,,  agevolmente  si  comprende  come,  institueudo  rei(uazione  di  sta- 
bilità e ponendo  p'  — p"  —p,  si  verrà  aircquazioue 


s^  (I)  ■ 


4 n'  K 


p D’ 


sulla  quale,  a seconda  delle  circostanze,  si  possono  fare  gli  stessi 
ragionamenti  che  vennero  falli  snircquazionc  (4)  del  problema  I. 
Intanto  ricavando  da  qucsl'ultima  equazione  il  valore  di  s,  che  sod- 
disfa alla  proposta  quisliouc,  si  ha 


;* 

n IV  -hp" 
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Ccrrando  ora  la  grossezza  A'F'  elio  dove  avere  la  parete  late- 
rale del  cilindro  amnehù  non  si  spaerhi  per  causa  deirinlerna  pres- 
sione /),  evidenlemenle  si  viene  a trovare  il  valore  di  s dato  dal- 
rcquazionc  (4)  del  proMema  I.  Facendo  la  differenza  fra  il  valore  di 
s e di  s,  si  trova 


_ ( P 

s — s,—  2 


P 

Il  II'  -i-  p" 


la  qual  differenza,  essendo  uvidenletnente  positiva  perchè  il  fattore 
del  secondo  membro  posto  fra  parentesi  ha  per  parte  negativa 
maggiore  deU'unità  la  radice  quadrata  della  parte  positiva,  porta 
a conchiudere  essere  s > s,  ; cosicché  nella  fabbricazione  dei  ci- 
lindri il  cui  fondo  viene  dal  getto  in  un  colla  parete  laterale  basta 
solo  occuparsi  dello  spessore  di  quest'ultima  allorquando  il  diametro 
esterno  di  quello  si  faccia  eguale  al  diametro  esterno  di  questa. 

IV.  Trovare  il  numero  delle  chiavarde  di  dato  diametro  che  de- 
voiisi  impiegare  per  mantenere  unito  il  fondo  alla  parete  laterale  di 
un  cilindro,  ttel  quale  devono  aver  luogo  due  date  pressioni  costanti, 
interna  l’ima  ed  esterna  l'altra. 

La  figura  ili  rappresenti  il  cilindro  proposto  mediante  un  suo 
spaccato  meridiano,  e mediante  la  sezione  determinata  dal  piano 
X V.  Per  quanto  concerne  al  diametro  interno  del  cilindro  , alle 
pressioni  costanti  per  ogni  metro  quadrato  interna,  esterna  ed  ef- 
fettiva ed  al  coefficiente  di  stabilità  si  ritengano  le  denominazioni 
giù  adottate  nei  problemi  1 e III,  e si  chiamino; 

d il  diametro  delle  chiavarde  espresso  in  metri  ; 

1\'  la  resistenza  che  le  chiavarde  oppongono  alla  rottura  per  tra- 
zione data  in  chilogrammi  e riferita  al  metro  quadrato; 

D'  il  diametro  esterno  C'D'del  fondo  in  metri  ; 

X il  cercato  numero  di  chiavarde. 

La  forza  T'  la  quale  tende  a produrre  lo  staccamento  del  fondo 
è la  pressione  che  si  verifica  sul  circolo  di  diametro  À'B'  meno 
quella  che  ha  luogo  sul  circolo  di  diametro  C'  D',  ed  in  virtù  dei 
ragionamenti  che  vennero  instituiti  al  problema  II  agevolmente  si 
comprende  essere  questo  vero  anche  quando  il  fondo  è sferico,  co- 
sicché, essendo  ?r  il  noto  rapporto  5,1415 dalla  circonferenza  al 

diametro,  si  avrà  la  seguente  espressione  di  T' 


T'  = 


i 

4 


p"). 
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In  qiianlo  alla  supcrricic  H sulla  quale  si  sviluppa  la  resistenza 
che  oppunesi  allo  slaccamcnto  del  fondo,  è essa  costituita  dalla 
somma  delle  sezioni  trasversali  di  tutte  le  chiavarde,  la  qual  somma 
evidentemente  è espressa  da 

^ n 
j-  n ir  X. 

4 


1 1 

Ciò  premesso,  facendo  T'  ^ (D’;>'  — D'*  p")  ed  n iP  x 

neU'eqnazione  di  stahilità  stata  instituita  al  numero  18,  si  trova  la 
seguente  equazione  determinatricc  di  x 


d'onde  si  ricava 


D’  p'  — D’’  p"  = n R'  t/*  X, 


X 


D’ p — D'»  //' 


Se  il  fondo  va  assicurato  alla  parete  del  cilindro,  non  con  chia- 
varde, ma  sihhene  mediante  chiodi  ribaditi,  si  calcola  nello  stesso 
modo  il  loro  numero  anche  qnando  l'unione  ò fatta  come  viene 
espresso  nella  figura  19  mediante  una  sezione  meridiana,  giacché, 
secondo  le  esperienze  di  Fairhairn,  la  resistenza  ili  questi  chiodi 
nei  senso  trasversale  è presso  a poco  eguale  alla  loro  resistenza 
longitudinale. 

24.  Applicazione  della  teoria  sulla  resistenza  all'estensione 
per  determinare  la  sezione  trasversale  da  assegnarsi  ai  tiranti 
ed  alle  cerchiature  che,  oltre  di  sopportare  una  data  tensione 
costante,  devono  reggere  all'aumento  di  tensione  prodotto  da 
un  abbassamento  di  temperatura.  — L'esperienza  ha  dimostrato 
che  tutti  i corpi  si  dilatano  o si  restringono  aunientaudo  o di- 
minuendo la  loro  temperatura,  che  queste  dilatazioni  o restringi- 
menti variano  da  un  corpo  all'altro  e che  per  una  variazione  di 
temperatura  di  100  gradi  centigradi  gli  allungamenti  o gli  accor- 
ciamenti proporzionali,  ossia  gli  allungamenti  o gli  accorciamenti 
espressi  in  parti  della  lunghezza  primitiva,  per  le  sostanze  che  può 
essere  il  caso  di  dover  considerare  nelle  costruzioni,  si  possono  me- 
diamente lissare  come  appare  dalla  seguente  tavola  : 
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t.NDtaZIONE  DELLE  SOSTANZE 

ALLURCAinTI 
ed  accorciamenti 
proporaionali 

Larice 

O.OOOROO 

Acciaio 

0,00107!» 

ferro  

0,00t220 

iihUa 

o.oomo 

Oilone 

0.00 1S78 

PiODibO 

0,002848 

Rame 

0,001717 

Zinco 

0,002942 

Pietre  

O.OOOàOO 

Diviilendo  per  100  i immcri  della  precedente  tavola  si  ottengono 
gli  allungamenti  e gli  accorciamenti  proporzionali  medii  per  1 
grado  centigrado,  che  nei  problemi  che  seguono  verranno  indicati 
colla  lettera  S. 

I.  Trovare  la  sezione  trasversale  da  assegnarsi  ad  un  tirante,  il 
quale  deve  essere  posto  in  opera  in  guisa  da  non  potersi  allungare 
nè  aecorciare,  ehe  deve  sopportare  una  tensione  non  minore  di  una 
tensione  data  e che  deve  trovarsi  esposto  a due  note  temperature 
limiti. 

Si  chiamino: 

L la  lunghezza  del  tirante  un  momento  prima  di  porlo  in 
opera,  c 

L'  la  lunghezza  del  tirante  dopo  posto  in  opera  , espresse  in 
metri  ; 

T'  il  piu  piccolo  valore  della  tensione  che  dovrà  sopportare  il 
tirante,  e 

T,  la  tensione  che  al  medesimo  si  farà  sopportare  nel  porlo  in 
opera,  date  in  chilogrammi  ; 

Q'  la  resistenza  allo  snervamento  per  trazione  della  sostanza 
di  cui  il  tirante  è formato,  espressa  in  chilogrammi  e riferita  al 
metro  quadrato; 

6 la  più  gran  temperatura  alla  quale  dovrà  trovarsi  opposto 
il  tirante, 

L'Arte  di  farbricarc.  Hetislenta  dei  materiali,  ecc.  — 4. 
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la  temperatura  alla  quale  il  tirante  si  metterà  in  opera,  e 
t"  la  più  bassa  temperatura  a cui  il  tirante  sarà  per  trovarsi 
esposto  dopo  di  essere  a posto,  espresse  in  gradi  centigradi: 

E il  coelìlcienle  di  elasticità  longitudinale  relativo  all'esten- 
sione  della  sostanza  di  cui  il  tirante  è costituito,  riferito  al  metro 
quadrato: 

fi  la  domandala  sezione  trasversale  del  tirante  in  metri  quadrali  : 
e si  conservi  a H la  signifìcazuine  che  gli  venne  data  in  questo 
numero. 

In  virtù  della  forinola  (1)  del  numero  12,  al  momento  in  cui 
il  tirante  viene  posto  in  opera  colla  tensione  T,,  subisce  esso  mi 
allungamento 

T.l: 

E'n 

per  cui  la  distanza  dei  suoi  due  estremi,  appena  trovasi  a posto, 
resta  fissata  dalla  Imigbezza 

Elevandosi  la  temperatura  di  fl — ^ , il  tirante  tende  ancora  a pren- 
dere rallungamciilo  proporzionale 

J («  - «'). 

e , non  essendogli  questo  permesso , ne  deriva  una  diminuzione 
di  tensione  die  si  può  prendere  in  correlazione  coll  allniiganienlo 
non  concesso,  ossia  espressa,  per  la  forinola  r2)  del  numero  12,  da 

f;  n j (s  — fi'), 

cosicché,  quando  il  tirante  si  troverà  in  opera  esposto  alla  tempe- 
ratura fi  sopporterà  ancora  la  tensione  minima 

T,  — E'O^  (fi— fi'); 

e,  siccome  il  tirante  non  deve  mai  avere  una  tensione  minore  di  T', 
si  avrà  la  seguente  condizione. 

T,— F'ftJ(fl  — 6')>r  (I). 

Abbassandosi  la  temperatura  di  fi' — b'\  il  tirante  tende  ad  ac- 
corciarsi, e se  questo  gli  fosse  concesso  si  verificherebbe  l’accorcia- 
mento  proporzionale 

J(fi'-fi"), 
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ma.  essendogli  impedito  raccorciamenlo,  iie  deriva  un  aumento  di 
tensione  die  si  può  esprimere  con 

per  modo  che,  trovandosi  il  tirante  in  opera  ed  alla  temperatura  4", 
avrà  esso  ancora  la  tensione 

e siccome  questa  massima  tensione  a cui  può  trovarsi  esposto  il 
tirante  deve  essere  tale  da  non  perdere  lo  snervamento,  si  avrà  la 
condizione 

T,  -4-  K'  A ò (6'  — i")  < Q'  a (2). 

nicavamlo  i valori  di  T,  dalle  ineguaglianze  (1)  e (2),  si  trovano 
queste  altre 

T,<0'n— F/aj(6'— fl"), 

T'-f-  F'a  e (t)— <s')  < 0'  a -E'nj(r— r), 

e quindi 

T' 

Non  si  può  avere  un  tirante  stallile  i|uando  la  diflerenza  fra  le 
temperatura  6 e 6"  è tale  da  essere 

Q'  — F/5  — 6")  = oppure  < 0. 

cioè  quando  > 

6-6"=  oppure 

giaccliè  il  valore  di  a diventa  <=c  nel  primo  caso  e negativo  nel 
secondo. 

II.  Trovare  la  sezione  trasversale  ila  assegnarsi  ad  una  cerchia- 
tura la  quale  deve  essere  posta  in  opera  in  guisa  da  dover  soppor- 
tare normal mente  alla  stiiierjicic  interna  e dalTindentro  alTinfuori 
una  data  pressione  costante  per  ogni  metro  della  sua  lunghezza,  e che 
deve  trovarsi  esposta  a due  note  temperature  limiti. 

Ritenuto  che  le  lettere  !',(}' 6,6",  E",  accJ  abbiano  in  questo  pro- 
blema lo  stesso  signifirato  clic  loro  venne  attribuito  nel  precedente 
problema,  si  cliiumino 
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r il  raggio  CA  (fig.  20)  tlella  cirKOiiferenza  posta  sulla  super- 
ficie iiilenia  a inclà  altezza  licita  cerchiatura,  espresso  io  metri; 

N la  forza  applicata  normaliDciilc  alla  siiperlicie  interna  della 
rercliiatnra  dairindentro  aU'infnori,  cs|>rcssa  in  chilogrammi  c rife- 
rita all’iinità  di  lunghezza  della  detta  circonferenza. 

Per  elTetto  della  forza  N in  (pialunque  sezione  trasversale  della 
cerchiatura  si  sviluppa  una  tensione  costante  T',  la  (jiiale  rappre- 
senta la  tensione  piu  piccola  che  la  cerchiatura  stessa  deve  soppor- 
tare per  servire  allo  scopo  a cui  è destinata,  c che  facilmente  si  può 
determinare  immaginando  tolta  la  mezza  cerchiatura  HFE  c sosti- 
tuite in  sua  vece  le  forze  T'  applicate  ai  centri  di  gravità  delle 
sezioni  A B e DE  normalmente  ai  |iiani  delle  sezioni  stesse  (6). 

Assumasi  il  centro  C per  origine  di  coordinate,  l’asse  della  x 
perpendicolare  al  piano  HE  passante  per  le  sezioni  AB  e DE,  e 
l’asse  della  ;/  in  ipiesto  stesso  piano;  sulla  semi-circonferenza  ADI) 
prendasi  un  archetto  iniinitcsimo  ah  — iìs  c siano  chzzzAx  ed 
(iczndy  le  due  |irniezioui  dello  stesso  archetto  su  due  parallele 
all'asse  delle  x e delle  y condotte  rispettivamente  per  h e per  a ; 
al  disotto  dell’asse  delle  x si  consideri  in  cgual  modo  l’archetto 
infinitesimo  n'h'zzzds  simmetricamente  collocato  col  primo  per  rap- 
porto all’accennato  asse  delle  x;  ciascuna  delle  due  forze  Nd.s 
applicate  normalmente  ai  delti  archetti  si  scomponga  in  due,  di 
cui  una  sarà  parallela  all’asse  della  x cd  avrà  per  valore 

Nds  Y’'  = N'dj/, 

(1 .? 


e l’altra  sarà  parallela  aU’asse  delle  y ; si  <'sservi  che  le  due  com- 
ponenti parallele  nll’asse  delle  y , siccome  eguali  e dircttamenle 
contrarie,  si  elidono;  che  rimangono  solo  le  com|ionenti  parallele 
aH’nssc  delle  x,  la  cui  somma  estesa  a tutta  la  semi-circonferenza 
AGD  è evidentemente  espressa  da 


e che  per  rcquilihrio  della  mezza  cerchiatura  BIEIHìA  si  deve 
avere  l’equazione 

2T'  = 2Nr, 


ossia 


T'  = Nr. 


{b)  Nel  minierò  die  segue  si  dà  il  modo  di  trovare  elcmenlarmenie  il  v.ilore  di  T'. 
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Trovnln  la  forza  T'  si  coiitimia  le  soluzione  del  problema  con 
iiu  ragionamento  analogo  a (|Ucllo  leunto  nel  precedente  problema, 
consideraudo  la  cerchiatura  come  un  tirante  rettilineo  lungo  come 
la  lunghezza  della  circonferenza  media  della  cerchiatura  stessa, 
e si  arriva  a Irovare  perXì  lo  stesso  limile  inferiore  che  si  ottenne 
nel  precedente  problema. 

'25.  Determinazione  elementare  delia  più  piccola  tensione  che 
deve  sopportare  una  cerchiatura  per  servire  allo  scopo  cui  ò 

destinata  — Senza  far  uso  di  notazioni  di  calcolo  differenziale  e 
di  calcolo  integrale  si  può  elementarmente  trovare  il  valore  di 
T' con  questo  ragionamento;  una  cerchiatura  di  altezza  costante /, 
sulla  cui  interna  superficie  si  e.sercita  una  pressione  uniforme  N 
riferita  airunilà  di  lunghezza  della  circonferenza  posta  a metà  di 
sua  altezza  è nelle  condizioni  delle  pareli  di  un  tubo  nel  cui  in- 

N 

terno  ha  luogo  una  pressione  uniforme  -j-  suH’unitii  di  superficie  ; 


la  somma  delle  due  forze  T'  adunque  deve  essere  eguale  alla  resi- 
stenza che  opporrebhe  (picsto  tubo  per  essere  spaccalo  nel  senso 
del  piano  meridiano  DE,  ossia  deve  essere  eguale  alla  risultante 
delle  pressioni  che  hanno  luogo  sulla  mezza  cerchiatura  BIEDGA, 
ossia  ancora  deve  essere  eguale,  per  quanto  si  è dello  al  pro- 
blema I del  numero  25,  alla  risultante  delle  pressioni  che  hanno 
luogo  sul  piano  DE  supposto  diventalo  una  parete  rigida.  Siccome 
poi  nel  nostro  caso  non  si  ha  ]ircssione  esterna,  ma  solo  la  pres- 


sione costante  interna  j riferita  all’iinilà  di  superficie,  la  somma  delle 


due  forze  T'  deve  fare  la  pressione  che  corrisponde  al  rettangolo 
rappresentato  in  A D i cui  lati  sono  2 r ed  l,  c quindi  si  avrà 


d'onde  si  deduce 

r =Nr. 


Come  serva  il  valore  di  T'  a continuare  la  soluzione  del  pro- 
blema già  abbastanza  chiaramente  si  è indicalo  nel  precedente 
problema. 

26.  Solidi  omogenei  di  egual  resistenza  all'estensione  con 
asse  rettilineo  e verticalmente  disposto.  — Si  è detto  al  numero 
21  come  nei  solidi  ad  asse  rettilineo,  verticalmente  disposti  sotto 
razione  di  una  data  forza  estrinseca  diretta  secondo  il  loro  asse  c 
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del  proprio  peso , la  resisteiun  airesleiisiuiic  riferita  airuiiilà  di 
superficie  varia  generalmente  da  una  seziune  all'altra.  Segue  da 
ciò  esservi  alcuni  sili  in  tali  corpi  in  cui  più  che  in  alcuni  altri 
risulta  facile  la  rottura;  potersi  per  conseguenza  diminuire  le  se- 
zioni sulle  quali  vicn  sviluppata  la  minor  resistenza  riferita  all'unilà 
di  superfìcie  con  economia  di  materia  c con  vantaggio  nella  sta- 
bilità; ed  aversi  i solidi  più  convenienti  facendo  in  modo  che  in 
ugni  loro  sezione  venga  sviluppata  per  effetto  delle  forze  tendenti 
e del  loro  peso  la  medesima  resistenza  riferita  aH'unità  di  superficie. 
I solidi  clic  soddisfano  all'iiidicata  condizione  chiamansi  di  cgtial  resi- 
lienza all' cslensiune : e,  conoscendosi  la  forza  di  trazione  a cui  un  corpo 
deve  essere  assoggettato,  il  peso  della  sua  unità  di  volume,  non  che 
la  forma  che  deve  essere  affettala  dalla  sua  sezione  trasversale, 
permette  il  calcolo  di  determinare  con  qual  legge  la  superficie  di 
questa  sezione  deve  variare  da  un  silo  all'altro  per  ottenere  un  so- 
lido di  egual  resistenza  (c).  1 problemi  che  immediatamente  se- 
guono servono  ad  indicare  come  si  deve  procedere  in  ogni  caso 
particolare. 

l.  Si  vuol  fare  un  solido  ad  asse  rellilinco  di  sezione  circolare, 
di  una  data  sostanza  e di  lunghezza  noia,  il  quale  deve  sopportare  un 
peso  dato  da  applicarsi  al  centro  della  sita  base  inferiore.  Si  domanda 
con  guai  legge  devono  variare  i raggi  delle  sue  .sezioni  trasversali 
affinchè  il  solido  risulti  di  egual  resistenza. 

Si  prenda  if  punto  A (Jìg.  21)  per  origine  di  coordinale,  l'asse 
delle  X diretto  secondo  l'asse  AB  del  solido,  l'asse  delle  g nel  piano 
della  sezione  infima  EC,  c si  chiamino: 

l la  lunghezza  A B del  solido,  espressa  in  metri  ; 

1*  il  peso  applicato  al  centro  A della  sua  base  inferiore,  espresso 
in  chilogrammi; 

n il  peso  pure  in  chilogrammi  del  metro  cubo  di  sostanza  di  cui 
il  solido  deve  essere  formato  ; 

R il  raggio  B D della  sezione  superiore  del  solido  al  livello  della 
quale  è esso  mantenuto  fermo,  e 

r il  raggio  AG  della  sezione  o base  infima,  espressi  iti  metri; 
R'  la  resistenza  alla  rottura  per  trazione  della  sostanza  di  cui 
il  solido  è formalo,  espressa  in  chilogrammi  e riferita  al  metro 
quadrato  ; 


(c)  Nel  niimeru  che  segue  si  dà  un  i>rocedinienlo  di  ap|irossiin.izionc  |ier  deter- 
minare un  solido  dì  egual  resistenza  all’estensione  con  asse  rettilìneo  verticalmente 
disposta. 
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n il  coefficiente  di  slaliililà; . 

X la  distanza  All  di  una  sezione  qualun(|iie  Gl  del  solido  dal- 
IVslremo  A deH'asse,  e 
ij  il  raggio  Hi  di  delta  sezione; 

x'  la  distanza  Ao  di  un’altra  sezione  qualuii(|uc  ec  del  solido 
dallo  stesso  estremo  A dell'asse,  e 

ij'  il  raggio  ac  di  qiicsl’ultima  sezione,  in  metri. 

Si  incomincia  dal  trovare  il  raggio  r della  base  inferiore  EC, 
la  quale  ha  per  superficie  n r*  (essendo  n il  noto  rapporto  3,1415... 
dalla  circonferenza  al  diametro),  dicendo  che  la  forza  1*  applicata 
al  centro  A di  questa  base  deve  essere  inferiore  a quella  capace 
di  produrre  la  rottura  , per  modo  che  facendo  neH’equazione  di 
slahililii  che  venne  data  al  numero  111  'r  = P cd  si  ottiene 

requazioue 

l*  = »t'ir;rrS 

d'onde  si  ricava 


(t). 


Per  trovare  ora  come  devono  variare  i raggi  delle  diverse  se- 
zioni si  osserva  : che  la  l'esistenza  airestcusioue  che  si  sviluppa 
in  una  sezione  qualunque  Gl  è prodotta  dal  peso  P aumentato 
del  peso  della  parte  di  corpo  GICE;  che,  siccome  considerando 
le  due  sezioni  vicinissime  ec  ed  cc  il  peso  del  cilindro  retto  che 
esse  comprendono  è espresso  da 

rini/^dx', 


il  peso  della  parte  di  corpo  GIGA  è dato  da 


che  la  resistenza  all’estensione  sviluppanlesi  sulla  sezione  6 1 è 
per  conseguenza 


P -4-  n JT  j"  y'*  d z'  ; 

c finalmente  che , affinché  siavi  la  voluta  slaliililà  nella  sezione 
qualunque  Gl,  bisogna  soddisfare  alla  già  citala  equazione  di 
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sUibililà  del  numero  18,  lu  quale,  applicata  alla  circuslauza,  con- 
duce a 


P-hriìrJ  i/^  J z’— n’H’x 

niderenziando  ora  qucsfultima  equazione  si  trova 
n 1/  * d a;  z=  2 n'  II'  i/  di/, 
dalla  quale,  separando  le  variabili,  si  deduce 

ndr=:2rt'H' 

!/ 

ed  integrando 

n j — 2 /»'  R'  Im/  i/-hC  (2) . 

La  costante  C si  deterinina  in  modo  per  a:  = o si  abbia  y—r 
che  è determinato  per  l'equazione  1),  cnsiccbè  risidta 

C=— 2»i'R'/o^  r, 

il  qual  valore  di  C posto  nella  (2)  da 

n a;  =:  2 )i'  R'  loij  ~ , 

ossia  ancora,  passando  dai  logaritmi  agli  esponenziali  ed  avendo  e 
il  noto  valore  2,718281 della  base  dei  logaritmi  neperiani, 

ria: 

2n'R' 

ij=re  0); 

cosicché  i raggi  delle  diverse  sezioni  del  solido  devono  variare 
come  le  ordinate  della  curva  logaritmica  rappresentata  daH’equa- 
zione  (3). 

Per  trovare  il  raggio  R della  base  superiore  F U del  solido  bisogna 
porre  nell’equazione  (3)  x — l,  ed  allora  y diventerà  R,  per  guisa 
che  si  avrà 

ni 

2 n R' 

R rr  re 
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Succeile  geiieriilnieiile  in  |>nilicn  die 


Ul 

“2n'Il' 


c che  *|iiiiidi  anche 


n X 
n X 

sono  piccole  reazioni,  e allora  svolgendo  in  serie  e e 


e si  possono  calcolare  i valori  di  y e di  R con  forniolc  solo 
aiiprossiraate  c di  facile  maneggio. 

II.  Si  l'uol  cosirurrc  un  solido  di  dato  sosltinza  e con  asse  retti- 


lineo , che  sia  costituito  (siccome  in  elevazione  ed  in  proiezione 
orizzonlalc  dal  basso  in  allo  lo  dimostra  la  figura  22)  da  una 
fiarte  prismatica  .V'B'C'D',  della  quale  sono  date  la  lanjliezsa  in- 
feriore A'D'  e la  grossezza  costante  A A,  rinforzata  da  due  parli 
semi-cilindriche  EFG  ed  E,F,G,,  e che  sia  capace  di  sopportare  un 
peso  assegnalo  da  applicarsi  ul  centro  0 della  sua  base  inferiore. 
Si  domanda  di  trovare  il  raggio  delle  due  parti  semi-cilindriche  non 
ehc  la  curva  direttrice  delle  due  superficie  cilindriche  rappresentale 
sull'elevaziom:  in  B'A'  ed  in  C'D'. 

Siano  : 

2 a la  larghezza  AD  = A'D'  e 

s la  grossezza  A A,,  date  in  metri  ; 

r il  raggio  ossia  la  metà  del  diametro  GE=G'E'  delle  due 
parli  semi-cilindriche,  e 

2 A la  larghezza  BG:zrB'C'  del  solido  al  livello  della  sezione 
in  cui  trovasi  fermalo,  anche  in  metri  ; 

• .c  ed  y le  coordinale  O'IS'  e N'M'  di  nn  punto  qualunque 
M'  della  curva  B'A'  riferita  ai  due  assi  di  coordinate  0'  ij  ed  O'x; 
e le  lettere  /,  1*,  H,  R’,  n ed  n abbiano  i significati  che  loro  ven- 
nero rispettivamente  atlribuiti  nel  precedente  problema. 

Ragionando  precisamente  come  nel  problema  precedente,  osser- 
vando che  ogni  sezione  perpendicolare  all'asse  del  solido  si  com- 
pone di  un  intiero  circolo  di  raggio  r e di  un  rettangolo  di  lati 
2 1/  ed  j,  il  primo  dei  quali  per  la  sezione  più  bassa  e per  quella 
più  alta  diventa  rispettivamente  2 a e 2A,  e che  la  resistenza 
all'estensione  sviluppantesi  in  una  sezione  qualunque  Q'M'  è pro- 
dotta dal  peso  P,  dal  peso  di  un  intiero  cilindro  circolare  di  raggio 
r c di  altezza  x e dal  peso  della  parte  rappresentata  in  A'M'Q'D'  in 
elevazione  cd  in  M.M,Q,  QA  A,D,  D in  proiezione  orizzontale,  si 
trova:  che  il  valore  di  r è dato  da 


Digitized  by  Google 


— 58  — 


r — 


clic  l’equaziuiie  della  curva  DMA  è 


:3ìil 

-2  s a 


oppure 


nx 

e ebe  il  valore  di  A si  ha  daircquazioiic 


T »’ 


ni 

jTìf 


2 s 


>'el  caso  iu  cui  jjTjj/  ù una  frazione  piccola,  si  possono  svolgere 

n.T  ni 

n'U'  n' ir 

iu  serie  le  quanlità  e ed  e ed  avere  quindi  delle  espres- 
sioni di  ^ e di  A sulanicnle  approssimale  ma  di  facile  conteggio 
pratico. 

27.  Procedimento  elementare  per  determinare  in  modo  ap- 
proasimato  un  solido  omogeneo  di  egual  resistenza  all'esten- 
sione  con  asse  rettilineo  verticalmente  disposto.  — Conside- 
rando il  caso  semplice  di  un  solido  di  sezione  circolare  (fy.  21), 
e mantenendo  alle  lettere  /, l*,n,D,r,U'  ed  ii'  i significati  che  alle 
medesime  già  vennero  attriliiiiti  nella  risoluzione  del  proLlema  1 
del  numero  precedente,  dividasi  Tintiera  lunghezza  A D in  parli 
Aat', a'n", assai  piccole  ed  eguali  fra  di  loro;  e si  deter- 

mini il  raggio  A C:=r  della  base  inferiore,  la  quale  ha  per  super- 
ficie r*  (essendo  w il  noto  rapporto  5,1  il  5 della  circonferenza 

al  diametro) , dicendo  che  la  forza  1’  applicata  al  centro  A di 
questa  base  deve  essere  inferiore  a quella  capace  di  produrre  la 
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roUiir»,  per  modo  die  facemlo  T':=P  cd  H — ?r  r’  nell’equazione 
di  stabilità  clic  venne  data  al  numero  18  si  ha 

per  cipiaziono  detenninatrice  di  r,  d'onde  si  ricava 


Trovato  il  valore  di  A (;=>•,  si  calcoli  il  raggio  aB'—i'  in 
modo  che  la  resistenza  airestensionc  nella  sezione /i'y' sia  cajiace 
di  opporsi  in  modo  stabile  airazionc  del  peso  P e del  peso  della 
)iarle  di  corpo  ECyS'y'.  Perciò,  chiamando  P'  la  somma  del  peso  P 
e del  peso  II  w i » /»  della  parte  di  corpo  ECfl'y'  che  in  via  d'ap- 
prossimazione si  può  considerare  come  cilindrica,  c facendo  nella 
già  citata  equazione  di  stabilità  ed  fì.  =:jrr'*,  si  ottiene 


dalla  quale  otlicnsi 


F=H'R'jrr’, 


n «r  It 


Ottennio  così  il  raggio  a.' si  passi  alla  ricerca  del  raggio 
a"tì"  = r"  in  mollo  che  la  resistenza  aH'estensione  nella  seziono 
B"y"  sia  capare  di  opporsi  in  modo  stabile  alla  forza  estrinseca 

P ' data  dalla  somma  del  peso  P,  del  peso  (i  * -1-»  '’ -f- r c') 

o 


della  parte  di  corpo  ECiS'y'  considerata  siccome  un  tronco  di 
cono  retto  a basi  circolari  di  raggi  AC  = r ed  «'/T  — r'  c di  al- 
tezza \ a.' ~ h,  e del  peso  nni  ‘'‘k  della  parte  di  corpo  '/ li'  B”  y" 
risguardata  a|iprossimativamente  siccome  un  cilindro  retto  di  raggio 
atà'—r'  c di  altezza  a' » A ; c,  fatto  il  valore  di  P",  si  calcoli  la 
lunghezza  jc"  da  assegnarsi  al  raggio  a"  B"  col  porre 


r 


Sommando  il  peso  P col  peso  flji  (r*-(-r'^-|-ri')  della  parte 

o 

di  corpo  fjCB'y,  col  peso  fi  jt  ^ (r'*  + r"*-l-r'r")  della  parte  sue- 
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cessiva  considerala  siccome  un  tronco  di  cono  retto  a 

basi  circolari  di  raggi  a i8'=:  r' ed  r"  e di  altezza  a'«"=rA 

ed  ancora  col  peso  della  parte  di  corpo  y"B"B'”y'"  per 

approssimazione  supposta  cilindrica,  si  può  fare  un  peso  P"',  dedurre 
quindi  il  valore  di  dato  da 


\ n’n  ir’ 


e cosi  continuare  culle  stesso  metodo  a trovare  quanti  raggi  si 
vogliono  delle  diverse  sezioni  urizzonlali  del  solido  per  giungere 
sino  a trovare  il  raggio  = della  base  maggiore  FI)  il  quale 
lia  per  valore 


essendo  P'"'  il  peso  P,  più  la  somma  dei  pesi  di  tutte  le  parti  di 

corpo  VjCffy\  y' B’ B" y" ,y" B" B'" ■)"' considerate  siccome  allret- 

lanli  tronchi  di  coni,  e più  ancora  il  peso  della  parte  di  corpo 
y(»' g(«)  P p supposta  cilindrica  e di  raggio 

Evidentemente  il  metodo  d'approssimazione  che  si  è applicalo 
per  risolvere  il  prohlema  1 del  precedente  numero  si  può  anche 
applicare  a risolvere  il  problema  li  e quanti  altri  problemi  ana- 
loghi si  possono  proporre  sui  solidi  di  egual  resistenza  aH’e- 
slcnsionc. 


CAPITOLO  III. 

Resietlenzn  alla  compree<»ione  elei  so- 
lidi ad  asse  rettilineo,  essendo  le 
forze  estrinseche  dirette  secondo 
1 loro  assi. 


28.  Fondamentali  risultati  d'esperienza  sulla  resistenza  alla 
compressione  dei  solidi  prismatici  omogenei.  — Allorquando  un 
solido  |)iismatico  omogeneo,  lateralmente  libero,  viene  assoggettato 
all’azione  di  una  forza  estrinseca  applicala  in  modo  da  provocare 
in  ogni  punto  di  qualsiasi  sua  sezion  retta  un’uniforme  resistenza 
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— Gi- 
alla compressione. , si  verilìcano  degli  elTelli  diITcrentì  secondo  la 
costiliizionc  e la  lunghezza  del  corpo.  Sotto  l’azione  di  pesi  abba- 
stanza grandi  i i|uali  agiscono  su  pezzi  verticali  piuttosto  corti  si 
verificano  generalmente  i seguenti  fatti  : che  le  pietre  dure  e com- 
patte, prima  di  ridursi  in  polvere  per  schiacciamento,  si  dividono 
in  lame  verticali  ; che  i pri.snii  in  ghisa  si  fendono  sui  bordi  e 
tutto  al  lungo  della  superficie  laterale  ; che  le  fibre  longitudinali 
dei  legni  si  disuniscono  ; che  la  compressione  longitudinale  è ac- 
compagnala da  una  dilatazione  laterale  ; e che  la  divisione  dei 
pezzi  in  frammenti  deriva  da  spostamenti  laterali  di  alcune  loro 
parli  relativamente  ad  alcune  altre.  Se  poi  la  lunghezza  dei  prismi 
che.  si  sottopongono  aH’azionc  di  forze  comprimenti  è un  po’  con- 
siderevole per  rapporto  alle  dimensioni  delle  loro  sezioni  rette,  al 
principio  della  deformazione  manifestasi  ancora  compressione  ac- 
compagnata da  laterale  dilatazione  ; ma  generalmente  avvien  tosto 
che  l’asse  dei  solidi  non  si  conserva  più  relliliiico,  e succede 
riullcssione  la  quale  ben  soventi  più  della  compressione  longitudi- 
nale c della  dilatazione  laterale  è causa  della  disgiunzione  delle  parli. 

Eaton  Ilodgkinson  inslilui  delle  utili  esperfenze  sulla  resistenza 
del  ferro  e della  ghisa  alla  compressione,  dalle  quali  si  deduce 
analogamente  a quanto  si  è detto  per  restensioiic  ; che  sotto  l’a- 
zione di  forze  comprimenti  non  capaci  di  produrre  lo  snervamento 
nei  corpi  esperimcntati,  gli  accorciamenti  sono  direttamente  pro- 
porzionali alle  forze  comprimenti  ed  alle  lunghezze  primitive  dei 
prismi  compressi,  ed  inversamente  proporzionali  alle  superficie 
delle  loro  sezioni  rette;  che,  oltrepassando  le  forze  comprimenti 
quella  capace  di  produrre  lo  snervamento,  gli  accorciamenti  cre- 
scono secondo  una  legge  sempre  più  rapida. 

29.  Axione  molecolare  che  si  sviluppa  nella  sezion  retta  di 
un  solido  prismatico,  omogeneo  ed  elastico  sotto  l’arione  di  una 
forza  comprimente  diretta  secondo  il  suo  asse;  accorciamento 
proporzionale  e coefficiente  di  elasticità  longitudinale  relativo 
alla  compressione.  — Indicando  rispettivamente  con  L e con  fi, 
come  al  numero  12,  la  lunghezza  primitiva  c la  superfìcie  della 
sezion  retta  del  prisma  compresso,  e chiamando 

r l'accnrciamento  che  il  prisma  subisce  sotto  l’azione  della  fona 
comprimente  T", 

E " un  numero  costante  dipendente  dalla  materia  di  cui  il  prisma 
è formato, 

Q,  la  cercata  azione  molecolare  la  quale  è eguale  e direttamente 
contraria  alla  forza  comprimente  T ", 
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non  un  ragioiinmcnlu  in  lullo  analogo  a quello  (allo  al  già  citalo 
numero  1^2,  ed  in  seguilo  ai  risnilali  delle  esperienze  di  Ilodgkin- 
son  pel  caso  in  cui  non  si  ha  .snervainenlo  fmnn.  211),  si  può  sta- 
bilire reqiiaziunc  fondamentale 


e dedurre  ipiindi  le  soguenli  espressioni  ili  Q, 


Q,=T"= 


vrar 

"T“ 


(1). 


Il  quoziente  j-  deiraccorciametilo  telale  snhilo  dal  prisma  alla 

sua  lunghezza  primitiva  cosliliiisce  ciò  clic  chiainasi  (iccomiimpw/o 
jiroporzionaìe,  che  verrà  indicato  colla  letlcrn  A,,  e allora  Tequa- 
zione  (I)  può  essere  scritta 

0,=r  = E"n).,  (2). 


La  quantità  E",  che  è indicata  dairequazione  (2  siccome  il  quo- 
ziente della  forza  tendente  ^ riferita  airiinità  di  superficie  di  se- 

zion  retta  del  prisma  airaccorcianicnto  proporzionale  A,,  c ciò  che 
dicesi  cur/ficicntc  il'etaslicilit  lungiliidinalc  relativo  olla  coinprcssioiir 
per  la  materia  componente  il  prisma,  ed  aslratlamente  si  può  defi- 
nire la  forza  che  sarebbe  capace  di  produrre  in  un  prisma  non 
snervalo  di  sezione,  eguale  all'unilà  un  accorciamento  proporzionale 
pure  eguale  all'iinilà. 

Sul  modo  di  esprimere  le  quantità  L,  1",  fi,  T",  (J,  ed  E"  valgono 
le  osservazioni  già  state  fatte  relativamente  al  modo  di  esprimere 
L,  fi,  T',  Q,  ed  E'  parlando  deli'csicnsiune. 

Le  equazioni  (1)  e (2)  si  devono  ritenere  come  vere  sidamentc 
finché  si  verifica  la  proporzionalità  delle  forze  comprimenti  agli 
accorciamenti  che  esse  producotio  ; e non  bisogna  dedurre  la  con- 
seguenza che,  per  trovarsi  esse  conrermale  dalle  esperienze  di 
Hodgkinsun  sul  ferro  e sulla  ghisa,  si  possano  applicare  in  modo 
sicuro  a tutti  gli  altri  materiali. 

'di.  Determinazione  della  resistenza  allo  snervamento  per 
pressione  e deU'accorciamento  proporzionale  corrispondente. 
— Le  esperienze  sulla  resistenza  allo  snervainenlo  per  pressioiin 
vanno  insliluitc  sopra  cur|>i  prismatici  non  molto  alti  allìnché  non 
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•s'innellnnn  ; <1i  qucs(i  prismi  si  inisum'aniio  nmiralanienic  la 
siiperfìcit*  (Iella  sezion  reità  e In  lunghezza  prima  di  cimenlanic 
la  iTsislcnza:  cnll'iiso  di  apposite  leve  alle  a produrre  date  pres- 
sioni ogtior  crescenti  mediante  l’applicazione  di  pesi  noli , od 
anche  coll'iinpiego  di  convenienti  macchine  valevoli  a dare  delle 
pressioni,  che  gradatamente  vadano  aumentando,  mercè  l'azione 
idrostatica  di  una  colnmia  d'acqua  , si  comprimeranno  nniforme- 
menle  i detti  prismi  su  una  base,  essendo  immohilc  e hen  appog- 
giata l’altra,  fiuehè  si  osserva  che  gli  accorciamenti  cessano  di 
essere  proporzionali  alle  forze  prementi  ; riillima  pressione  pro- 
dotta per  cui  ancora  sensibilmente,  si  verificava  la  proporzionalità 
degli  accorciamenti  alle  forze  pi’emcnli  divisa  per  la  superfic'e 
della  sezion  retta  del  solido  rappresenta  la  resistenza  allo  sner- 
vamciilo  per  pressione  riferita  all'iinilà  di  superficie  ; e l’accorcia- 
menlo  verificatosi  nel  solido  sotto  l'azione  dcirullinia  della  pres- 
sione diviso  per  la  lunghezza  del  solido  stesso  è raccorciamcnlo 
proporzionale  corrispondente.  Dividendo  poi , come  risulta  dalla 
equazione  (2)  del  numero  precedente,  la  resistenza  allo  snerva- 
mento per  pressione  riferita  all’iinità  di  superficie  per  l’accorcia- 
mcnto  proporzionale  corrispondente  si  ha  il  modulo  d'elasticità  lon- 
gitudinale ndativo  alla  compressione. 

Nel  fare  queste  esperienze  sulla  compressione  convien  osservare, 
per  rapporto  alla  misura  degli  accorciairicnli , airimmobililà  dei 
ritegni,  al  modo  di  applicare  i pesi  che  fanno  accrescere  le  pres- 
sioni ed  alla  direzione  delia  forza  premente,  quanto  si  è detto  al 
numero  13  parlando  della  resistenza  allo  snervamento  per  tra- 
zione, relativamente  alla  misura  degli  allungamenti,  alla  fermezza 
dei  ritegni,  al  modo  di  far  agire  i pesi  tendenti  ed  alla  risultante 
delle  forze  destinale  a produrre  rcslciisione.  Se  poi  i pezzi  che 
si  csperimenlano  sono  un  po'  lunghi , bisogna  contenerli  contro 
robuste  guide , anìncliè  non  succeda  ìnilcssionc,  avendo  cura  di 
ben  ungerle  per  diminuire  rallrilo  e di  batterle  di  tanto  in  tanto 
onde  diminuire  l’aderenza. 

Le  esperienze  di  Hodgkinsnn  sid  ferro  c sulla  ghisa  hanno  por- 
tato alle  seguenti  conclusioni  : 

1"  Che  la  resistenza  allo  snervamento  per  pressione  è nel 
ferro  di  buona  qualità  di  l 'i  a 16  rbilogrammi  per  millimetro 
quadralo,  che  il  cocllìcicnte  d'elasticità  longitudinale  relativo 
alla  compressione  è un  im'  minore  di  quello  relativo  aH'estcnsioue, 
e che  quello  è dai  17/20  ai  4 3 di  questo; 

2*  Che  la  resistenza  allo  snervamento  per  pressione  varia 
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nella  ghisa  da  1*2  a 4 5 cliilngrnmmi  per  millimetro  quadrato,  e 
che  il  coefficiente  d'elaslicità  longitudinale  relativo  alla  compres- 
sione è solo  di  pochi  centesimi  inreriore  a quello  relativo  alla 
compressione  ; 

3*  Che  , tanto  sul  ferro  qiianto  sulla  ghisa , anche  piccole 
pressioni  danno  luogo  ad  un  accnrcianienlo  permanente,  ma  elio 
questo  non  è che  una  piccola  frazione  deiraccorciamento  totale  ; 

4’  Che,  fino  al  punto  in  cui  non  ha  luogo  snervamento,  per 
eguali  pressioni  su  pezzi  in  ferro  ed  in  ghisa  di  identiche  dimen- 
sioni, quelli  si  accorciano  assai  meno  di  questi,  la  qual  cosa  si 
vede  anche  facilmente  ricavando  cnH'ciiuazione  (21  del  numero  2!) 
i valori  degli  accorciamenti  |iroporzionali  dietro  i dati  valori  delle 
resistenze  allo  snervamento  e dei  coefficienti  di  elasticità  longitu- 
dinale relativi  alla  eonipressione. 

Si  può  quasi  dire  che  il  ferro  c la  ghisa  sono  i soli  materiali 
da  costruzione  per  cui  si  conoscono  le  resistenze  allo  snervamento 
per  pressione  ed  i relativi  coefficienti  di  elasticità  longitudinale, 
giacchi  le  poche  es[terienzc  che  finora  vennero  instituite  su  altri 
materiali  non  hanno  ancora  portato  a eonelndenli  risultati. 

31.  Condisione  ed  equazione  di  stabilità,  dedotte  dalla  resi- 
stenza alio  snervamento,  per  un  solido  prismatico  omogeneo, 
elastico  e che  non  può  inflettersi  sotto  l'azione  di  una  forza 
premente  diretta  secondo  il  suo  asse.  — Essendo 

T"  la  forza  premente  il  prisma  e diretta  secondo  il  suo  asse, 
Q"  la  resistenza  allo  snervamento  per  pressione  riferita  airunità 
di  superficie  della  sezion  retta  del  prisma  stesso, 

E"  il  coefficiente  di  elasticità  longitudinale  relativo  alla  com- 
pressione , 

n la  superficie  della  sezion  retta  del  prisma  com|iresso, 
m"  un  coefficiente  di  stahilità  il  cui  valore  siiolsi  generalmente 
assumere  non  maggiore  di  4/2,  principalmente  quando  trattasi  di 
corpi  metallici, 

X"  raccorciamento  proporzionale  corris|inndente  allo  snervamento 
per  pressione, 

c ragionando  precisamente  come  si  è fatto  al  numero  4 4 [larlando 
dell’estensione,  si  deduce  che  la  condizione  di  stahilità  è 

r<o”n, 

c quindi  Tequazione  di  stahilità  risulta 

T"“  w"n"n, 
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0 ancora,  per  essere  Q"  = E"X", 

T"=m"E"nx". 

32.  Dato  fondamentale  d'esperienza  sulla  resistenza  dei  so- 
lidi prismatici  ed  omogenei  alla  rottura  per  pressione.  — Que- 
sto dato  fondamentale  è precisamente  come  quello  che  si  è citato 
al  numero  15  parlando  della  trazione,  cd  il  suo  enunciato  è il 
seguente  ; nei  corpi  prismatici  le  resistenze  alla  rottura  per  pres- 
sione, le  quali  resistenze  sono  eguali  alle  forze  estrinseche  dirette 
secondo  gli  assi  dei  prismi,  le  quali  stanno  per  immediatamente 
produrre  la  rottura  , sono  proporzionali  alle  superfìcie  delle  loro 
sezioni  rette. 

33.  Resistenza  dei  solidi  prismatici  ed  omogenei  alla  rot- 
tura por  pressione.  — Siano  : 

n la  superfìcie  della  sezion  retta  del  prisma  pel  quale  vuoisi  tro- 
vare la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  ; 

R,  la  resistenza  che  il  prisma  oppone  ad  essere  rotto  per  pres- 
sione, la  qual  resistenza  è da  ritenersi  siccome  equivalente  ad  una 
forza  eguale  e direttamente  contraria  alla  forza  permanente  T" 
sotto  la  quale  la  rottura  sta  per  manifestarsi  ; 

R"  un  coeflìcienle  costante  dipendente  dalla  materia  di  cui  il 
prisma  è formato  ; 

in  virtù  del  fondamentale  risultato  d'esperienza  di  cui  venne  fatta 
citazione  nel  precedente  numero,  si  ha  l'equazione 

R,=T"=:R"A. 


Il  numero  R",  che  taluni  chiamano  coefficienlc  di  rollura  per 
pressione,  siccome  lo  indica  rultima  equazione,  non  è altro  che  il 

quoziente  ossia  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  riferita 


all'unità  di  superfìcie.  Facendo  poi  in  delta  equazione  Xl  = l,  si 
deduce  che  R"  si  può  definire  quella  forza  premente  la  quale  è ca- 
pace di  produrre  la  rollura  per  pressione,  oppure  di  cimentare  la 
resistenza  alla  rottura  per  pressione,  in  un  prisma  di  sezione  eguale 
all'uiiilà  e formato  della  stessa  materia  di  quello  per  cui  si  cerca 
la  resistenza  alla  rottura. 

34.  Determinazione  della  resistenza  alla  rottura  per  pres- 
sione nei  corpi  prismatici  ed  omogenei.  — Sottoponendo  il  corpo 
di  cui  vuoisi  conoscere  la  resistenza  alla  rollura  per  pressione  al- 
l'azione di  una  polente  macchina  la  quale  con  intensità  ognor  cre- 
scente sia  capace  di  produrre  su  una  delle  sue  basi  delle  prcs- 
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sioni  note  dirette  secondo  il  suo  asse  senza  che  il  corpo  s’infletta, 
ossia  operando  in  modo  analogo  a quello  hrevemeiile  indicato  al 
numero  50  parlando  della  resistenza  allo  snervamento  per  pres- 
sione, finché  si  trova  la  più  piccola  delle  pressioni  che  è capace  di 
produrre  la  rottura,  e dividendo  questa  per  la  superficie  primitiva 
della  sezion  retta  del  prisma  esperimenlato,  si  ottiene  nel  quoziente 
la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  riferita  all'iinilà  di  super- 
ficie. — Molte  esperienze  vennero  fatte  per  determinare  questa 
resistenza,  ed  immediatamente  se  ne  riferiscono  i principali  risultali 
pei  legnami,  pel  ferro,  per  la  ghisa,  ])cr  le  pietre  c per  le  multe. 

Dalle  esperienze  di  Rondclet,  di  Hodgkinson,  di  Rennie,  di  Gau- 
they  e di  Trcdgold  si  deducono  le  seguenti  conseguenze  sulla  re- 
sistenza dei  legnami  alla  rottura  per  pressione  : 

1*  Che,  quasi  analogamente  a quanto  si  è detto  sulla  resi- 
stenza dei  legnami  alla  rottura  per  trazione,  anche  la  loro  resi- 
stenza alla  rottura  per  pressione  varia  coll'esscnzar  colla  densità, 
colla  provenienza,  colla  località  in  cui  sono  cresciuti,  coll’elà  c 
persino  coH’appartenere  a questa  o a quell'altra  parte  di  un  mede- 
simo albero  ; 

2*  Che  i legni  secchi  presentano  maggior  resistenza  alla  rot- 
tura per  trazione  di  quelli  meno  secchi  ; 

5'  Che  pei  legnami  allo  stato  ordinario  di  essiccamento,  i 
quali  possono  essere  inijiiegati  nelle  costruzioni,  varia  la  delta  re- 
sistenza da  1,5  a 6,5  chilogrammi  per  ogni  millimetro  quadrato 
allorquando  sono  essi  compressi  nel  senso  delle  fibre,  eil  allor- 
quando la  loro  altezza  non  eccede  otto  o dieci  volte  il  loro  spes- 
sore ; 

4*  Che  la  quercia  ed  il  larice  rosso  allo  stato  di  essiccamento 
ordinario  presentano  presso  a poco  la  medesima  resisiciiza  allo 
schiacciarnenlo,  ossia  alla  rottura  per  pressione,  ma  che  la  resi- 
stenza di  questo  non  sembra  aumentare  coiressiccamenlo,  mentre, 
per  contro,  quella  della  quercia  diventa  più  considerevole,  ciò  clic 
nelle  costruzioni  permanenti  ed  in  sili  asciutti  rende  preferibile  la 
quercia  al  larice  ; 

5"  Che  la  resistenza  allo  schiacciamento  è generalmente  mag- 
giore quando  si  comprimono  i pezzi  di  legno  nel  senso  delle  libre 
anziché  in  senso  ad  esse  normale. 

Per  quanto  concerne  alla  resistenza  del  ferro  c della  ghisa  alla 
rottura  per  pressione,  si  possono  stabilire  i seguenti  dati  generali 
dedotti  principalmente  da  esperienze  di  Rondclet  e di  Hodgkinson  : 

1°  Che  i pezzi  prismatici  in  ferro  compressi  nel  senso  del  loro 
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asse,  non  trattenuti  da  apposite  guide  e non  riiirorzati  da  conve- 
nienti membri  ili  consolidamento  possono  iiiQcttcrsi  allorquando  la 
loro  altezza  supera  il  triplo  della  loro  grossezza  ; 

2*  Che  la  resistenza  alla  rottura  è mediamente  nei  pezzi  in 
ferro  i quali  non  possono  inflettersi  di  25  chilogrammi  per  ugni 
millimetro  quadrato  della  loro  sezion  retta  ; 

5°  Che  i pezzi  prismatici  di  ghisa  compressi  nel  senso  del 
loro  asse  presentano  presso  a poco  la  medesima  resistenza  allo 
schiacciamento  per  unità  di  superficie  fìnchò  la  loro  altezza  è com- 
presa fra  una  volta  e quattro  o cinque  volte  la  loro  grossezza,  ma 
che  al  dt  là  di  questa  proporzione  la  resistenza  diminuisce  cre- 
scendo l’altezza  ; 

4°  Che  la  resistenza  della  ghisa  alla  rottura  per  pressione 
varia  da  6.5  a 94,5  chilogrammi  per  ogni  millimetro  quadrato  di 
sezion  retta  nei  prismi  cor.  altezza  non  eccedente  il  quadruplo  o 
tutto  al  più  il  quintuplo  della  loro  grossezza,  c che  la  resistenza 
della  ghisa  alla  rottura  per  pressione  è circa  da  5 a 7 volle  la  sua 
resistenza  alla  rottura  per  trazione. 

Per  quanto  concerne  alla  resistenza  delle  pietre  e delle  mura- 
ture alla  rottura  per  pressione,  ecco  quali  sono  i generali  risultati 
che  si  deducono  da  esperienze  di  Rondclet,  di  Vicat  e di  alcuni 
altri  sperimentatori  : 

1“  Che  le  qualità  fisiche  delle  |)ielrc,  come  sono  la  durezza,  la 
densità,  il  colore,  non  possono  servire  di  sicuro  indizio  per  giudi- 
care della  resistenza  rispettiva  ; 

2°  Che  in  una  medesima  cava  le  pietre  costituenti  il  cappellac- 
cio, ossia  le  pietre  provenienti  dagli  strati  superiori,  sono  meno 
dense  c meno  resit^enli  di  quelle  che  si  tolgono  dal  mezzo  ; 

5°  Che,  per  una  stessa  qualità  di  pietre,  presentano  maggior 
resistenza  quelle  che  hanno  forma  cubica,  ma  che  le  variazioni  di 
resistenza  sono  piccole  finche  l’altezza  è minore  di  12  volte  la 
grossezza  ; 

4’  Che,  le  pietre  in  generale  si  accorciano  pochissimo  sotto 
l’azione  di  forze  prementi  ; 

5*  Che  i sostegni  in  pietra  composti  di  più  pezzi  sono  meno 
resistenti  de’  sostegni  di  eguali  dimensioni  ed  in  un  sol  pezzo  ; 

6'  Che  le  resistenze  delle  pietre,  dei  laterizi  e delle  malte 
alla  rottura  per  pressione  variano  fra  limiti  assai  lontani,  come 
chiaramente  apparirà  dalla  tavola  posta  alla  fine  di  questo  numero; 

7°  Che  l’azione  di  comprimere  le  terre  nella  fabbricazione  dei 
laterizi  notevolmente  aumenta  la  loro  resistenza  ; 
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8*  Che  c pure  favorevole  alla  resistenza  l'azione  di  battere  i 
cementi  ; 

* 9*  Che  le  opere  murali  non  presentano  la  massima  resistenza 

alla  rottura  per  pressione  appena  costrutte,  ma  sibbene  dopo  uii 
tempo  anche  considerevole,  ossia  quando  le  malte  hanno  ben  fatto 
presa  e che  hanno  acquistata  quella  coesione  che  si  può  conside- 
rare come  finale  (num.  17); 

10'  Che  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  è general- 
mente nelle  pietre  e nei  cementi  assai  maggiore  della  loro  resi- 
stenza alla  rottura  per  trazione. 

Neirìntcnto  di  completare  quanto  in  modo  generale  si  è detto 
sulla  resistenza  alla  compressione,  si  aggiunge  un  quadro  numerico, 
nel  quale  pei  principali  materiali  impiegati  nelle  costruzioni  tro- 
valisi  registrali  i pesi  medii  in  chilogrammi  del  loro  decimetro 
cubo,  e le  resistenze  alla  rottura  pure  in  chilogrammi  riferite  al 
millimetro  quadrato  della  sezioii  retta  dei  corpi  prismatici,  sui  quali 
vennero  instiluite  le  esperienze  ; i dati  di  questo  quadro  non  ^i 
devono  ritenere  come  assoluti,  ma  solamente  come  numeri  medii, 
a cui  il  costruttore  può  affidarsi  tiittavolta  che  non  è il  caso  di 
istituire  delle  esperienze  dirette  sui  materiali  che  deve  impiegare. 


INDICAZIONE  DEI  CORPI 

Peso 

del 

decimetro  rubo 

Rr.SHTf  sr.k 
alla  rottura 
per  jprrs.*iione 
nirrita  ai 
miltiioetro  quadr* 

I.ECHaHI 

Fg 

i'.g 

Abete  bianco 

0,50 

1 ..'.0 

Abete  giallo 

<».R7 

2.2.-> 

Bemm 

0.70 

2.50 

Cedro  

O.fiO 

Faggio 

O.H'i 

5.4-. 

Frassino 

0.75 

6.10 

tjrice  ro&so 

0.70 

4.50  1 

Olmo  . 

0,73 

2.00 

Ontano.. 

O.fiO 

4.00  ' 

Pino  siivealre 

0.58 

1.00  1 

Pioppo.  . 

0.40 

1.70 

Pomo  selvatico 

0.75 

4.56 

Prugno  

2..V7 

Pruno  

5.79 

Quercia  allo  sialo  d'essiccamento  ordinario  . . 

0.85 

4.25  1 

Quercia  assai  secca 

6.50  ' 

Mbtau.1 

Ferro 

7,77 

^5,00 

Ghisa  grigia 

7.20 

70.00 

Ghisa  bianca 

7.50 

94,00  1 

( 

Digilized  by  Google 


69  — 


l^'OICAZIONE  DEI  CORPf 

PFSO 

dri 

decimetro  cubo 

RrsiHTicSM 
sita  rottura 
per  pre»hìone 
rtirriu  al 
milttmetro  quadr” 

riClUE  NATTRALl 

Cg  Cg 

Cg  Cg 

Calcari  teneri 

1,40  a 2,20 

0,60  a 1,30 

Calcari  mezzani 

2,20  2,60 

1,30  3,»0 

Calcari  duri 

2,60  2,90 

3.00  5,00 

Marmo  dì  Caiidoglia  sul  Lago  maggiore  . . . 

2,70 

3,00 

Marmo  bianco  di  Carrara 

2,71 

3,20 

Marmo  nero  di  Varenna  sul  Lago  di  Como  . . 

2,72 

3.40 

Marmo  di  Genova 

2.70 

3,60 

Marmo  turchino  di  Genova 

2,71 

6.00 

Marmo  bianco  venato  presso  Carrara  .... 

2,72 

6,50 

Pieire  silicee  tenere 

1,40  a 2.20 

0,04  a 0,9.1 

Pietre  silicee  mexaane 

2.20  2.60 

0,90  4.20 

Pieire  silicee  dure 

2.60  2,90 

4,20  8.00 

Granilo  bigio  di  Montorf:mo  sul  Lago  maggiore. 

e di  Alzo  sul  Lago  d'Orla 

2.66 

6,80 

Granilo  rosso  di  Baveno.  

..  2.6» 

6.90 

Granilo  delta  Riva  di  Gbiaveiina  sul  Lago  di  Como 

2.62 

7.90 

Granito  della  Balnia  presso  Biella 

2,75 

8,00 

Puddinga,  o ceppo  di  Brambale  suH’Adda  . . . 

2,22 

1.U0 

Pietra  arenaria  di  Viganò 

2,21 

1.40 

Pietra  da  Viggib 

2,23 

1,50 

Ceppo  gentile,  o puddinga  a grana  fina  nel  Mila- 

nese 

2,30 

2,50 

Beola  sul  Lago  maggiore 

2,61 

5.l« 

Pietra  argillosa  di  Firenze 

2,!:6 

4,20 

Pietre  vnlcaniche  tenere 

0,60  a 2,20 

0,34  a 2,30 

Pietre  vulcaniche  mezzane 

2,20  2.60 

2,30  5.90 

Pietre  vulcaniche  dure 

2,60  2,95 

5,90  20,00 

Pietra  pomice 

0,60 

0.34 

Tufo  di  Roma 

1.22 

0,57 

Lava  tenera  di  Napoli 

1,72 

1.60 

Lava  grigia  di  Roma  {pepfrino) 

1.97 

2.2H 

Lava  di  Napoli  {piperno) 

2,61 

5.92 

2,95 

20,00 

Màttosi 

Mattoni  crudi 

0,33 

Mattoni  poco  cotti  {albati) 

2.09 

0,40 

Mattoni  cotti  a giusto  grado  {meztaaelH)  . . . 

2.17 

0,60 

Mattoni  il  cui  grado  di  coltura  oltrepassa  di  un 

poco  il  giusto  grado  {forti) 

2,10 

0,70 

Mattoni  troppo  cotti  (ferrioli) 

1,56 

1,50 

HaITE  e CEEEETt 

Malta  comune  di  calce  grassa  e sabbia  che  da 

poco  ha  fatto  presa 

1,70 

0,19 

Malta  di  calce  mediamente  idraulica  e sabbia  che 

da  poco  ba  fallo  presa 

• 

0,74 

Malta  di  calce  eminentemente  idraulica  e sabbia 

1 che  da  poco  ba  fhilo  presa 

* 

1.44 
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INOICAZIONF  DEI  CORPI 

Peso 

del 

decimetro  cobo 

RrsiSTEMà 
alia  roitara 
per  cresbione 
riferita  al 
mìiiinieiro  <}uadr* 

Malte  e Ceeesti 

Malia  in  parli  eguali  di  crmenio  di  Vassy  e sali* 

Cg 

bia  dopo  1 5 giorni  d’indurimento 

l.fiS 

1..16 

Malta  di  calce  grassa  e sabbia  dopo  IS  mesi  d'in- 

durimenio 

1.63 

0.30 

La  stessa  malta,  ma  battuta 

I.Htt 

<1,4  i 

Malia  di  calce  grassa  e coccio  dopo  18  mesi  d’in- 

durinionio 

t.4C 

0,47 

La  stessa  malta,  ma  battuta.  

1.66 

0,65 

1 Malta  di  calce  grassa  e di  pozzolana  di  Roma  o 

di  Napoli,  dopo  IH  mesi  d'indurimento  . . . 

1.46 

0.37 

Gesso  impastato  con  acqua 

1.57 

0,50 

Gesso  impastato  con  latte  di  calce 

0.72 

Gesso  impastato  duro 

1.40 

0,90 

Calcestruzzo  fallo  con  buona  malia  idraulica  dopo 

! 

j|  IR  mesi  d'indurjmenio 

2.20 

0,48  j 

L'ispellorc  del  Genio  civile  in^'egnere  Carlo  Noe,  direttore  gene- 
rale tecnico  dei  lavori  del  Canale  Cavour,  per  mezzo  degli  ingegneri 
Giovanni  Pastore  e Cesare  Thovez  applicati  airUfficio  di  direzione 
di  delti  lavori,  fece  institnire  apposite  esperienze  sulla  resistenza 
alla  rottura  per  pressione  dei  mattoni  di  diversa  provenienza  che 
vennero  poi  impiegati  neireseguire  la  grandiosa  impresa,  ed  i risul- 
tati di  queste  esperienze  Irovansi  mediamente  riassunti  nella  se- 
guente tavola,  in  cui  le  resistenze,  come  al  solito,  trovansi  riferite 
al  millimetro  quadrato. 


PROVENIENZA  DEI  MATTONI 

QIJAUTA'  DEI  MATTONI 

|i| 

Fornaci  della  cascina  Arirza  presso  Chi* 
vasso 

Mattoni  mezzaneili .... 

Mattoni  forti 

Mattoni  niezzaneih  per  Tòlti . 
Mattoni  forti  per  vólti.  . . 

Cg 

0,76 

1,00 

0.76 

M4 

Fornaci  di  Castclrosso  nel  (errilorio  di 
Cbivasso 

Halloni  per  vólti  .... 

i,ó2 

Digitized  by  Google 


— 7i 


1 FROVEME.NZA  DEI  MATTONI 

J 

QL-AI.ITA*  DEI  MATTONI 

4 («  1 

M ^ C 

«S'f  i 
EES 

1 

«-S.  1 

fornaci  della  Terrazza 

Maiioni  memnelii .... 

Mattoni  funi 

Mattoni  quasi  ferrioli  . . . 
Mattoni  niezzanelli  pervdIU. 
Mattoni  forti  per  vólti.  . . 

CK 

0,!t« 

t,IS 

1.41 

t.4ò 

2, no 

Fornaci  di  San  Uiacunui 

Mattoni  per  vólti  .... 

1.44 

Fornaci  di  Lamporo 

Mattoni  per  vólti  .... 

4.54 

Fornaci  di  San  Giovanni  in  lerrilorio  di 
Tronzano 

Mattoni  inezzanelli .... 

Mattoni  forti 

Mattoni  ferrioli 

0..'t0 

0. 65 

1. :>3 

Fornaci  deila  cascina  del  Cavaiio  in  ter- 
ritorio di  Tronzano 

Mattoni  luezzanelli  .... 

Mattoni  forti 

Mattoni  ferrioli 

0.4S 

0.(52 

1,50 

Fornaci  di  Vetligné  io  territorio  di  San- 
tbit 

Mattoni  niezzanelli .... 
Mattoni  foni 

0.K9 

4.12 

Fornaci  della  Mirabella  in  lerritorio  di 
Casanova  

Mattoni  mezzaiielli  .... 

Mattoni  furti 

Mattoni  ferrioli 

4.14 

4,59 

4,91 

Fornaci  di  Villirboit 

Mattoni  foni 

0.99 

Fornaci  della  cascina  Ccroiia  in  terri> 
torio  di  Biandrale 

Mattoni  niezzanelli .... 
Mattoni  forti 

0,79 

0,90 

Fornaci  di  Camiano  io  territorio  di  No- 
vara   

Mattoni  inezzanelli .... 
Mattoni  forti 

0.71 

4,07 

Fornaci  del  Terdoppio  in  territorio  di 
Novara  

Mattoni  mezzanelli .... 
Mattoni  forti 

O.SG 

0,SO 

1 

35.  Resistenza  alla  rottura  per  pressione  nei  corpi  prisma- 
tioi  ed  omogenei  allorquando,  a motivo  della  loro  altezza,  sono 
soggetti  ad  inflettersi.  — Parlando  della  flessione  si  tratterà  l'ar- 
gomento della  resistenza  dei  prismi  che,  per  la  considerevole  loro 
altezza,  sono  soggetti  ad  inflettersi  prima  di  rompersi  sotto  razione 
di  una  data  forza  premente  diretta  secondo  i loro  assi.  Intanto , 
paghi  di  risolvere  il  problema  con  suflìcienle  approssimazione  pei 
casi  ordinarii  della  pratica,  si  daranno  dei  coefBcienti  di  riduzione 
confermati  utili  dairesperieuza , pei  quali  bisognerà  dividere  le 


Digilized  by  Google 


— 75  — 

resistenze  corrispondenti  all’ipotesi  della  rottura  non  preceduta  da 
flessione,  delle  quali  resistenze  per  pa;'ecchi  materiali  si  riporta- 
rono i valori  nel  precedente  numero,  onde  avere  le  resistenze  con- 
venienti ai  diversi  casi  in  cui  può  esservi  flessione  prima  della 
rottura. 

L’idea  dei  coeflìcienti  di  riduzione  è dovuta  al  Rondelet,  e nella 
tavola  che  segue  sono  riportati  quelli  che  da  molti  pratici  vengono 
adottati  pei  sostegni  in  legno,  in  ferro  ed  in  ghisa. 


LEGNAMI 

F'ERRO 

GUISA  1 

Bjpporto 
dclralifzu 
«lU  grossi-zza 

Co«aicirnte 

di 

rtduzioDe 

Rtppoito 
ddl  alteiu 
alla  grostvfua 

Coefllncote 

di 

riduzione 

Rapporto 
dell  altezza 
a Ha  groMCZU 

Coeflieienie 

di 

ridntioBe 

10 

1 

3 

1 

5 

1 

15 

1.2 

12 

1.2 

12 

1.2 

20 

1.5 

24 

2 

24 

2 

25 

1.9 

36 

3 

36 

3 

30 

2.4 

48 

G 

48 

6 

35 

60 

12 

50 

12 

to 

4 

45 

5 

■4  < f 

50 

6,8 

SO 

12 



L’uso  della  precedente  tavola  è dèlia  massima  semplicità.  Trat- 
tandosi, per  esempio,  di  trovare  la  resistenza  alia  rottura  per  pres- 
sione di  una  spranga  prismatica  in  ferro  a sezione  retta  rettan- 
golare coll'altezza  eguale  a 50  volte  il  lato  minore  della  sua  base, 
si  va  a cercare  nella  tavola  numerica  del  numero  34  la  resistenza 
del  ferro  allo  schiacciamento  e si  trova  55  chilogrammi  per  milli- 
metro quadrato;  nella  tavola  dei  coeflìcienti  di  riduzione  pel  ferro 
c pel  rapporto  dell’altezza  alla  grossezza  eguale  a 36  si  cerca  il 
cocflìcicnte  <li  riduzione  corrispondente  che  è 3;  si  dividala  resi- 
stenza espressa  da  53  chilogrammi  pel  coeflìciente  3 e si  trova 
che  chilogrammi  8,35  esprimono  approssimativamente  la  resistenza 
alla  rottura  per  pressione  della  spranga  proposta. 

Quando  il  rapporto  dell’altezza  alla  grossezza  del  prisma  di  cui 
vuoisi  valutare  la  resistenza  non  è uno  di  quelli  contenuti  nella  tavola, 
si  può  trovare  il  coeflìciente  di  riduzione,  che  va  abbastanza  bene  pel 
rapporto  proposto,  col  metodo  delle  parti  proporzionali.  Cosi,  trat- 
tandosi di  un  prisma  in  ferro  per  cui  l’altezza  è 19  volte  la  gros- 
sezza, si  osserva  che  il  rapporto  19  sta  fra  i rapporti  della  tavola 
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12  e 24.  che  19  supera  12  di  7 unità,  che  12  e 24  dilTerisrono 
di  12  unità  e che  i coerTicienti  di  riduzione  1,2  e 2 corrispondenti 
ai  rapporti  della  tavola  12  e 24  presentano  la  dilTerenza  0,0;  c si 
deduce  la  quantità  a; , di  cui  si  deve  aumentare  il  coeiriciente  1,2 
corrispondente  al  rapporto  12  per  avere  il  coefGciente  che  corri- 
sponde al  rapporto  20,  col  porre 


TI 

per  modo  che  il  coefficiente  di  riduzione  domandato  sarà 
1,2-1-0,47=3  1,67. 


Per  quanto  concerne  ai  sostegni  in  pietra  si  ritengono  le  resi- 
stenze date  nella  tavola  del  precedente  numero  finché  l'altezza  non 
è maggiore  di  12  volte  la  grossezza. 

36.  Forinole  empiriche  di  Hodgkinson  per  trovare  la  resi- 
stenza alla  rottura  per  pressione  nei  sostegni  prismatici  in  legno 
ed  in  ghisa.  — Eaton  Hodgkinson  ha  dato  delle  formole  empiriche 
per  calcolare  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  delle  colonne 
in  legno  a sezione  quadrata  ed  a sezione  rettangolare , partendo 
dail’ipotesi  che  detta  resistenza  sia  proporzionale  alla  quarta  po- 
tenza del  lato  della  sezione  quadrala  ed  inversamente  proporzio- 
nale al  quadralo  dell'altezza  nelle  colonne  a hase  quadrata,  e che 
invece  nelle  colonne  a sezione  rettangolare  sia  proporzionale  al 
prodotto  del  lato  maggiore  pel  cubo  del  lato  minore  della  sezione 
rettangolare  ed  inversamente  proporzionale  al  quadrato  dell'altezza. 
Chiamando  pertanto 

a il  lato  della  sezion  retta  di  una  colonna  a base  quadrata  ; 
b il  lato  maggiore  della  sezion  retta  di  una  colonna  a base  ret- 
tangolare, 
c il  lato  minore, 

A l'altezza  della  colonna, 

R,  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione, 
a un  coefficiente  numerico  variabile  colla  qualità  del  legname 
costituente  la  colonna, 
ha  posto  le  formole: 
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per  le  colonne  a sezione  quadrata. 


R,  = « 


bc^ 

hy 


per  le  colonne  a sezione  rettangolare. 

Instituendo  poi  delle  esperienze  sopra  colonne  di  dimensioni 
note  venne  a dedurre  a in  seguito  alla  conoscenza  di  a,  6,c,  AedR,. 

Supponendo  i lati  a,  b e c espressi  in  centimetri,  l'altezza  A in 
dtciiuetri  e la  resistenza  R,  in  chilogrammi , si  può  ritenere  che 
i valori  di  oc  pei  legnami  che  più  di  frequente  si  impiegano  nelle 
costruzioni  per  fare  delle  colonue  siano  i seguenti: 

Per  là  quercia  forte a = 2565 

Per  la  quercia  debole a=  1800 

Pel  larice  rosso  e pel  pino  resinoso  « = 2142 
Per  l’abete  bianco  e pel  pino  giallo  « = 1600. 

Le  esperienze  che  Hodgkinson  ha  instituito  sulla  resistenza  alla 
rottura  per  pressione  dei  sostegni  in  ghisa  sono  multo  più  nume- 
rose di  quelle  che  lo  stesso  esperinientatore  fece  sui  sostegni  in 
legno  ed  ha  da  esse  desunte  delle  formole  empiriche,  le  quali  con 
sufficiente  esattezza  rappresentano  l’assieme  dei  risultati  ottenuli 
pei  sostegni  a sezioni  circolari,  piene  e vuole,  in  cui  l'altezza  è 
compresa  fra  25  e 120  volle  il  diametro.  Queste  formole,  ridotte 
per  servire  alla  sostituzione  di  misure  metriche  e chiamando 
d il  diametro  di  una  colonna  piena  espresso  in  centimetri, 
d'  e d"  i diametri  esterno  ed  interno  di  una  colonna  vuota  pure 
espressi  in  centimetri, 

h l'altezza  della  colonna  data  in  decimetri, 

Rf  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  espressa  in  chilo- 
grammi ed 

A un  coefficiente  numerico, 
sono  : per  le  colonne  piene 

n,  — , , 


per  le  colonne  vuote 


R,= 


(P.e  _ d"3.6 
Aù • 


Hodgkinson  ha  adottato  un  coefficiente  numerico  diverso  nei  due 
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casi  delle  colonne  piene  e delle  colonne  vuote;  la  diflerenza  perù 
è assai  debole  c,  ad  imitazione  di  quanto  già  fece  il  Murin  neU'nno 
c nell'altro  caso,  si  può  assumere  il  coefGciente  a 10676. 

Trovato  il  valore  di  B,  si  trova  quello  di  R",  ossia  la  resistenza 
alla  rottura  per  pre.ssioue  riferita  all’unità  di  superGcìe,  facendo  il 

p 

quoziente  ^ , essendo  £l  la  superficie  della  sezion  retta  del  so- 
stegno. 

57.  Forinole  empiriche  di  Love  per  trovare  la  resistenza  alle 
rottura  per  pressione  nei  sostegni  cilindrici  in  ferro  ed  in  ghisa. 
— L’ingegnere  Love,  in  una  sua  memoria  sulla  resistenza  del  ferro 
e della  ghisa , ha  proposto  delle  formole  di  facile  maneggio  nel 
calcolo  della  resistenza  alla  rottura  per  pressione  pei  sostegni  ci- 
lindrici a sezione  piena  in  ferro  ed  in  ghisa,  e le  quali  con  suffi- 
ciente esattezza  per  la  pratica  rappresentano  i risultali  delle  espe- 
rienze di  Uodgkinson,  allorquando  vengono  applicate  per  sostegni 
in  ghisa  di  buona  qualità,  ossia  a grana  fina,  poco  carburata  ed 
omogena  nella  frattura.  Chiamando 

d il  diametro  del  sostegno  espresso  in  centimetri, 
h la  sua  altezza  anche  in  centimetri,  ed 
R,  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  espressa  in  chilo- 
grammi, 

le  formole  di  Love  si  riducono  : pel  ferro  a 


. _ 2500  d* 

‘ “ i ,973  rf*  4-  0,00064  h' 

per  la  ghisa  a 

_ 7500  d* 

’ ~ 1 ,846  cP  -h  0,0043  h* 


(I); 


(2). 


Conosciuto  il  valore  di  R,  si  deduce  quello  di  R",  ossia  la  resi- 
stenza alla  rottura  per  pressione  riferita  all’unilà  di  superficie,  pro- 
cedendo come  si  è indicalo  nel  precedente  numero. 

38.  Influenza  del  numero  dei  pezzi  sulla  resistenza  dei  prismi 
in  pietra  alla  rottura  per  pressione.  — Rondelet,  avendo  sovrap- 
posti tre  cubi  di  5 centimetri  di  lato , ha  trovato  che  la  resistenza 
era  ridotta  ai  2/3  circa  di  quella  che  presentava  ciascuno  dei  cubi; 
ma  Vicat  attribuisce  la  maggior  parte  della  diminuzione  di  resi- 
stenza osservala  da  Roudoiet  all'iiiOuenza  deH’imperfelto  pareggia- 
mento delle  superficie  di  giunto  ed  aUa  mancanza  di  malta,  la  quale 
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avrebbe  tli  mollo  fallo  sparire  l’incnnveiiicnle  rimarcato  dal  celebre 
costrultore,  ed  in  appoggio  della  sua  opinione  cita  diverse  esperienze 
falle  su  prismi  di  gesso,  pei  quali  lia  trovalo  che,  essendo  rappre- 
sentala dall'iinilà  la  resistenza  di  un  prisma  monolite  di  altezza  h, 
quelle  dei  prismi  composti  di  più  pezzi  sovrapposti  secondo  facce 
piane  normali  agli  assi  dei  prismi  medesimi  erano  : 

0,950  per  due  pezzi  con  un’altezza  totale  h; 

0,861  per  quattro  pezzi  con  un’altezza  totale  2A; 

0,834  per  otto  pezzi  con  un’altezza  totale  Ah. 

In  seguito  di  questi  risultati  ha  dedotto  Vicat  che  la  suddivisione 
di  un  sostegno  in  istrati,  ciascuno  dei  quali  sia  monolite,  non  debba 
sensibilmente  diminuire  la  sua  resistenza  alla  rottura  per  pressione 
quando  le  superGcie  d’appoggio  siano  ben  apparecchiate  e quando 
siavi  interposizione  di  malta  per  correggere  i piccoli  difetti  di  taglio; 
ma  contemporaneamente  ha  fatto  osservare  non  essere  cosi  la  cosa 
quando,  essendo  verticale  la  forza  premente,  i diversi  pezzi  presen- 
tano delle  superOcie  di  giunto  verticali  invece  di  presentare  delle  su- 
perGcie di  giunto  orizzontali. 

39.  Resistenza  dei  corpi  cilindrici  impiegati  come  rulli  alla 
rottura  per  pressione.  — Poche  ed  incerte  esperienze  vennero 
Gnora  instituite  sulle  resistenze  dei  corpi  cilindrici  impiegati  come 
rulli  e premuti  fra  due  piani  orizzontali.  Vicat  in  seguito  ad  alcune 
sue  ricerche  ha  dedotto  che  queste  resistenze  sono  proporzionali 
ai  prodotti  degli  assi  dei  cilindri  pei  diametri,  d’onde  deriva:  che 
nei  cilindri  simili  stanno  esse  resistenze  come  i quadrali  dei  dia- 
metri; che  nei  cilindri  aventi  assi  eguali  stanno  come  i diametri; 
e che  nei  cilindri  dello  stesso  diametro  stanno  come  gli  assi. 

Indicando  poi  con  R,  la  resistenza  allo  schiacciamento  per  uii 
cubo  compresso  normalmente  e nel  mezzo  di  una  sua  faccia,  pare 
che  sia  espressa  da  0,316  R,  la  resistenza  del  cilindro  della  stessa 
sostanza  inscritto  a questo  cubo  ed  impiegalo  come  rullo. 

40.  Condizione  ed  equazione  di  stabilità , dedotte  dalla  re- 
aiatenza  alla  rottura,  per  un  solido  prismatico  ed  omogeneo  sot- 
toposto all'azione  di  una  forza  premente  diretta  secondo  il  suo 
asse.  — Chiamando 

T"  la  forza  premente  il  prisma  e diretta  secondo  il  suo  asse, 

R"  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  riferita  aU’unità  di 
superGcie  della  sezion  retta  del  prisma  stesso, 

A la  superGcie  di  detta  sezion  retta,  e 
n"  un  coefficiente  di  stabilità. 
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sici-nme  per  la  stabilità  la  forza  T"  non  deve  produrre  la  rottura, 
ossia  non  deve  vincere  la  resistenza  R"  A,  si  avrà 

r<R"n 


per  condizione  di  stabilità,  e 

T"  = n"R"n' 

per  eijuazione  di  stabilità. 

Il  viilore  del  coefficiente  di  stabilità  n"  suolai  generalmente  as- 
sumere: 4/tO  pei  legnami , per  le  pietre  e per  le  murature  fatie 
con  grossi  ]>czzi  e con  pezzi  di  forma  regolare;  1/G,  e qualche 
volta  anche  1/4,  pei  metalli;  1/15,  ed  anche  1/20,  per  le  murature 
formate  con  pezzi  irregolari  e con  pezzi  piccoli. 

Evidentemente  la  quantità  che  ai  numeri  30  e 37  si  è indicata 
cou  Rj  rappresenta  la  resistenza  di  un  prisma  alla  rottura  per  pres- 
sione riferita  all’iutiera  superficie  della  sezion  retta,  e quindi  si  ha 
la  relazione 

Ra  = R"n. 

41.  Uso  delle  equazioni  di  stabilità  relative  alla  compres- 
sione. — Le  equazioni  di  stabilità  che  vennero  dedotte  ai  numeri 
31  e 40  parlando  della  resistenza  alla  compressione,  analogamente 
a quelle  che  vennero  date  ai  numeri  14  e 18  trattando  l'argo- 
mento della  resistenza  all'estensione,  si  prestano  principalmente 
alla  risoluzione  dei  due  seguenti  problemi  pratici; 

1'  Trovare  a qual  forza  premente  T"  si  può  assoggettare  un 
corpo  prismatico  ed  omogeneo  del  quale  si  conosce  la  superfìcie  il 
delta  sezion  retta; 

2"  Trovare  la  superficie  il  della  sezion  retta  da  assegnarsi  ad 
tm  coipo  prismatico  omogeneo  che  deve  andar  sottoposto  ad  una  data 
forza  premente  T". 

Le  equazioni  di  stabilità  che  vennero  date  al  numero  31  servi- 
rebbero rispettivamente  pei  casi  in  cui  si  conoscessero  la  resistenza 
allo  snervamento  per  pressione  ed  il  coelfìciente  d’elasticità  E"  uni- 
tamente aU'allungamento  proporzionale  X",  mentre  quella  data  nel 
precedente  numero  conviene  pel  caso  in  cui  si  conosce  la  resistenza 
alla  rottura  per  pressione. 

42.  Applicazione  delle  equazioni  di  etobilità  relative  alla 
compressione  al  caso  dei  corpi  non  prismatici , ma  ad  asse 
rettilineo.  — Vale  in  questo  caso  un'osservazione  in  tutto  analoga 
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a quella  che  venne  fatta  al  numero  20  parlando  dell'estensione  ; 
e nell'applicare  la  prima  delle  equazioni  di  stabilità  che  ven- 
nero date  al  numero  al  oppure  quella  che  si  è stabilita  al  iin- 
raero  40,  si  porrà  per  il  la  superficie  della  sezione  pericolosa,  la 
quale  superficie  è ; quella  della  più  piccola  sezioii  normale  aU'asse 
del  solido  compresso  quando  è questo'  omogeneo  ; quella  per  rap- 
porto alla  quale  ha  valor  massimo  neirestensione  del  corpo  il  coefli- 
ciente  di  stabilità,  ossia  il  quoziente  della  forza  premente  per  la 
resistenza  allo  snervamento  o alla  rottura  per  pressione  ad  essa 
corrispondente  (num.  31  e 40)  quando  queste  resistenze  variano 
da  una  sezione  all'altra. 

Hodgkinson  poi  dalle  esperienze  che  ha  inslituito  sopra  colonne 
, in  ghisa  venne  a conchindere  : che  nelle  colonne  a dimensioni  eguali 
la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  è pressoché  tre  volte  mag- 
giore quando  le  estremità  sono  piatte  e perpendicolari  all'asse  che 
allorquando  sono  arrotondate;  che  il  rigonfiamento,  ovvero  ran- 
roento  di  diametro  delle  colonne  verso  il  mezzo  della  loro  lun- 
ghezza le  rende  un  po'|)in  resistenti  di  quello  che  sarebbero  qua- 
lora avessero  sezione  costante  ed  eguale  a quella  che  elTcllivanicnte 
' hanno  dove  questo  rigonfiamento  non  esiste;  e che  questo  accre- 

scimento di  resistenza  giunge  da  1/7  ad  1/8. 

43.  Applicazione  delle  equazioni  di  stabilità  relative  alla  com- 
pressione al  caso  dei  corpi  ad  asse  rettilineo  verticalmente  di- 
sposto, tenendo  anche  conto  dei  loro  pesi.  — Salvo  il  caso  che  il 
solido  proposto  sia  di  egual  resistenza  alla  pressione  (la  qual  cir- 
costanza per  ora  si  esclude),  se  oltre  dcH'aziuiic  della  forza  pre- 
mente vuoisi  anche  tener  conto  del  peso  del  corpo  stesso,  evidente- 
mente la  resistenza  alla  pressione  riferita  airnnità  di  superficie  varia 
/ da  una  sezione  all'altra;  e,  per  convenientemente  applicare  al  caso 

di  corpi  omogenei  o In  prima  delle  equazioni  di  stahilità  clic  ven- 
nero date  al  numero  31  oppure  quella  che  si  è data  al  numero 
40,  bisogna  mettere  in  esse  quel  valore  particolare  di  il  che  cor- 
risponde a quella  sezione  in  cui  la  resistenza  provocala  dalle  forze 
estrinseche  riferita  all'unità  di  superficie  ha  il  più  gran  valore  pos- 
sibile nell'estensione  del  corpo.  In  quanto  poi  alla  resistenza  rife- 
rita aH'unità  di  superficie  in  una  sezione  qualunque  è essa  equi- 
valente al  quoziente  della  forza  premente  aumentata  dal  peso  della 
parte  di  corpo  che  sta  fra  la  sua  base  superiore  c la  sezione  che 
si  considera  perla  superficie  di  questa  sezione.  — Se  poi  il  solido 
è tale  da  cangiare  passando  da  una  sezione  all'altra  le  resistenze 
allo  snervamento  cd  alla  rottura,  il  sito  in  cui  vi  è maggior  peri- 
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colo  iti  snervamento  e di  rottura , ossia  la  sesioiie  j>ericolo>a , si 
determina  cercando  quella  per  rapporto  alla  quale  è massimo  il 
valore  del  coefBciente  di  stabilità,  ossia  il  quoziente  della  forza 
premente  per.  la  resistenza  allo  snervamento  od  alla  rottura  per 
pressione  che  ad  essa  corrisponde. 

44.  Applicaaione  della  teoria  aulla  reeiatenza  alla  compres- 
sione nella  risoliiaione  di  alcuni  semplici  problemi. 

I.  Trovare  qual  è il  carico  che  $i  può  far  sopportare  ad  una 
colonna  piena  in  ghisa  del  diametro  di  metri  0,10  e dell'altezza  di 
6 metri  affinché,  agendo  il  peso  nel  senso  dell'asse  della  colonna, 
abbia  essa  la  necessaria  stabilità. 

Mediante  la  forniola  di  Love,  conveniente  al  caso  delle  colonne 
in  ghisa  (num.  57),  si  calcola  la  resistenza  R,  alla  rottura  per 
pressione  ponendo  in  essa  d — 10  ed  A = 600,  e daH'applicaziunc 
di  questa  formola  risulta 


R,= 


7500  (10)* 

1 ,846  (1 0)*-f- 0,0043  (600) 


, = 43287'*. 


Ricon'endo  ora  all’equazione  di  stabilità  del  numero  40,  assu- 

1 

sumendo  n"  = g e non  dimenticando  che  R,  = R''X1,  si  trova 

che  il  peso  T"  del,  quale  si  può  caricare  con  sicurezza  la  co- 
lonna è 

r = g 43287  = 7214'*, 


cosicché  si  può  con  sicurezza  comprimere  la  colonna  proposta  con 
una  forza  di  7214  chilogrammi  diretta  nel  senso  deU’as.se  della 
colonna  stessa. 

11.  Trovare  fino  a qual  altezza  si  può  elevare  un  pilastro  di  gra- 
nito rosso  di  Bareno  avente  per  sezion  retta  un  quadrato  di  2 metri 
di  lato,  affinché  presenti  la  necessaria  stabilità  sotto  l'azione  del  pro- 
prio peso  e di  un  peso  di  40000  chilogrammi  applicato  al  centro 
della  sua  base  superiore. 

Si  chiami  a;  la  domandata  altezza,  e nella  tavola  che  venne  data 
al  numero  54  si  cerchi  il  peso  del  decimetro  cubo  di  granito  rosso 
di  Raveno  che  trovasi  di  chilogrammi  2,60,  non  che  la  sua  resi- 
stenza alla  rottura  per  pressione  che  è di  chilogrammi  6,90  per 
millimetro  quadrato.  Si  osservi  ora  che  per  elTelto  delle  forze 
prementi  deve  il  pilastro  sviluppare  sulla  sua  base  inferiore  la 
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maggior  resistenza  compatibile  colla  stabilità  riferita  aH'uiiilà  di 
superUcie,  e che  per  conseguenza  il  valore  della  quantità  T"  che 
trovasi  nell'equazione  di  stabilità  del  numero  40  vale  40000  chi- 
logrammi più  il  peso  deU'intiero  pilastro,  il  qual  pesg,  espresso  in 
chilogrammi,  è dato  da 

2,60  X 20.20  a;  = 1040  a-, 
dove  X esprime  decimetri. 

Assumendo  ora  1/10  |>er  coefiìcieiite  di  stabilità,  e prendendo 
per  unità  di  superfìcie  della  base  del  pilastro  il  decimetro  qua- 
drato, si  avrà  che  le  quantità  il  ed  II"  da  porsi  nella  citata  equa- 
zione di  stabilità  devono  essere  rispettivamente  400  decimetri 
quadrati  e 69000  chilogrammi , per  modo  che  questa  equazione 
diventerà 


40000 -1-1040  a:; 


: ^ 69000  X -400 


d'onde  si  ricava 


> a:  = 261 5'", 38, 

ossia  il  pilastro  può  essere  elevato  tino  all'altezza  di  decimetri 
2615,38,  ossia  all’altezza  di  metri  261,538,  se  pur  non  vi  è peri- 
colo alcuno  d'inflessione  o di  rovesciamento. 

III.  Trovare  quanti  rulli  in  ghisa  del  diametro  di  metri  0,10  r 
della  lunghezza  di  metri  0,30  si  devono  porre  fra  due  piastre  oriz- 
zontali ben  resistenti,  affinchè  siavi  la  necessaria  stabilità  essendo  fissa 
la  piastra  inferiore  e caricala  nel  mezzo  dal  peso  di  300000  chilo- 
grammi la  piastra  superiore. 

Incomincio  dal  considerare  un  cubo  di  ghisa  di  cui  una  faccia 
sia  circoscritta  alla  sezion  retta  di  .un  rullo,  il  qual  cubo  avrà 
evidentemente  per  spigolo  metri  0,10;  cerco  per  questo  cubo  la 
resistenza  R,  alla  rottura  per  pressione  quando  venga  premuto 
normalmente  ad  una  faccia  e nel  scuso  dell'asse;  deduco  la  re- 
sistenza di  un  rullo  equilatero  lungo  come  il  cubo,  ossia  lungo 
metri  0,10,  la  qual  resistenza,  per  quanto  si  è detto  al  numero  39, 
può  essere  fìssala  di  0,316  R,;  trovo  dopo  la  resistenza  di  un 
rullo  intiero  lungo  metri  0,3  die  , per  essere  le  resistenze  dei 
cilindri  dello  stesso  diametro  proporzionali  agli  assi,  sarà  data 
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da  0,316R,=  0,948  n,;  e flnalmeiile,  chiamando  a;  il  cercalo 
numero  di  rulli,  pongo  l'equazione 

300000  = g 0,948  R,  a;, 

la  quale  esprime  che  la  forza  premente  di  500000  chilogrammi 
è,  per  la  slahililù,  1/6  della  resistenza  0,948 R, a;  che  presentano 
tutti  i rulli  alla  rottura  per  pressione.  Osservando  ora  che,  nel 
caso  in  qiiislione  , R,  è la  resistenza  alla  rottura  per  pressione 
eorrispoiidenle  ad  un  ruho  di  spigolo  metri  0,1  e rammentando 
che  per  la  ghisa  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  (numero 
54)  può  essere  fissata  di  70  chilogrammi  per  millimetro  quadrato, 
si  avrà  R,  = 700000'^*,  giacche  la  base  del  cubo  ha  1 decimetro 
quadrato  di  superficie,  e l’eqnazione  di  stabilità,  diventerà 

3 = 1,106  a: 

d'onde 


_ 3 
1,106’ 

ossia  saranno  necessarii  tre  rulli,  giacché  il  quoziente  che  dà  il  va- 
lore di  X è compreso  fra  2 e 5. 

45.  Determinasione  delle  dimeaeìoni  della  eezion  retta  delle 
coloone  vuote.  — Innanzi  tutto  bisogna  osservare  che  lo  spes- 
sore il  quale  si  può  assegnare  alle  colonne  vuote  in  ghisa  ammette 
un  limite  inferiore  determinato  dalla  pratica  dcH'artc  del  fonditore 
ed  indipendente  dalle  condizioni  di  resistenza.  Questo  limite  dipende 
in  parte  dalla  natura  delle  ghise  che  sono  più  o meno  fluide,  ma 
principalmente  dalla  lunghezza  dei  pezzi  che  voglionsi  ottenere, 
ed  il  Morin  dice  potersi  fissare  come  segue  il  detto  limite: 

12  millimetri  per  le  colonne  alte  da  2 a 5 metri; 
15»  » »5a4» 

20  » • »4a0» 

25  • » > 6 a 8 » 

Stabiliti  cosi  gli  spessori  minimi  che  si  devono  dare  alle  co- 
lonne vuote  in  ghisa,  ecco  come  si  può  procedere  nel  determinare 
il  diametro  interno  d"  della  sezion  retta  di  una  di  esse  quando 
L’Aiti  oi  rAniiCAic.  Heti$Uiiia  dei  materiali,  ecc.  — 6. 
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si  conoscono  la  forza  comprimcnle  T",  l’altezza  h,  non  che  il  dia- 
melro  esterno  d',  il  quale  è generalmente  determinato  dalle  pro- 
porzioni che  il  gusto  stesso  suggerisce.  CoH'applicazionc  della 
forinola  (2)  di  Love  (num.  37),  si  calcoli  la  resistenza  R',  alla  rot- 
tura per  pressione  di  una  colonna  piena  dell’altezza  e del  diametro 
della  proposta,  e si  faccia  il  prodotto  n"  R',  di  essa  resistenza  pel 

i 

coefllcicntc  di  stahilità  n"—  ^ onde  avere  quella  resistenza  che  si 

può  provocare  nella  colonna  senza  compromettere  la  stabilità.  Egli 
è evidente  che  , chiamando  R",  la  resistenza  che  senza  porre  a 
repentaglio  la  stabilità  si  potrebbe  cimentare  in  una  colonna  piena 
della  medesima  altézza  h e di  diametro  d",  si  dovrà  avere 

R",  = n"R',  — T'; 

e conoscendosi  cosi  R",  dicasi  che  deve  eguagliare  la  resistenza 
alla  rottura  per  pressione,  espressa  dal  secondo  membro  della  già 
citata  equazione  di  Love,  moltiplicata  pel  coefliciente  di  stabilità 
1/G  ed  allora  si  avrà  la  seguente  equazione  determinatrice  di  d" 

„ mod"^ 

" ' — 1 ,846  -4-0,0043/1*  ’ 

dalla  quale  si  deduce 

i ,840  R",  0,0043  A*  R", 

“ 1250  ® 1250 

quindi 


tT 

Una  volta  trovato  il  valore  di  d"  si  verifica  se  la  differenza 
d' — d"  fra  il  diametro  esterno  ed  il  diametro  interno  è maggiore, 
eguale  o minore  dei  doppio  dello  spessore  limite  conveniente  al- 
l’altezza della  colonna  proposta;  nei  primi  due  casi  si  ritiene  per 
buono  il  diametro  interno  trovato;  nel  terzo  caso  o si  tiene  per 
diametro  interno  la  differenza  fra  il  diametro  esterno  ed  il  doppio 
spessore  rinunciando  alla  condizione  della  maggior  economia  pos- 
sibile di  metallo  impiegato,  oppure  si  assume  più  piccolo  il  dia- 
metro esterno  c si  ricomincia  il  calcolo  della  determinazione  di 
quello  interno. 


._|/l,846  . V 

1/  250Ò’  “ ‘ I i250o'  ' * ) 


0,0043/1*  R" 
1250 
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Il  problema  si  può  anche  risolvere  impiegando  l'iillima  delie 
formole  di  Hodgkinson  che  vennero  date  al  numero  36,  dicendo 
che  il  secondo  membro  di  della  formola , il  quale  rappresenta  il 
prodotto  R"  Q deU’equazione  di  stabilità  del  nnmero  40,  moUipli- 

i 

calo  per  il  coeflìciente  di  stabilità  n'  = g-  deve  eguagliare  la  forza 
premente  T". 

46.  Determìnucione  della  grossezza  da  assegnarsi  alle  pareti 
dei  cilindri  che  tendono  a rompersi  per  schiacciamento  a motivo 
di  una  pressione  uniforme  che  su  essi  si  esercita.  — Questa  cir- 
costanza ha  lungo  allorquando  avviene  di  dover  considerare  un 
tubo  0 un  vaso  cilindrico  che  trovasi  sotto  l'azione  di  due  date 
pressioni  costanti,  interna  l'una  ed  esterna  l'altra,  essendo  questa 
maggiore  di  quella. 

Ritenendo  le  denominazioni  che  già  vennero  stabilite  pella  riso- 
luzione del  problema  I del  numero  23  per  quanto  concerne  al 
diametro  interno  ed  allo  spessore  della  parete  del  vaso,  alle  prc.s- 
sioni  interna  ed  esterna , ed  alla  pressione  effettiva  che  sarà  in 
questo  caso  la  differenza  p" — p'  fra  la  pressione  esterna  ed  in- 
terna; chiamando  R"  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  della 
sostanza  di  cui  il  recipiente  è formalo , ed  n"  il  coefficiente  di 
stabilità  ; e ragionando  in  modo  tutto  analogo  a quello  tenuto  nel 
già  citato  problema,  si  troverà  che  la  formola  dcterminalrice  di  s 
non  ò altro  che  l'equazione  (3)  del  numero  23  quando  in  essa  si 
cangino  i segni  ap'  ed  ap",  e che  si  ponga  n"R"  invece  di  n'R',  per 
modo  che  si  avrà 

2»"ir— />"’ 

ossia  rammentando  che  p" — p'  —p, 

_1  pD 
^ “ 2 n"R"— p"  ’ 

la  quale,  nel  caso  in  cui  le  pressioni  p e p"  siano  date  in  al-  . 
mosfere,  per  le  denominazioni  già  stabilite  al  numero  23 'si  tras- 
forma in 


vAD 

*“2n"R"— v"A' 

In  quanto  alle  caldaie  o tubi  a vapore  premuti  dal  di  fuori 
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al  di  dentro , rordiiianza  del  Governo  francese  in  data  del  22 
maggio  1843  vuole  che  loro  si  assegni  uno  spessore  più  grande 
di  quello  dato  dall'equazione  (10)  del  numero  23,  la  quale  viene 
adottala  quando  la  pressione  si  esercita  daH'interno  all’esterno  e 
che  si  muniscano  di  armature;  un'istruzione  ministeriale  poi  del 
17  dicembre  1848  esige  che  lo  spessore  della  lamina  sia  una  volta 
e mezzo  quello  dato  dalla  citata  formolo  10 , e raccomanda  di 
usare  per  armature  degli  anelli  in  ferro  concentrici  al  tubo  da 
rinforzarsi.  Per  giustiCcare  queste  precauzioni,  dice  il  Bresse,  che 
un  cilindro  circolare,  il  quale  esteriormente  sopporta  una  pressione 
uniforme,  è per  così  dire  in  uno  stato  d'equilibrio  instabile;  per- 
chè se,  per  una  causa  accidentale,  il  protìlo  venisse  a schiacciarsi 
un  tantino  in  modo  da  prendere  la  forma  sensibilmente  elittica , 
lo  schiacciamento  aumenterebbe  per  effetto  della  pressione,  mentre 
diminuirebbe  per  effetto  di  nn'interna  pressione  dominante. 

47.  Solidi  omogenei  di  egaal  resistenza  alla  compressione  con 
asse  rettilineo  sertioalmente  disposto.  — Un  solido  qualunque 
ad  asse  rettilineo  è di  egual  resistenza  alla  compressione,  quando 
presenta  tali  sezioni  normali  nll'a.sse  da  essere  costante  la  pre.s- 
sione  riferita  all'unilà  di  superficie  che  su  ciascuna  sezione  si 
sviluppa  per  effetto  di  una  forza  comprimente  diretta  secondo  l’asse 
e per  effetto  del  peso  proprio.  Procedendo  come  si  è fatto  al  nu- 
mero 26  con  un  metodo  rigoroso,  ed  al  numero  27  con  un  me- 
todo d’approssimazione , parlando  dei  solidi  omogenei  di  egual 
resistenza  all'estensione,  si  può  trovare  con  qual  legge  deve  va- 
riare la  superfìcie  della  sezione  normale  all'asse  di  un  solido  di 
data  materia , affinchè  esso  sia  di  egual  resistenza  alla  compres- 
sione, e basti  il  seguente  problema  per  far  apprendere  con  qual 
norma  si  deve  procedere  in  ogni  caso  particolare. 

Si  vuol  coslrurre  uh  jiiedetlallo  di  nota  altezza,  con  sezione  oriz- 
zontale quadrata,  vuoto  internamente  in  modo  da  presentare  un  vano 
prismatico  dalla  sommità  al  piede,  di  larghezza  data  alla  sommità, 
e che,  sotto  l’azione  di  una  forza  cognita  applicata  secondo  l’asse 
del  solido  nel  mezzo  di  una  piastra  che  superiormente  lo  copre,  sia 
‘di  egual  resistenza  alla  compressione.  Si  domanda  che  lunghezza 
deve  avere  il  lato  del  quadrato  formante  la  sezione  orizzontale  del 
vano  interno  e con  qual  legge  deve  variare  il  lato  esterno  della  se- 
zione orizzontale  dell’intiero  pilastro. 

Il  pilastro  di  cui  voglionsi  trovare  le  dimensioni  sia  quello  rap- 
presentato in  proiezione  orizzontale  in  ABCDEFGII  ed  in  proie- 
zione verticale  in  A'B'K'L'  (Jig.  23),  e si  chiamino: 
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a la  larghezza  IK:=FR'  che  siiperiorinenlc  deve  avere  il  pi- 
lastro, ed 

A l allezza  0'0'„  espresse  in  metri  ; 

P il  peso  premente  diretto  secondo  l’asse  O'O',,  compreso  anche 
il  peso  della  piastra  sulla  quale  questo  peso  direttamente  agisce,  in 
chilogrammi; 

n il  peso  in  chilogrammi  del  metro  cubo  di  sostanza  di  cui  il 
pilastro  è formato; 

u il  lato  EF=E'P'  della  sezione  orizzontale  fatta  nella  parte 
vuota  del  pilastro,  ed  

U la  larghezza  AB=A'B'  che  il  pilastro  deve  avere  alla  sua 
base  inferiore,  in  metri; 

R"  la  resistenza  alla  rottura  per  pressione  della  sostanza  di  cui 
il  pilastro  è formato,  espressa  in  chilogrammi  e riferita  al  metro 
quadrato; 

n"  il  coefficiente  di  stabilità; 

X la  distanta  0',  0',  di  una  sezione  orizzontale  qualunque  del 
solido  dall’estremità  superiore  0',  dell’asse,  ed  - 

y la  larghezza  L'M'  di  questa  sezione  qualunque  posta  a distanza  x 
da  0'„  espresse  in  metri. 

Ciò  premesso,  si  ragioni  in  modo  tutto  analogo  a quello  tenuto 
al  numero  2ti  per  la  risoluzione  del  problema  I {<t),  e si  osservi 
che  la  superfìcie  di  una  sezione  qualunque  fatta  nel  pilastro  per- 
pendicolarmente all’asse  è la  differenza  di  due  quadrali,  di  lato  y 
il  maggiore  e di  lato  u il  minore;  e che  la  resistenza  alla  pres- 
sione che  si  sviluppa  in  una  sezione  qualunque  L'M'  è dovuta  al 
peso  P ed  al  peso  della  parte  di  corpo  L'M'K'I'  che  trovasi  sopra 
questa  sezione. 

Il  valore  di  u,  per  essere  a"  — u’  la  superficie  resistente  in  som- 
mità del  pilastro,  sarà  dato  da 

P=n"R"(a‘— u«) 

d’onde 


Per  trovare  la  legge  secondo  cui  deve  variare  y si  considerino 

(d)  La  soluzione  elementare,  ma  approssimala,  dell'enunciato  quesito  è brevemente 
accennala  nei  seguente  numero  tl. 
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due  sezioni  orizzontali  vicinissime  m'n'  ed  determinanti  un 

volume  elementare  m'nn,m\,  c siano  x'  la  distanza  0\o'  ed  y la 
lunghezza  m'n.  Evidentemente  la  resistenza  alla  compressione  sulla 
sezione  L'M'  sarà 


e,  essendo  la  superficie  di  della  sezione  L'M',  per  la  stabi- 

lità deve  esistere  l’equazione 


P -4-  nj'  (i/'*  — »’)  d x'  = n"  R"  (y*  — u"), 

la  quale,  differenziala  e poi  integrata  come  al  nnmero  26  deter- 
minando la  costante  in  modo  che  x=o  si  abbia  y=(i,  dà 


Ux=n"K' log  t — li!, 

a*  — u’ 

ossia  ancora  passando  dui  logaritmi  agli  esponenziali 

n X 

— «’‘)e 

dove  c ha  il  nolo  valore  2,710281 

In  quanto  al  valore  di  U = B A si  trova  facendo  neU’ultinia 
equazione  x — h giacché  allora  y diventa  U,  e si  ha 

n h 

ì%"  * 

U ’ = u’  -4-  (a*  — h’)  c 

Anche  qui  vale  l’osservazione  che  venne  fatta  al  numero  26 
sulla  possibilità  di  avere  delle  espressioni  approssimale  di  y e di  U 

Ux  Tlh 

n"R"  n"R"’ 
svolgendo  in  serie  e ed  e 

Vii  Indicazione  del  procedimento  elementare  che  ai  può  ae- 
guire  per  determinare  in  modo  approaaimato  un  aolido  omo- 
geneo di  egual  resistenza  alla  compressione  con  asse  rettilineo 
verticalmente  disposto.  — Ragionando  sul  problema  che  venne 
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enuncialo  c rigorusamcntc  risolalo  nel  prccedenlc  numero  e rite- 
nendo tulle  le  denominazioni  che  nello  stesso  numero  vennero 
stabilite,  si  incomincia  col  trovare  il  lato  E F=E'F'— n(/ì(/.23) 
della  sezione  orizzontale  fatta  nella  parte  vuota  del  pilastro,  di- 
cendo che  la  superfìcie  resistente  alla  sua  sommità  deve  essere 
o’  — che  è P il  peso  che  su  essa  gravita,  e che  quindi  deve 
essere  verifìcala  l'equazione  di  stabilità 

P=n"R"(rt»— u‘), 

dalla  quale  ricavasi 


Si  immagini  ora  divisa  rinlicra  altezza  0',0'  in  parti  assai  pic- 
cole ed  eguali,  e,  con  un  processo  in  tutto  analogo  a quello  che 
venne  tenuto  al  numero  27  per  determinare  in  modo  approssimato 
un  solido  di  egual  resistenza  all'estensione,  si  calcolino  quali  lati 
dovranno  avere  le  sezioni  quadrate  prodotte  nel  solido  a trovarsi 
da  piani  orizzontali  passanti  per  tutti  i punti  di  divisione  dell'al- 
tezza 0^,0',  alTInchè  esso  sia  di  egual  resisleuza,  ossia  affinchè  la 
resistenza  che  il  corpo  oppone  in  ogni  sua  sezione  moltiplicata 
per  il  coeffìciente  di  stabilità  n"  sia  equivalente  alla  somma  del 
peso  P e di  un  peso  che  con  molta  approssimazione  si  avvicina 
a quello  della  parte  di  corpo  compresa  fra  la  sua  base  superiore 
l'K'  e la  sezione  che  si  considera. 


CAPITOLO  IV. 

ReslstenaeaL  alla  torsione  nel  solidi 
prismatici  ed  omogenei. 

49.  Ipotesi  fondamentali  sulla  resistenza  alla  torsione  dei 
solidi  prismatici,  omogenei  ed  elastici.  — lu  un  prisma  omo- 
geneo è cimentata  la  resistenza  alla  torsione  allorquando  una  sua 
sezion  retta  qualunque  C U (Jig.  24)  gira,  relativamente  ad  una  se- 
zione AH,  attorno  ad  un  asse  YZ  perpendicolare  ai  loro  piani  e 
passanti  pei  loro  centri  di  superfìcie. 

Considerando  fra  le  due  sezioni  AB  e CD  diverse  porzioni  di 
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fìlire  come  mm^,  n»,,  p|>^,  parallele  all’asse  Y Z del  solido, 

tulle  inconlranli  la  sezione  CD,  rappresentata  in  C'E'D'F',  lungo 

il  raggio  O'C'  in  m',  h,  p\  e supponendo  che  nel  corpo  si 

cimenti  la  resistenza  alla  torsione  senza  che  perù  avvenga  sner- 
vamento, si  ammelte  generalmente  che  lutti  gli  elementi  super- 
liciali  in,  a,  p',  secondo  cui  «juesle  porzioni  di  fibra  incon- 

trano la  sezione  C'  E'  D' F'  prima  della  torsione,  si  trovino  ancora 
dopo  la  torsione  sul  medesimo  raggio  spostato  e passato  in  O'C',. 
Itelativamenle  poi  alle  azioni  molecolari  sviluppale  dalle  diverse 
porzioni  di  fibra  del  corpo  coiupresc  fra  le  due  sezioni  rette  AB  e 
C 1)  per  riprendere  le  [iriinilive  loro  posizioni  si  suppone,  sera- 
precbè  non  si  verifiebi  sncrvameiilo  : 

1*  Che  siano  direttamente  proporzionali  alle  superficie  delle 
sezioni  delle  fibre  derormalc  ; 

2"  Clic  siano  direttamente  proporzionali  agli  spostamenti,  come 

m'm'p  nn\,  p'p\,  che  le  fibre  hanno  subito  fra  le  due  sezioni 

rette  considerate  AB  e CD; 

3*  Che  siano  inversamente  proporzionali  alla  distanza  AC  di 
dette  sezioni. 

50.  Equazione  d'equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e le  forze 
molecolari  in  un  corpo  prismatico  ed  omogeneo,  nei  quale 
vien  cimentata  la  resistenza  alla  torsione,  coefficiente  di  tor- 
sione e momento  di  torsibilità.  — Si  considerino  nel  solido  pris- 
matico proposto  due  sezioni  infinitamente  vicine  AB  e CD  {fig.  23), 
od  in  parlicolar  modo  una  fibra  elementare  mm,  compresa  fra  le 
dette  sezioni  e parallela  all'asse  YZ  del  prisma  intorno  al  qual  asse 
si  suppone  aver  luogo  la  rotazione  prodotta  dalla  torsione.  Chiara- 
mente si  vede  come,  supponendo  fissa  la  sezione  CD,  restremo  della 
fibra  elementare  mm,  rappresentato  in  m'  sulla  figura  C'E'D'F'  che 
dà  l’intiera  sezione  CD,  si  sposterà  angolarmente  della  quantità  o 
dell’arco  m'm',  con  tendenza  a riprendere  la  primitiva  sua  posi- 
zione, e sviluppando  una  certa  azione  molecolare  contenuta  nel 
piano  della  sezione  CD  e diretta  normalmente  al  raggio  O'm',.  Ciò 
premesso,  chiamando 

«la  superficie  elementare  della  sezione  dell’ elemento  di  fi- 
bra mm,, 

V la  distanza  Om,— O'm'— O'm,  di  della  fibra  dall’asse  YZ, 
l la  distanza  GO  delle  due  sezioni  considerate, 
f rarebetto  di  raggio  eguale  all’uiiilà,  col  centro  in  0'  e chiu- 
dente il  piccolo  angolo  m'O'm',  rappresentante  di  quanto  la  sezione 
CD  ha  rotalo  intorno  all’asse  YZ  relativamente  alla  sezione  AB, 
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N la  somma  dei  momenti  delle  azioni  molecolari  sviluppate  da 
tutte  le  fibre  elementari,  la  qual  somma  di  momenti  contenuta  nel 
piano  della  sezion  retta  CD  è da  considerarsi  siccome  eguale  ed 
agente  per  verso  contrario  a quello  secondo  cui  agisce  la  somma 
dei  momenti  delle  forze  che  producono  la  torsione,  agenti  in  piani 
normali  all'asse  YZ  del  prisma, 

E'"  un  coefficiente  numerico  dipendente  dalla  materia  di  cui  il 
prisma  è formato, 

e ritenendo  quanto  nel  precedente  numero  si  è detto  relativamente 
all’azione  molecolare  sviluppata  da  una  fibra  qualunque,  si  avrà  : 
che  la  lunghezza  deH’arco  ni'm\  è espressa  da  vf,  che  l’azione 
molecolare  g sviluppala  dalla  fibra  m m,  è data  da 

? = (ì); 

che  il  momento  di  questa  forza  rispetto  all’asse  YZ  del  prisma,  dal 
qual  asse  dista  della  quantità  v,  è 

c finalmente  che  la  somma  dei  momenti  delle  azioni  molecolari 
sviluppate  da  tutte  le  fibre  del  solido  rispetto  allo  stesso  asse  ha 
per  espressione 


E'"^2a>u», 

intendendo  che  il  simbolo  2 si  estenda  ai  prodotti  di  tutte  le  su- 
perficie elementari  <o  in  cui  si  scompone  l’intiera  sezion  retta 
C'  E'  D' F'  del  corpo  pei  quadrali  delle  rispettive  distanze  dal 
punto  (y. 

Ora,  affinchè  siavi  equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  che  tendono 
a produrre  la  torsione  del  prisma  e le  azioni  molecolari  in  virtù 
delle  quali  esso  resiste,  è necessario  che  siavi  eguaglianza  fra  i mo- 
menti delle  une  e delle  altre  presi  rispetto  all’asse  YZ,  ed  ecco  per 
conseguenza  l'equazione  d’equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e le 
forze  molecolari  in  un  prisma  in  cui  venne  prodotta  torsione  senza 
snervamento 


M=E"'|2«u‘  (2). 

Indicando  con  J la  somma  2 oj  v’  di  tutti  gli  elementi  superficiali 
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in  cui  si  può  sconiporiT  la  sezion  rutta  dui  prisma  pei  quadrati 
delle  loro  rispettive  distanze  daH’asse  del  prisma  stesso  (e),  ossia  il 
momciilo  tl’inerziii  della  supurliuie  della  sezione  rispetto  ad  un  asse 
ad  essa  perpendicolare  e passante  pel  suo  centro  di  superiicie, 
il  quale  da  Persy  vieti  chiamato  momento  d’inerzia  polare,  l'equa* 
zioiie  (2)  diventa 

M = E'"^  (3). 

Il  coeflìeientc  numerico  E"'  chiamasi  coefjìcienlc  di  torsione,  ed 
il  prodotto  E’"  2 <0  o’ r=  E"' J,  indipendente  dalla  torsione  e dipen- 
dente soltanto  dalla  superfìcie  c dalla  forma  della  sezioii  retta 
del  solido  prismatico  sottoposto  a torsione  e dalle  sue  proprietà 
fisiche,  vieti  detto  momento  di  torsibilità  e,  siccome  chiaramente  lo 
dimostrano  le  equazioni  (2)  e (3),  c esso  proporzionale  al  tnomento 
delle  forze  estrinseche  capaci  di  produrre  una  data  torsione  fra 
due  sezioni  rette  vicinissime,  e quindi  si  può  assumere  siccome 
atto  a dare  la  misura  di  questo  momento. 

Se  neU'equazione  (1)  si  fa  vf—l  trovasi 


ossia  che  il  coeffìciente  di  torsione  si  può  defittire  in  modo , astratto 
la  resistenza  riferita  airunitù  di  superfìcie,  che  opporrebbe  un 
tratto  di  libra  del  corpo  contorto  non  snervato  quando  i ^ue  punti 
estremi  di  esso  tratto  ave.ssero  Subito,  l’uno  per  rapporto  all’altro 
c pel  fatto  della  torsione,  uno  spostamento  eguale  alla  loro  distanza 
primitiva. 

Le  due  lunghezze  f ed  l che  si  trovano  nella  formola  (5)  devono 
essere  espresse  nella  medesima  unità  di  lunghezza;  lo  stesso  si 
deve  fare  pel  braccio  di  leva  che  costituisce  uno  dei  due  fattori 
componenti  il  momento  M,  e per  le  dimensioni  lineari  che  entrano 
nel  momento  d’inerzia  polare  J ; in  quanto  poi  al  valore  di  E'"  si 

* 

(e)  Chiamasi  momento  d'ineriìa  di  una  superficie  piana  rispetto  ad  nna  retta  qua- 
lunque, condotta  nel  suo  piano  o tuori  di  esso,  la  somma  di  tutti  gli  elementi  su- 
perficiali in  cui  la  superficie  piana  può  essere  scomposta  pei  quadrati  delle  loro 
rispettive  dislanie  da  questa  retta  assunta  come  asse.  In  questo  lavoro  sulla  resi- 
steiir-a  dei  materiali  occorrerà  ben  di  frequente  di  dover  considerare  i momenti 
d'inerzia  di  superficie  piane  rispetto  a rette  ad  esse  perpeudicolari  e rispetto  a rette 
in  esse  condotte. 
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deve  intendere  che  esso  rapix'csenli  iinu  forza,  espressa  nella  me- 
desima unità  di  peso  in  cui  è espressa  la  forza  torcente  che  costi- 
tuisce l’allro  fattore  di  M,  e riferita  al  metro  quadrato,  al  decimetro 
quadrato,  al  centimetro  quadralo,  ecc.,  secondo  che  il  braccio  di 
leva  e le  dimeusioiii  lineari  che  entrano  a formare  J Irovansi 
espresse  in  metri,  in  decimetri,  in  centimetri,  ecc. 

51.  Angolo  di  toraione.  — Se  in  un  solido  prismatico  ed  omo- 
geneo, nel  quale  è mantenuta  immobile  la  parte  posta  a sinistra 
della  sczion  retta  All  {/itj.  26),  si  provoca  la  resistenza  alla  tor- 
sioue  mediante  una  forza  P mantenuta  nel  piano  della  sezione 
estrema  A„ll„  ed  operante  con  braccio  di  leva  C„D,  e se  in  esso 
solido  si  considerano  diverse  sezioni  vicinissime  AB,  A,B,,  AjB,, 

A,  Bj, A„  B„  tulle  egualmente  distanti,  per  quanto  si  deduce 

dalla  formolo  (3)  del  numero  precedente,  l'angolo  di  cui  ciascuna 
sezione  ha  rotato  per  rapporto  a quella  che  immediatamente  la  pre- 
cede a sinistra  è sempre  lo  stesso;  per  modo  che,  essendo  f l’arco 
di  raggio  1 che  misura  l'angolo  A,C,A',  di  cui  ha  rotalo  la  sezione 

A,B,  rispetto  alla  sezione  AB,  saranno  rispettivamente  3f, 

»<p  gli  archi  di  raggio  1 che  misurano  gli  angoli  A,C,  A',,  AjCj  A', , 

A„C„A'„  di  cui  hanno  rotato  le  sezioni  AjB.,  A,  Bj A„B„ 

rispetto  alla  stessa  sezione  AB;  e,  siccome  chiamando  l le  distanze 

eguali  CC,,  C,C,,  C,C, si  ha  dalla  già  citata  formula  (3)  del 

precedente  numero 


(dove  M esprime  il  momento  PX^jolK  K ” >1  coefBcienle  di  torsione 
della  sostanza  di  cui  il  prisma  è formalo  ed  J il  momento  d'inerzia 
polare  della  sezion  retta  del  prisma  stesso), risulta  che  l’arco  nf  di 
raggio  1,  il  quale  misura  l’angolo  A„C„A'„  di  cui  ha  rotato  la  se- 
zione che  ha  subito  il  massimo  spostamento  in  tutta  l’estensione 
del  solido  consideralo  e che  dicesi  angolo  di  torsione,  è dato  da 


n MI 
E"'J  ’ 


Chiamando  ora  à l’indicato  arco  dì  raggio  1 che  misura  l’angolo 
A„C„A'„,  ed  L la  lunghezza  totale  del  solido  eguale  ad  ni,  l’ul- 
tima equazione  diventa 


e 
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la  quale,  in  accordo  coi  risullamenli  d'esperienza  trovali  da  Duleau 
e Savarl  sopra  corpi  cilindrici  sottoposti  a sforzi  di  torsione  non 
capaci  di  produrre  lo  snervamento,  porta  a conchiudere  che,  in 
solidi  prismatici  della  stessa  materia  c non  snervati,  gli  archi  d di 
raggio  1 misuranti  gli  angoli  di  torsione  e quindi  anche  gli 
stessi  angoli  di  torsione  sono  proporzionali  : ai  momenti  M delle 
forze  torcenti  ; alle  lunghezze  L dei  prismi  contorti. 

52.  Momenti  d'inerzia  polari  della  sezione  circolare  piena  e 
della  sezione  circolare  vuota  — I.  Momento  d inersia  polare  della 
tezione  circolare  rispetto  all’oise  perpendicolare  al  suo  piano  e pas- 
sante pel  suo  centro  (/). 

Essendo  r il  raggio  CA  {fig.  27)  del  circolo  proposto,  prendasi 
per  elemento  di  superficie  la  porzione  BDEF  deila  corona  circo- 
lare di  raggio  CB  = a e di  larghezza  BD=d:;  essendo  df  l'arco 
di  raggio  1 chiudente  l'angolo  elementare  BCF,  la  siiperGcie  ele- 
mentare tu  sarà  rdfds,  la  distanza  v degli  elementi  di  secondo 
ordine  in  cui  si  può  scomporre  la  della  corona  dall'asse  C 
varrà  costantemente  s,  ed  il  valore  del  momento  d’inerzia  po- 
lare domandato  J,  cangiando  il  simbolo  I nel  simbolo  jljP,  sarà 
dato  da 

rr  rìn  ^ 

J = :’dzl  df=igjrr* 

dove  V è il  nolo  rapporto  3,1415 della  circonferenza  al  dia- 

metro. 

II.  Momento  d'inerzia  polare  della  sezione  circolare  vuota  rispetto 
aliasse  perpendicolare  al  suo  piano  e passante  pel  suo  centro. 

Siano  r il  raggio  interno  ed  r"  il  raggio  esterno  della  corona 
di  cui  vuoisi  trovare  il  momento  d’inerzia  polare  rispetto  ad  un 
asse  perpendicolare  al  suo  piano  e passante  pel  suo  centro.  Evi- 
dentemente la  somma  dei  prodotti  delle  superGcie  elementari  in 
cui  si  può  scomporre  la  superGcie  dell'intiera  corona  pei  quadrati 
delle  rispettive  distanze  dall'asse  per  rapporto  al  quale  vuoisi  il 
momento  d’inerzia  vale  la  somma  dei  prodotti  delle  superGcie  ele- 
mentari in  cui  si  può  scomporre  il  circolo  di  raggio  r"  pei  qua- 
drali delle  rispettive  distanze  dal  detto  asse,  meno  la  somma  dei 

{f)  Nel  numero  che  segue  si  ha  un  metodo  elementare  per  dedurre  il  momento 
d'taienia  polare  della  sezione  circolare  piena. 
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prodotti  delle  soperBcie  elementari  in  cui  si  può  scomporre  la  su- 
perGcie  del  circolo  di  raggio  r'  pei  quadrati  delle  rispettive  distanze 
dal  medesimo  asse  ; cosicché  il  momento  d’inerzia  polare  della 
corona  circolare  è eguale  a quello  del  circolo  esterno  meno  quello 
del  circolo  interno,  ossia  chiamando  J il  domandato  momento  d’i- 
nerzia, si  ha 


53.  Procedimento  elementare  per  dedurre  il  momento  d'i- 
nerzia polare  della  sezione  circolare  piena  — Il  momento  d'i- 
nerzia polare  del  circolo  si  può  trovare  senza  far  uso  delle  nota- 
zioni di  calcolo  (liiTerenziale  ed  integrale.  Perciò  si  scomponga  la 
superfìcie  del  circolo  dato  in  tanti  piccolissimi  settori  eguali  CAB, 

CBD,  CDE, (/19.  28)  che,  considerando  il  circolo  come  un 

poligono  regolare  di  un  numero  grandissimo  di  lati,  si  possone 
risguardare  come  triangoli  ; si  consideri  uno  di  questi  settori,  per 
esempio  CAB,  e si  decomponga  in  tante  porzioni  di  corone  cir- 
colari ABB'A',  A'B'B  'A",  A"  B"  B'"  A'",  ....^  aventi  larghezze 
piccolissime  ed  eguali;  si  chiami  r il  raggio  CA  del  circolo  dato, 

a le  lunghezze  degli  archi  AB,  BD,  DE, che  servono  di  base 

a diversi  settori  circolari  in  cui  venne  scomposto  il  circolo  e con- 

fondentisi  colle  loro  corde,  ed  l le  larghezze  A A',  A' A",  A"  A'", 

delle  porzioni  di  corone  circolari  in  cui  venne  decomposto  il  set- 
tore CAB. 

Il  momento  d’inerzia  della  porzione  di  corona  ABB'A' è dato 
dalla  sua  superfìcie  al  moltiplicata  per  il  quadrato  della  distanza 
che  il  suo  centro  di  superfìcie  ha  dall'asse  C,  ossia  da 

a / (•’, 

giacché,' per  ipotesi  essendo  vicinissimi  i due  archi  AB  ed  A'B', 
si  può  ritenere  che  il  centro  di  superfìcie  di  detta  porzione  di  co- 
rona disti  di  tutto  il  raggio  C M,  condott^o  al  mezzo  dell’arco  A B, 
dal  punto  C. 

Ciò  premesso,  potendosi  decomporre  il  prodotto  a l r'  nei  due 
fattori  alr  ed  r,  di  cui  il  primo  rappresenta  il  volume  del  picco- 
lissimo prisma  AB',  che  si  può  risguanlare  come  un  parallelepi- 
pedo rettangolo  le  cui  tre  dimensioni  sono  AB=a,  kk’  — l ed 
AA,  =CA=r,e  potendosi  ritenere  siccome  eguale  ad  r la  distanza 
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del  centro  di  volume  {g)  di  questo  parallelepipedo  dall’asse  CC'  per- 
pendicolare al  piano  e proietlantesi  nel  centro  C del  circolo  dato,  si 
può  dire  clic  l’accennato  prodotto  è il  momento  del  volume  AB', 
rispetto  all’asse  CC'(A);  e,  ragionando  pei  momenti  d'inerzia  delle 

porzioni  di  corone  circolari  A'B'B"A",  A"B"B"'A'", comesi 

è fatto  per  quello  della  porzione  di  corona  circolare  ABB'A',  age- 
volmente si  viene  a conchiudere  che  il  momento  d’inerzia  del  set- 
tore CAB  è la  somma  dei  momenti  rispetto  aH'assc  CC'  di  tanti 
piccolissimi  prismi  le  cui  dimensioni  sono  AB,  A A'c  CA,  A'B',  A' A" 

e CA',  A"B",  A" A'"  e CA", i quali  prismi  costituiscono  nel 

loro  assieme  una  piramide  CABB,  A,  il  momento  del  cui  volume 
rispetto  al  deGnito  asse  deve  adunque  dare  il  momento  d’iuerzia 
polare  del  piccolo  settore  CAB. 

-1  — — 

Ora,  per  essere  AB  un  lato  piccolissimo,  essendo  gCM.AB.AA, 

\ \ 

= jr.a.r=y  a r’  il  volume  di  detta  piramide,  c distando  il  suo 
centro  di  volume  daH’assc  CC'  per  rapporto  al  quale  si  pren- 


(;)  Chiamasi  centra  di  volume  di  un  corpo  quel  punto  che  coincide  col  suo  centro 
di  gratili  quando  suppongasi  omogenea  tutta  la  materia  costituente  il  corpo  stesso. 

Immaginando  il  volume  del  corpo  dato  siccome  decomposto  in  tanti  volumi  ele- 
mentari. e chiamando 

V il  volume  di  uno  qualunque  di  questi  elementi , 

X,  y e i le  coordinale  di  un  punto  conlenulo  neirinterno  di  quest’elemento  per 
rapporto  a tre  assi  coordinati  ortogonali  a cui  inlendonsi  riferiti  tutti  i punti  dello 
spazio  occupalo  dal  corpo, 

V l’intiero  volume  del  corpo  stesso, 

£ una  somma  estesa  a tutti  gli  elementi  t'  in  cui  inlcndesi  decomposto  il  vo- 
lume V, 

il  centro  di  volume  del  corpo  proposto  è quel  punto  per  cui  le  coordinate  z,,  p,  e a, 
sono  date  dalle  equazioni 


X,- 


IVX 

“V"’ 


Zt'Z 

Si— y-- 


(A)  Per  momento  del  volume  di  un  solido  omogeneo  rispetto  ad  una  retta,  oppure 
rispetto  ad  un  piano,  intendo  il  prodotto  di  questo  volume  per  la  distanza  del 
centro  di  volume  del  solido  dalla  retta  o dal  piano. 
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3 3 

dono  i momenti  (lei  = si  lia  che  il  momento  d’inerzia 

4 4 

della  superfìcie  del  settore  CAB  è 

1 3 

y a r^. 

4 


Per  avere  il  momento  d'inerzia  polare  deiriniìcro  circolo  pro- 
posto, bisogna  prendere  la  somma  dei  momenti  d'inerzia  polari  di 

tutti  i settori  CAB,  CBD,  CDE la  qual  somma  si  riduce  al 

i 

fattore  moltiplicato  per  tanti  a quanti  sono  gli  archi  AB,  BD, 

DE che  servono  di  base  ai  settori  in  cui  venne  scomposto  il 

circolo  intiero,  la  somma  dei  quali  archi  a fa  appunto  la  circonfe- 
renza 2?rr  del  circolo  dato.  Il  momento  d’inerzia  polare  domandato 
J sarà  adunque  espresso  da 

J = |r3X2ir>~^  rrrS 

essendo  il  noto  rapporto  3,1415 della  circonferenza  al  dia- 

metro. 

Nella  risoluzione  del  problema  li  del  precedente  numero  si  ha 
il  metodo  per  ottenere  elementarmente  il  momento  d’inerzia  polare 
della  sezione  circolare  vuota  rispetto  all'asse  perpendicolare  al  suo 
piano  e passante  pel  suo  centro. 

54.  Momenti  d’inerzia  polari  delle  sezioni  poligonali  rego- 
lari piene  e delle  sezioni  poligonali  regolari  vuote.  — l.  Mo- 
mento it’inerzia  polare  della  sezione  poligonale  regolare  piena  rispetto 
all'asse  perpetuiicolare  al  suo  piano  c passante  pel  suo  centro. 

Un  poligono  regolare  qualunque  si  compone  di  tanti  triangoli 
isosceli  eguali  quanti  sono  i suoi  lati,  e tutti  questi  triangoli  hanno 
il  loro  vertice  nel  centro  del  poligono.^  Segue  da  ciò  che  si  otterrà 
il  momento  d’inerzia  polare  di  un  poligono  regolare  di  n lati  pro- 
curandosi prima  il  momento  d’inerzia  di  uno  dei  triangoli  isosceli 
componenti,  come  A GB  {fig.  29  ',  rispetto  all’asse  perpendicolare 
al  suo  piano  passante  pel  vertice  C,  e moltiplicandolo  poscia  per  n. 

Per  trovare  il  momento  d’inerzia  del  triangolo  ACB  rispetto 
all'asse  proiettato  nel  vertice  C (i),  si  consideri  un  elemento  supcr- 


(i)  Nel  nomerà  che  segue  si  ba  il  melodo  per  ottenere  elementarmente  il  mo- 
mento ij'iiienia  polare  del  triangolo  isoscele  rispetto  alla  retta  passando  pel  suo 
vertice  c perpendicolare  al  suo  piano,  e per  avere  quindi  il  momento  d’inerzia  po- 
lare della  setioue  poligonale  regolare  rispetto  all’asse  passante  pel  suo  centro. 
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fidale  di  dello  Iriangolo  compreso  fra  due  relle  DE  e GF  infinita - 
mente  vicine  e parallele  alla  base  AB,  si  chiamino 
/ la  base  AB  del  triangolo  proposto, 
a la  sua  altezza  CK, 
z la  parte  C H di  delta  altezza, 

e dai  due  triangoli  simili  ACBeDCEsi  deduca  il  valore  di  DE, 
dato  da 

DE  = -z. 
a 


La  superficie  elementare  DEFG,  che  si  può  considerare  siccome 
un  rettangolo  lungo  DE  ed  allo  HI=d:;,  si  scomponga  in  ele- 
menti del  secondo  ordine  mediatile  rette  infinilamcnte  vicine  paral- 
lele a CK  c si  chiami  x la  distanza  He  di  uno  qualunque  di  questi 
elementi  del  secondo  ordine  da  questa  retta.  La  sua  superficie  sarà 
dz'dz,  il  quadralo  della  distanza  del  suo  centro  dall'asse  proiettalo 
in  C sarà  x’-i-s*,  cd  il  momento  d'inerzia  deU’elemenlo  superficiale 
di  primo  ordine  DEFG  rispetto  all'asse  perpendicolare  al  suo  piano 
e passante  pel  vertice  C del  triangolo,  sarà  il  doppio  dell’inlegrale  di 

i j I 

(a-'-f-i’)da:dz  preso  fra  i limiti  a;=0  ed  -jj-z, ossia 

sarà 


1 l 


2a 


z 


(a:'-|-z’)da:di  = 


zM:. 


Per  ottenere  poi  il  momento  d’inerzia  deH’inliero  triangolo  ACB 
rispetto  all'asse  proiettalo  nel  suo  vertice  (],  basterà  prendere  l'in- 
tegrale del  trovato  momento^d’inerzia  dell'elemento  di  primo  or- 
dine DEFG  rispetto  allo  stesso  asse  fra  i limiti  z=0  e z = a,  e si 
otterrà 


l , i P 


a 


v+1 


aH. 


Chiamando  ora  J il  domandato  momento  d’inerzia  polare  di  un 
poligono  regolare  di  »i  lati,  di  lato  l e di  apolema  a,  e ponendo 
fattore  comune,  si  avrà 
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II.  Momento  d’inersia  polare  della  sezione  poligonale  regolare 
vuota  rispetto  all’asse  perpendicolare  al  suo  piano  e passante  pel  suo 
centro. 

Siano 

a'  ed  l'  l'apotema  ed  il  lato  del  poligono  regolare  interno  ed 
a"  ed  r gli  stessi  (“lemenli  pel  poligono  regolare  esterno; 
i due  poligoni  abbiano  cgiial  numero  n di  lati  ed  i loro  centri 
coincidano  ; sia  poi  J il  domandato  momento  d’ inerzia  polare  , 
il  quale,  per  quanto  si  è detto  sul  momento  d'inerzia  polare  della 
corona  circolare,  deve  valere  il  momento  d'inerzia  del  poligono 
esterno  meno  quello  del  poligono  interno  rappresentante  il  vuoto, 
e conseguentemente  essere  dato  da 


‘ \.\r  ; 


55.  Procedimento  elementare  per  ottenere  il  momento  d'i- 
nerzia polare  del  triangolo  isoscele  rispetto  alla  retta  passante 
pel  suo  vertice  e perpendicolare  al  suo  piano,  onde  avere 
quindi  il  momento  d'inerzia  polare  della  sezione  poligonale 
regolare  rispetto  all'asse  passante  pel  suo  centro.  — 11  nio- 
meiilo  d'inerzia  del  trinngnlo  isoscele  ACB  (/ig.  30)  rispetto  all'asse 
perpendicolare  al  suo  piano  e passante  pel  suo  vertice  C si  può  trovare 
in  questo  modo  da  chi  non  conosce  le  prime  nozioni  di  calcolo  dilTc- 
renziale  ed  integrale:  il  triangolo  proposto,  mediante  rette  parallele 
alla  sua  base  A B e vicinissime  fra  di  loro,  si  scomponga  in  tante 

liste  ABB'A',  A'B'B"A",  A"B''B"'A'", di  egual  altezza,  le 

quali,  atteso  le  picciolissimc  loro  altezze  KK',  K'K",  K"K'" 

si  possono  considerare  siccome  altrettante  arce  rettangolari;  l'area 
AKK'A'  mediante  rette  parallele  a CK  e vicinissime  fra  di  loro  si 

decomponga  nei  piccolissimi  rettangoli  AA'u'o,  aa'b'b,  bb'cc, ; 

e si  cbiamino,  l la  base  A B del  triangolo  isoscele  dato,  a la  sua 
altezza  CK,  m la  piccolissima  altezza  KK' della  lista  rettangolare 
ABB'A'  ed  « le  larghezze  pure  piccolissime  ed  eguali  Aa.  ab,  bc, 

Il  momento  d'inerzia  della  piccolissima  superficie  AA'a’a 

rispetto  all'asse  proiettato  in  C è evidculemente  dato  dalla  sua  su- 
perficie mti  moltiplicala  per  il  quadrato  della  distanza  clic  il 
L’Arte  di  fribricarc.  Pesittenza  dei  maleriali,  ecc.  — 7. 
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suo  centro  di  gravità  ha  dall'iisse  proiettato  in  C,  ossia  da 


m 


\ it 

^ -ha*  ì=rnnj-htnna*. 


giacché,  essendo  per  ipotesi  vicinissime  le  due  rette  AB  ed  A'B' 
non  che  le  altre  due  A A'  ed  tia\  si  può  ritenere  che  il  centro  di 


gravita  di  detta  piccolissima  Ggnra  disti  di  tutta  C Ar= 
punto  C. 


_]//* 


-a*  dal 


/«  / 
Ora,  il  termine  mn^  può  essere  decomposto  nei  fattori  »in^ 


ed  g : il  primo  fattore  rappresenta  il  volume  di  un  piccolissimo  pa- 
rallelepipedo rettangolo  i cui  tre  spigoli  sono  aa'=zm,  Ka  — n ed 
il  secondo,  atteso  la  piccolezza  di  me  di  n,  si  può  ri- 


tenere siccome  la  distanza  del  centro  di  gravità  di  detto  piccolis- 
simo parallelepipedo  dal  piano  perpendicolare  a quello  del  triangolo 
isoscele  ACB  e passante  per  la  sua  altezza  Ck;  e quindi  il  pro- 
l* 

dotto  m»j  si  pnò  considerare  siccome  il  momento  del  volume 

A a',  rispetto  all’or  detinito  piano.  In  quanto  poi  al  termine  mna*, 
potendosi  esso  decomporre  in  due  fattori  mna  ed  a il  primo  dei 
quali  rappresenta  il  volume  di  un  piccolissimo  parallelepipedo  ret- 
tangolo di  spigoli  aa'—m,  \a—n  ed  — ed  il  secondo  la 
distanza  del  centro  di  gravità  di  questo  parallelepipedo  da  un  piano 
perpendicolare  a quello  del  triangolo  AdB  c passante  per  la  retta 
XY  condotto  per  C parallelamente  ad  AB,  si  può  esso  risguardare 
come  il  momento  del  volume  A a\  per  rapporto  all'or  indicato 
piano  parallelo  ad  AB.  — Ciò  premesso,  ragionando  pei  momenti 

d'inerzia  delle  piccolissime  arce  abh'a,  hccb’,  come  si  è 

fatto  per  quello  dell'area  Aaa'A',  si  viene  a conchiudere  che  il 
momento  d'inerzia  della  snpcrGcie  AKK'A'  è la  somma  dei  mo- 
menti rispetto  al  piano  passante  per  la  retta  CK  c perpendicolare 
al  piano  del  triangolo  ACB  di  tanti  piccolissimi  parallelepipedi  le 

cui  dimensioni  sono  Aa,  aa  c KA,  a b,  bb'  e Ka,  bc,  cc  e Kb, 

i quali  costituiscono  nel  loro  assieme  un  prisma  triangolare  AKA, 
A'K'A'ppiù  ancorala  somma  dei  momenti  rispetto  al  piano  pas- 
sante per  la  retta  XY  c perpendicolare  al  piano  del  triangolo 
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ACB  di  tanti  piccolissimi  parallelepipedi  aventi  lutti  la  stessa  al- 
tezza CK=o  e per  basi  le  piccolissime  figure  Aoa'A',  abb'a, 

bcc  b', i quali  formano  il  parallelepipedo  rettangolo 

AA'K'KAjA',  K'jKj. 

Scora  sui  momenti  d’inerzia  delle  piccole  superficie  A'K'K"A", 
A"K"K'"A'", ..  si  ragiona  come  si  è fatto  sul  momento  d'iner- 

zia di  AKK'A',  si  viene  a couchiudere  die  il  momento  d'inerzia  del 
triangolo  ACK  rispetto  all'asse  proiettato  in  (1  è la  somma  dei 
momenti  rispetto  al  piano  passante  per  la  retta  CKe  perpendico- 
lare al  piano  del  triangolo  AGU  di  tanti  piccolissimi  prismi  trian- 
golari aventi  le  altezze  eguali  KK',  K'iv",  K''K"', aventi  per 
basi  dei  triangoli  rettangoli  isosceli  i cui  cateti  sono  rispetliva- 

mente  AK,  A'K',  A"K", più  ancora  la  somma  dei  momenti 

rispetto  al  piano  perpendicolare  a quello  del  triangolo  ACB  c pas- 
sante per  la  retta  XY  di  tanti  piccolissimi  parallelepipedi  rcllaii- 

goli  tutti  alti  CK,  CK',  CK", ed  insistenti  alle  basi  AKK'A', 

A'K'K"A",  A"K"K'"A'" Ma  la  somma  dei  delti  prismi  trian- 

golari costituisce  il  volume  della  piramide  triangolare  CAKA,  e 
la  somma  dei  parallelepipedi  forma  la  piramide  quadrangtdarc 
CAA,K,  K,  cosicché  il  momento  d'inerzia  del  triangolo  ACB  ri- 
spetto all'asse  proiettalo  in  C sarà  il  doppio  del  momento  del  vo- 
lume della  piramide  triangolare  CA K A,  rispetto  al  piano  passante 
per  la  retta  CK  e perpendicolare  al  piano  del  triangolo  ACB  au- 
mentalo del  momento  della  piramide  quadrangolare  CAA.^B,B  ri- 
spetto al  piano  passante  per  la  retta  XY  c pure  perpèiidicolare  al 
piano  del  detto  triangolo. 

1 1 _ 

Il  volume  della  piramide  triangolare  CAKA,  è^AK.AA,.  ^CK 

1111  1 

= j'o  2^- 3'’’ =5^"^ ’’  centro  di  volume  L di  questa  pira- 


mide trovasi  sulla  retta  CM  che  unisce  il  vertice  C col  centro  di 
superfìcie  M della  base  AKA,  ai  5/4  di  C.M  a partire  da  C ; la  di- 
stanza che  il  punto  M ha  dal  piano  perpendicolare  a quello  del 


2 2 1 1 

triangolo  ACB  e passante  per  C K è KM  = ^ f = ijf '•  la 

distanza  che  il  centro  di  gravità  L ha  dal  medesimo  piano  è 


3 — 3 1 1 

OP  = ^KM  = /;  c finalmente  il  doppio  del  momento  del 


volume  della  piramide  triangolare  CAKA,  rispetto  al  dello  piano 
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perpendicolare  al  piano  del  Iriangolo  ACB  e passante  per  la  retta 
CK  è 


111 

<ì'al\yl  = ~al\ 

4 48 


Il  volume  della  piramide  quadrangolare  CAA,B,B  è AB.AA, .^CK 

o 

1 1 

~l.a.^a=z^a^l;  il  centro  di  volume  Q della  stessa  piramide 
dista  dal  piano  perpendicolare  a quello  del  triangolo  ACB  passante 

3 

per  la  retta  XY  condotta  parallelamente  ad  AB  di  CK  = -CK 

3 

= e quindi  il  momento  di  detta  piramide  rispetto  al  definito 
piano  è 

^ ^ 1/ 

3®  ^^4®~4® 


Il  momento  d'inerzia  del  triangolo  ACB  adunque,  che  come  si  è 
detto  è la  summu  del  doppio  monientu  trovato  della  piramide  trian- 
gelare  CAKA,  col  mutnenlu  pure  trovato  della  piramide  quadian- 
golare  CAA^B,  B,  vale 


,aH. 


Essendo  ora  J il  cercato  momento  d’inerzia  polare  di  un  poli- 
gono regolare  di  n lati  eguali  ad  / e di  aputcìiia  «,  sarà  esso  ti  volte 

1 

quello  del  triangolo,  per  cui  ponendo  ^al  fattore  comune  ri- 
sulterà 


Il  momento  d’inerzia  polare  della  sezione  poligonale  regolare 
vuota  rispetto  all’asse  perpendicolare  al  suo  piano  e passante  pel 
suo  centro  già  elementarmente  si  è trovalo  nel  precedente  numero 
risolvendo  il  problema  li. 

5G.  Metodo  generale  per  trovare  il  momento  d'inerzia  po- 
lare di  una  sezione  qualunque,  e sua  applicazione  al  caso  delle 
sezioni  rettangolari  e quadrate,  piene  e vuote.  — Sia  ABD 
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[fìij.  31)  una  figura  piana  qualunque  e debbasi  trovare  il  suo  mo- 
mento d'inerzia  polare  rispetto  ad  un  asse  ad  essa  perpendicolare 
c proiettato  in  C.  Pel  punto  C e nel  piano  della  data  figura  si  cou- 
ducano  due  assi  ortogonali  xx' eA  yy,  con  rette  parallele  ai  due 
assi  si  scomponga  la  sua  supcrGcie  in  parti  inGnilamente  piccole  e 
si  chiamino  : 

o)  un  elemento  di  siiperGcie  in  un  sito  qualunque  M ; 

a:  ed  y le  coordinate  CP  e CQ  del  centro  di  quest'elemento; 

V la  distanza  del  medesimo  centro  dal  punto  C o anche  dall'asse 
proiettato  in  tal  punto. 

Siccome  dal  triangolo  rettangolo  MPC  si  ha 

agevolmente  si  deduce  che  il  momento  d'inerzia  polare  J = 
diventa  per  la  sostituzione  del  precedente  valore  di  v’ 

J = (ar’-l-y’)  — 

ed  essendo  Scox’  e i prodotti  dei  diversi  elementi  in  cui  si 
è scomposta  la  superficie  ABD  pei  quadrati  delle  rispettive  distanze 
dagli  assi  yy  ed  xx\  ossia  i momenti  d’inerzia  della  medesima  sn- 
perGcie  rispetto  ai  detti  due  assi,  si  deduce,  potersi  trovare  il  mo- 
mento d'inerzia  polare  di  una  supcrGcie  piana  qualunque  prendendo 
la  somma  dei  suoi  momenti  d'inerzia  rispetto  a due  assi  ortogo- 
nali in  essa  collocati  ed  intersecantisi  nel  punto  in  cui  la  incontra 
quell'asse  per  rapporto  al  i|uale  si  vuole  il  momento  d'inerzia  po- 
lare. Gli  assi  ortogonali,  come  xx'  ed  y y',  si  sceglieranno  poi  in 
modo  che  rispetto  ad  essi  risulti  facile  la  ricerca  dei  momenti 
d'inerzia  della  Ggura  in  cui  si  sono  condotti.  — Ecco  l'applicazioae 
di  quanto  in  generale  si  è detto  alla  ricerca  dei  momenti  d'inerzia 
polari  delle  sezioni  rettaugolari. 

I.  Momento  d'inerzia  polare  della  sezione  rettangolare  rispetto  al- 
l’asse perpendicolare  al  suo  piano  e passante  pel  suo  centro. 

Se  pel  centro  C {fig.  32)  del  rettangolo  si  conducono  nel  suo 
piano  due  rette  xx' ed  fra  loro  perpendicolari  e rispettivamente 
parallele  ai  lati  AB  c BD,  e se  chiamansi 

r il  momento  d'inerzia  del  rettangolo  rispetto  all'asse  xx', 

I"  il  momento  d'inerzia  S^ux’  dello  stesso  rettangolo  rispetto 
all'asse  yy' c 

J il  momento  d'inei  zia  polare  domandato. 
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per  quanto  si  è precedentemente  stabilito  in  modo  generale , si 
deve  avere 

J = (1). 

(/{)  Ora,  essendo  rispettivamente  n e 6 i lati  AB  e BD  del  ret- 
tangolo dato,  so  mediante  rette  infìnitamente  vicine  fra  di  loro  c 
parallele  ad  xx’  scnmponcsi  la  sua  supcrneie  in  liste  elementari 
tutte  lunghe  a,  e se  di  queste  liste  se  ne  considera  una  FGHI  posta 
a distanza  CK  = i/  dall'asse  x x'  ed  alla  KLrrdy,  evidentemente 
la  sua  superlicic  a>  è a d y ed  il  suo  momento  d'inerzia  rispetto 
all’asse  x'x  è, 

ay^ùy; 

e siccome  la  somma  dei  momenti  d'inemia  di  tutte  le  superfìcie 
elementari  analoghe  ad  FGHI,  in  cui  resta  scomposto  l'intiero  ret- 
tangolo ABDE  mediante  rette  infìnitamente  vicine  condotte  paral- 
lelamente ad  xx',  dà  il  momento  d'inerzia  dell'intiero  rettan- 
golo per  rapporto  aH  ultima  indicata  retta,  si  oltfene,  sostituendo 

in  l’ tu y’,  a d 1/  ad  oj  ed  il  simbolo  j" esteso  fra  i limiti  ^ e — ^ al 

simbolo  1' , 


b 


~ 9 


Decomponendo  la  superficie  rettangolare  ABDE  ancora  in  liste 
elementari  con  rette  infìnitamente  vicine  c parallele  ad  yy',  e ra- 
gionando come  si  è fatto  per  trovare  il  valore  di  1',  evidentemente 
si  giunge  ad  avere 

(3). 


(t)  Nel  numero  che  segue  trovasi  esposto  il  metodo  per  trovare  Flementamienle 
i due  momenti  d’inerzia  I'  ed  1"  dalla  cui  somma  risulta  il  momento  d'inerzia 
polare  J. 


f 2 

r- 

./  a 


bx‘‘dx  = 


~ 2 
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Sostituendo  ora  i valori  di  I'  c di  1"  nell'equazione  (i)  si  trova 
che  il  domandato  valore  del  momento  d’inerzia  polare  del  rettan- 
golo Alt  DE  rispetto  all'asse  perpendicolare  al  suo  piano  e proiet- 
tato in  C è dato  da 


J = ;ia«/(a’+6«)  (A). 

Per  trovare  il  momento  d'inerzia  polare  di  una  sezione  quadrata 
di  lato  a per  rapporto  ad  un  asse  perpendicolare  al  suo  piano  e 
passante  pel  suo  centro,  basta  fare  b = a nell’equazione  (4). 

II.  Momcniì  d'inerzia  della  sezione  rettangolare  vuota  rispetto  all'asse 
perpendicolare  al  suo  piano  o passante  pel  suo  eentro. 

Essendo 

a'  e 6'  i lati  IF  ed  FG  (/ig.  54)  del  rettangolo  interno, 

a"  c b"  i lati  AB  e BU  del  rettangolo  esterno, 

e coincidendo  in  C i loro  centri,  siccome,  analogamente  a quanto 
si  è detto  al  numero  52  per  la  corona  circolare,  il  momento  d’iner- 
zia polare  J della  sezione  vuota  vale  il  momento  d'inerzia  polare 

del  rettangolo  maggiore  AB  DE  meno  quello  del  rettangolo  IFGH 
rappresentante  il  vuoto,  si  avrà 

Si  ottieue  il  valore  di  J che  conviene  al  caso  della  sezione  qua- 
drata vuota  facendo  b"  — a’’  e b’  = a'  nella  precedente  equazione. 

57.  Procedimento  elementare  per  trovare  il  momento  d’iner- 
zia polare  della  sezione  rettangolare  rispetto  all'asse  perpendi- 
colare al  suo  piano  e passante  pel  suo  centro.  — Ecco  ora 
come  elementarmente  si  possono  trovare  i due  momenti  d’inerzia 
r ed  1",  dalla  cui  soninia  risulta  il  momento  d’itierzia  polare  do- 
mandato ì. 

Mediante  rette  E'D'.  E'D",  E"'D"', [l'ig.  33)  parallele  ad 

xx'  scompongasi  il  rettangolo  dato  in  tanto  liste  rettangolari 

EDD'E',  E'D'D"E",  E"D"D"'E"',  tutte  lunghe  come  AB  = a 

c tutte  colle  altezze  FF',  F'F",  F"F'", eguali  fra  di  loro  e 

piccolissime.  Chiamando  l ciascuna  delle  ultime  indicate  altezze,  si 
ha  che  il  momento  d'inerzia  della  lista  rettangolare  EDD'E'  è dato 
dalla  sua  superfìcie  al  moltiplicala  per  il  quadrato  della  distanza 
del  suo  centro  di  gravità  dalla  retta  xx\  la  qual  distanza  (per 
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essere  vicinissime  le  due  relle  ED  ed  E'D''  si  può  ritenere  sic- 
come egiiule  aCF=ID  = ^UD  = ^ò,  ossia  da 

\albK 

Questo  momento  d’inerzia,  potendosi  decomporre  nei  due  fattori 

1 i 

;^alb  ed  ^^6  di  cui  il  primo  rappresenta  il  volume  del  piccolissimo 
prisma  ED',  che  si  può  considerare  come  un  parallelepipedo  rettan- 
golo le  cui  tre  dimensioni  sono  EDrru,  EE'  = f ed  EÉ^  = gò  ed 

il  secondo  la  distanza  del  centro  di  gravità  del  detto  piccolissimo 
prisma  da  un  piano  perpendicolare  al  piano  del  rettangolo  proposto, 
passante  per  C e parallelo  al  lato  EI),  è rappresentato  dal  mo- 
mento del  volume  ED',  rispetto  al  dello  piano,  ilagionando  ora  pei 
momenli  d'inerzia  delle  lisle  rellangolari  E'D'D"E",  E"D"D'"E'", 

come  si  è fallo  per  quello  della  lisla  EDD'E',  si  viene  a 

concliiudere  che  il  monienlo  d’inerzia  del  rcllangolo  EDIH  per 
rapporlo  alla  rella  xx'  è la  somma  dei  momenli  rispello  ai  piano 
perpendicolare  a quello  del  retlangolo  preposlo,  passanle  per  C'  e 
parallelo  al  lalo  ED,  di  tanti  piccolissimi  prismi  le  cui  dimensioni 
sono  ED,  E E'  c CF,  E'D',  E' E"  e CF',  E"D",  E" E'"  e CF  ", 
i quali  prismi  nel  loro  complesso  costituiscono  un  prisma  triango- 
lare E E,  HDD,  1 clic  ha  per  momento  del  suo  volume  rispetto  al 
defìnito  piano  il  momento  d’inerzia  della  superfìcie  rettangolare 
EDIH  per  rapporlo  alla  reità  xx'. 

i 

Ciò  premesso,  essendo  il  volume  del  detto  prisma  triango- 

O 

lare,  distando  il  suo  centro  di  volume  dall’iudicalo  piano  dei  mo- 

2 1 

menti  passante  per  HI  dei  g di  CF  ossia  d*  cd  ottenendosi  il 

momento  d’inerzia  deH'inlicro  rettangolo  A 11  DE  rispetto  ad  x x' 
duplicando  il  momento  d’inerzia  del  rettangolo  EDIH  rispetto  alla 
stessa  retta,  si  ha 

r = 2.  g«ò’.lòr=la6’. 

Ragionando  per  trovare  il  momento  d’inerzia  I"  del  rettangolo 
preposto  ARDE  rispetto  alla  rella  yy'  come  si  è fallo  per  la 
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ricerca  del  momento  d'inerzia  1'  dello  stesso  rettangolo  per  rapporto 
ad  XX , evidentemente  si  arriva  a trovare  che  nel  valore  di  1'  basta 
cangiare  a in  c viceversa,  per  modo  che  si  avrà 


Trovati  i valori  di  1'  e di  I",  sostituendoli  neirequazione  (1)  del 
numero  precedente  si  ha  quello  di  J,  e risulta 

^ = ^ab{a'‘  + b^). 

Conosciuto  il  momento  d’inerzia  polare  della  sezione  rettangolare 
piena,  elementarmente  si  trova  il  momento  d’inerzia  polare  della 
sezione  rettangolare  vuota  come  si  è detto  alla  fine  del  numero  56. 

58.  Determinazione  del  coefficiente  di  torsione.  — Se  dall  ul- 
tima equazione  del  numero  51,  la  quale  dà  l'angolo  di  torsione,  ri- 
cavasi il  valore  di  E'",  si  ha 

-Jj’ 

e per  un  prisma  di  data  materia  si  può  esso  determinare  quando 
il  prisma  stesso  siasi  solidamente  incastrato  per  un  estremo  e 
quando  si  conoscano  : il  valore  dei  momento  torcente  M il  quale 
agisce  all'altro  estremo  in  un  piano  normale  all’asse  del  prisma 
stesso  ; la  distanza  L fra  la  sezione  d’incastro  c l’estrema  sezione 
libera  in  cui  agisce  il  detto  inomctito  ; il  momento  d'inerzia  polare 
della  sua  sezion  retta  e l’angolo  di  torsione  che  il  momento  M fa 
prendere  al  prisma  sottoposto  ad  esperienza.  Generalmente  il  prisma 
s’incastra  orizzontalmente,  all’estrema  base  libera  si  applica  un 
braccio  di  leva  sensibilmente  orizzontale , all’estrerao  di  questo 
braccio  si  appende  un  peso  noto  e moltiplicando  questo  peso  pella 
sua  distanza  dal  centro  della  base  libera  del  prisma,  si  ha  il  va- 
lore di  M ; il  valore  di  L risulta  misurando  esattamente  la  parte 
di  prisma  che  non  rimane  incastrata  ; il  valore  di  J si  calcola 
dietro  la  conoscenza 'della  forma  e delle  dimensioni  della  sezion 
trasversale  del  prisma  ; e Analmente  il  valore  di  6 si  può  dedurre 
disponendo  nel  piano  della  base  libera  del  prisma  un  arco  gra- 
dualo coi  suo  centro  nel  centro  della  base  stessa,  applicando  nel 
piano  di  detta  base  un  indice  che  costantemente  si  conservi  col 
sno  asse  diretto  secondo  un  raggio  dcll'iiidicato  arco,  leggendo  gli 
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angoli  corrispondenli  alle  |iosiziotii  dciritnlicc  prima  dell’applica* 
zioiie  c dopo  l'applicazione  del  peso  capace  di  produrre  la  lor- 
sioiic , facendo  la  dilfercnza  a fra  gli  angoli  lelli  e calcolando  il 
valore  di  t ossia  l’arco  di  raggio  eguale  aH'unità  chiudente  il 
dello  angolo  a mediante  la  formula 


essendo  n il  nolo  rapporto  3,1415  della  circonferenza  al  dia- 

metro. Sostituendo  iieH’equaziune  stabilita  nel  precedente  numero 
i trovati  valori  di  M,  L,  J e $ ai  calcola  E'". 

Afiinchè  i risullamcnli  che  si  ottengono  operando  come  or  ora 
si  è detto  possano  inspirare  fiducia,  conviene  sottoporre  ad  espe- 
rienza dei  prismi  mollo  brevi,  perchè  altrimenti,  a motivo  del  loro 
stesso  peso,  il  fenomeno  della  flessione  prodotta  dal  dello  peso 
verrebbe  a complicare  quello  della  torsione  ; di  più  non  basta  di 
trovare  il  valore  di  E'"  conveniente  ad  una  data  sostanza  con  una 
sola  esperienza,  bisogna  iiislitiiirnc  parecchie  su  prismi  della  stessa 
materia  e con  sezione  della  stessa  forma,  e prendere  per  valore 
di  E'"  da  adoperarsi  nella  pratica  il  valore  medio  di  tulli  quelli 
risnilanli  dalle  diverse  esperienze  le  quali  in  modo  soddisfacente 
vennero  condotte  a buon  termine. 

L’ingegnere  Dulcau  fece  alcune  esperienze  per  determinare  il 
coefficiente  di  torsione  del  ferro,  ed  operò  .sopra  sbarre  a sezione 
circolare  e sopra  sbarre  con  sezioni  quadrate  c rettangolari.  I ri- 
sultati di  tali  esperienze  non  furono  troppo  soddisfacenti  a motivo 
delle  irregolarità  che  si  trovarono  nei  valori  dei  coefficienti  di 
torsione,  irregolarità  le  quali,  essendo  piuttosto  considerevoli  per 
le  sbarre  di  ferro  con  sezioni  quadrale  e rettangolari,  portarono 
a conrhiudere  potersi  vantaggiosamente  applicare  le  considerazioni 
teoriche  che  vennero  esposte  sulla  torsione  ai  corpi  cilindrici  con 
sezione  circolare  ed  ai  prismi  con  sezione  poligonale  regolare  di 
nn  gran  numero  di  lati , e condurre  esse  a risultati  di  approssi- 
mazione piuttosto  grossolana  nei  casi  meno  frequenti  della  pratica 
di  prismi  con  sezioni  diverse  da  quelle  or  ora  accennate. 

Esperienze  di  Savart  hanno  condotto  a risullamenli  che,  meglio 
di  quelli  di  Dulean,  si  accordano  colle  dette  considerazioni  teori- 
che ; e dal  complesso  delle  diverse  esperienze  che  finora  vennero 
instituite  deriva  potersi  in  pratica  ammettere  i seguenti  valori  niedii 
dei  coefficienti  di  torsione  riferiti  al  millimetro  quadralo. 
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1 INOiaZIONE  DEI  COPPI 

Coefflclemì  di  torsione  I 
riroriii  1 

al  Binimetro  qaadnto 

Larice  rosto 

C« 

433  1 

Quercia 

400 

Acciaio  di  Germania 

6000  ' 

Acciaio  fuso  assai  Ano 

10000 

Bronzo  

1066 

Ferro  dolce 

6000 

Ferro  in  barre  

6666 

Ghisa 

2000 

1 

■lame 

1 

ió66  . 

Il  confroiilo  dei  cuuHicieuti  d'elasUcilà  longitudinale  relativi  al- 
Testensionc  coi  coellicienti  di  torsione  porta  a concliiudere  che  pei 
corpi  ordinariamente  usati  nelle  costruzioni  non  si  va  lungi  dal 
vero  assumendo  questi  siccome  rispettivamente  eguali  ad  1/3  di 
quelli. 

59.  Angolo  di  torsione  per  ogni  unità  di  lunghezza,  e suo 
limite  pratico.  — 11  quoziente 

fl_  jL 

che  si  ricava  dall’ultima  equazione  del  numero  .51  la  quale  sommi- 
nistra il  valore  dell’arco  6 di  raggio  L chiudente  l’angolo  di  tor- 
sione,^  è ciò  che  misura  Vangalo  di  torsione  per  ogni  unità  di  lun- 
gheaa,  e rappresenta  esso  l’arco  aa,  (fig.  35)  di  raggio  Cu  eguale 
all’unilà  chiudente  l’angolo  AG  A,  il  quale  esprime  di  quanto  in  un 
prisma  contorto  una  sczion  retta  qualunque  A B D ha  girato  ri- 
spetto alla  sezion  retta  A'B'D'  che  da  essa  dista  di  una  quantità 
G'  C pure  eguale  aH’unilà. 

Supponendo  che  la  libra  A A'  sia  maggiormente  distante  daU’asse 
OC'  del  prisma,  evidentemente  nel  tratto  di  solido  compreso  Tra 
le  due  sezioni  rette  ABD  ed  A'B'D'  sarà  essa  quella  che  subisce  il 
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raassirno  spostamento  pel  fatto  lidia  torsione,  e fra  tutti  i punti 
dell  asse  della  fibra  A A'  sarà  A quello  che  passando  in  A,  descrive 
il  più  grande  arco  in  un  piano  normale  dell'asse  del  prisma  e col 
centro  sul  detto  asse.  Ciò  premesso,  se  chiamasi  r la  distanza  CA 
della  fibra  A A'  dall’asse  CC'  del  prisma,  siccome  l'arco  aa^  di  rag* 

gioCo=:l  vale  ^ , l’arco  A A,  varrà -j- ; e quindi,  moltiplicando 

per  r i due  membri  deU’equazione  che  venne  stabilita  al  principio 
di  i|uesto  numero,  si  avrà  che  per  ogni  unità  di  lunghezza  la  fibra 
maggiormente  distante  daU’asse  del  prisma  subisce  lo  spostamento 
S espresso  da 

„ rfl Mr 

r~E"M' 

Questo  spostamento  S è la  quantità  che  non  deve  superare  un 
certo  limite  airincbè  non  avvenga  snervamento  nei  prismi  sotto- 
posti a torsione,  e nelle  ordinarie  circostanze  della  pratica  non 
deve  esso  eccedere  metri,  decimetri,  centimetri,  ecc.  U,U0U667  per 
ogni  porzione  di  prisma  contorto  rispettivamente  lunga  1 metro, 
1 decimetro,  1 centimetro,  ecc. 

60.  Equazione  di  stabilità  dedotta  dal  limite  pratico  deH'an- 
golo  di  torsione.  — Un  corpo  prismatico  sottoposto  a torsione 
trovasi  in  istato  di  stabilità,  quando  il  momento  della  forza  la  quale 
produce  la  torsione  è inferiore  a quello  che  è capace  di  far  subire 
alla  fibra  maggiormente  distante  dall’asse  lo  .spostamento  limite 
affinchè  non  avvenga  snervamento.  Segue  da  ciò  che  il  massimo 
momento,  col  quale  si  può  cimentare  in  un  prisma  la  resistenza 
alla  torsione,  è il  valore  di  M che  ricavasi  dall’ultima  equazione 
del  numero  precedente,  e che  quindi  l’equazione  di  stabilità  è 

M = E"'S-, 
r 

nella  quale  le  lettere  E'"  ed  J hanno  i significati  che  loro  vennero 
attribuiti  al  numero  50,  e le  lettere  r od  S quelli  che  ad  esse  ven- 
nero dati  nel  precedente  numero. 

Per  gli  alberi  dei  motori  idraulici  e per  quelli  delle  ruote  in  ge- 
nere si  sono  calcolati  dei  valori  di  E'" S,  assumendo  per  S 0,000667 
negli  alberi  leggieri  e 0,0003335  negli  alberi  forti,  ossia  iii  quelli 
dei  motori  di  prima  trasmissione  dei  movimenti  c per  quelli  desti- 
nati a trascinare  delle  pesanti  masse.  Questi  valori  diE"'S,rife- 
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rendo  quelli  di  E'"  al  loelro  quadralo  col  prenderli  nella  tavola  che 
venne  data  al  numero  58  c col  moltiplicarli  per  1000000,  sono 
quali  risultano  dalla  seguente  tavola. 


VALOfte  DI  E*”  S 

indicazione  dei  corpi 

per  liberi  legiferi 

per  liberi  forti 

Larice  rosso 

Cg 

388811 

C« 

144405 

Quercia 

366800 

133400 

Acciaio  e ferro 

4003000 

3001000 

Ghisa 

1334000 

667000 

61.  Ipotesi  fondamentali  sulla  resistenza  dei  solidi  prisma- 
tici ed  omogenei  alla  rottura  per  torsione.  — In  un  solido  pris- 
matico sottoposto  a torsione  si  verifica  la  rottura  allorquando  lo 
sposliimento  angolare,  il  quale  ha  luogo  Tra  due  sue  sezioni  conse- 
cutive qualunque,  e tale  che  rallungamcnto  risultante  nelle  porzioni 
di  Bbre  maggiormente  deformale  comprese  fra  queste  sezioni  ha  di 
tanto  allontanate  le  molecole  le  ime  dalle  altre  da  non  poterlo  es- 
sere di  più  senza  che  avvenga  la  loro  separazione. 

Non  si  posseggono  suflìcienti  dati  sperimentali  sulla  resistenza 
alla  rnllura  per  torsione,  ed  in  loro  mancanza  si  accetteranno  le 
ipotesi  già  ammesse  dal  Navicr  e da  molli  altri  autori,  che  cioè  le 
azioni  molecolari  sviluppate  dalle  diverse  libre  per  riprendere  le 
primitive  loro  posizioni,  anche  al  momento  in  cui  sta  per  avvenire 
la  rottura,  siano  in  un  prisma  direttamente  proporzionali  alle  su- 
perlicie  delle  sezioni  rette  ed  alle  distanze  di  queste  dall'asse  del 
prisma  stesso. 

62.  Momento  di  resistenza  alla  rottura  per  torsione.  — 

Siano  ; 

0)  la  superfìcie  elementare  della  sezione  di  una  fibra  qualunque  ; 

V la  distanza  di  questa  fibra  dall’asse  del  prisma  ; 

M,  il  momento  di  resistenza  alla  rottura  per  torsione,  il  qual 
momento  è da  considerarsi  siccome  eguale  ed  agente  per  verso 
contrario  a quello  secondo  cui  agisce  la  somma  H dei  momenti 
delle  forze  che  producono  la  torsione  ; 
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)'  la  distanza  che  la  tìhra  del  prisma  maggiormente  distante  dal 
suo  asse  ha  dall’asse  medesimo  ; 

R'"  un  coeflicienle  costante  dipendente  dalla  materia  di  cni  il 
prisma  è formato  rappresentante  la  resistenza  alla  rottura  per  tor- 
sione riferita  all'iinità  di  superfìcie. 

La  fìhra  che  trovasi  a distanza  r daH'assc  del  prisma,  essendo 
quella  che  subisce  il  più  grand'allimgamento,  è la  prima  in  cui 
tende  a manifestarsi  la  rottura,  c (|uindi  questa  fìhra  all'istante  in 
cni  sta  per  incominciare  la  rottura  del  prisma  svolge  l'azione  mo- 
lecolare R'"  riferita  all’unità  di  superficie.  Ammettendo  ora  l'ipotesi 
della  proporzionalità  delle  resistenze  delle  fibre  alle  loro  distanze 
dall'asse  intorno  al  quale  ha  luogo  la  torsione,  agevolmente  si  de- 
duce : che  una  fibra  qualunque  posta  a distanza  v dal  detto  asse 
sviluppa  l’azione  molecolare 

!ìr- 

r 

riferita  airunita  di  superficie,  e fazione  inolecolarc 

ff 

' i>  w 

— n ao 
r 

riferita  all'intiera  superficie  della  sua  sezione  ; che  il  momento 
della  resistenza  opposta  da  una  fibra  qualunque  rispetto  all’asse  del 
solido  contorto  è 

r 

e che  la  somma  dei  momenti  opposti  da  tutte  le  fibre,  ossia  il  mo- 
mento di  resistenza  alla  rottura  per  torsione,  è data  da 

' r 

Chiamando  poi  J il  momento  d'inerzia  polare  2 «e*  della  superficie 
della  sezion  retta  del  prisma  sottoposto  a torsione,  rullima  equa- 
zione diventa 

M,  = M=R'"-. 

* r 

La  quantità  R'"  chiamasi  da  taluni  coeffìcienle  di  rollili  a fier  lor- 
itone,  e va  essa  considerata  siccome  una  forza  da  esprìmersi  colla 
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medesima  unità  iu  cui  trovasi  espressa  quella  che  entra  nel  mo- 
mento M,  riferendola  all'unità  di  superficie  corrispondente  all'uiiità 
di  lunghezza  scelta  per  esprimere  r,  il  braccio  che  è uno  dei  due 
fattori  componenti  il  momento  M e le  dimensioni  contenute  nel 
momento  d’inerzia  J.  ^ 

65.  Deferminuione  della  reaistenza  alla  rottura  per  tor- 
sione. — Le  esperienze  per  determinare  il  valore  di  R'",  ossia  la  re- 
sistenza alla  rottura  per  torsione  riferita  aU'nnità  di  superGcie,  de- 
vono essere  instituitc  come  si  è detto  al  numero  58  sulla  determi- 
nazione del  coefGciente  di  torsione  E'",  accrescendo  però  il  momento 
M,  finché  incomincia  a manifestarsi  disgiunzione  di  molecole  sulla 
superfìcie  del  corpo  prismatico  sottoposto  ad  esperimento.  Allora, 
mettendo  nell'ultima  equazione  del  numero  precedente  il  valore  di 
M corrispondente  aU'istante  in  cui  si  manifestarono  i primi  segni 

di  rottura  ed  il  valore  di  - calcolato  dietro  la  forma  e le  dimen- 

r 

sioni  del  solido  esperimeutato,  si  può  dedurre  il  valore,  di  R'"  con- 
veniente alla  materia  costituente  il  prisma  ed  alla  forma  della  sua 
sezione  trasversale. 

Pochissime  sono  le  esperienze  che  finora  vennero  instituite  sulla 
resistenza  alla  rottura  per  torsione,  ed  i risultati  a cui  esse  hanno 
condotto  riescono  incerti  a motivo  delle  irregolarità  che  presen- 
tano per  inesattezza  delle  ipotesi  che  vennero  riferite  al  numero  61. 
e dietro  le  quali  si  è dedotta  l'ultima  equazione  del  precedente  nu- 
mero. 1 cilindri  a base  circolare  sono  i solidi  in  cui  si  riscontrano 
minori  irregolarità  nei  valori  di  R'"  c,  riferendoli  al  millimetro 
quadrato , si  può  ritenere  che  per  la  quercia  , pel  ferro  e per  la 
ghisa  siano  mediamente  quali  risultano  dalla  seguente  tavola  : 


INDICAZIONE  ORI  CORPI 

lUa  rottura  |>er  torsione 
riferlla 

al  millimetro  ({uadrato 

1 

Cg 

1 Quercia  e lance  russo 

4 

j 

Acciaio  c ferro 

00 

' Ghisa ... 

20 

64.  Condizione  ed  equazione  di  stabilità  dedotte  dalla  resi- 
atenza  alla  rottura  per  torsione.  — Se  alle  lettere  M,  R'",  J ed  r 
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si  conservano  i signiticati  che  loro  vennero  atlribuili  nel  numero  62, 
affinchè  in  un  solido  prismatico  sottoposto  a torsione  siavi  stabilità, 
bisogna  che  nella  fibra  maggiormente  distante  dall’asse  non  si  svi- 
luppi la  resistenza  alla  rottura  R'"  per  ogni  unità  di  superficie , 
ina  sihbenc  una  frazione  solamente  «(li  tale  resistenza  che,  chia- 
mando n"  un  coeflìcienle  di  stabilità,  sarà  espressa  da  n"  R'".  In 
vista  di  questo  si  avrà 


per  condizione  di  stabilità  e 

r 


per  equazione  di  stabilità. 

Nell'applicazione  di  quest’equazione  di  stabilità  agli  alberi  di 

1 

ruote  si  può  assumere  come  valore  di  n"—j^  per  gli  alberi  che 

devono  girare  con  moto  uniforme  e senza  urli  ; ^ per  gli  alberi 

il  cui  molo  non  è sempre  uniforme  e che  vanno  soggetti  ad  urti. 

65.  Ubo  delle  equaxioni  di  stabilità  relative  alla  torsione.  — 
L’equazione  di  stabilità  del  numero  6U  e quella  del  numero  pre- 
cedente servono  principalmente  alla  risoluzione  dei  due  seguenti 
problemi  pratici  : 

1'  Trovare  a qual  momento  torrente  M si  può  assoggettare  un 
corpo  prismatico  ed  omogeneo  di  data  sostanza  del  quale  si  conoscono 
forma  e dimensioni  della  sezion  retta  ; 

2*  Trovare  una  delle  dimensioni  della  sezion  retta  di  forma 
cognita  da  assegnarsi  ad  un  corpo  prismatico  omogeneo  di  data  so- 
stanza che  deve  andar  sottoposto  alla  torsione  prodotta  da  un  dato 
momento  M. 

L’equazione  del  numero  60  serve  pel  caso  in  cui  è noto  il  va- 
lore numerico  di  E'",  e l'equazione  del  numero  64  serve  quando 
invece  di  E'"  si  conosce  R'". 

Nel  risolvere  il  secondo  problema  si  trova  : o che  il  rapporto  p 

che  entra  nelle  equazioni  di  stabilità  contiene  una  sola  dimensione 
della  sezion  retta  del  solido  da  determinarsi,  ed  allora  l'applicazione 
di  una  delle  equazioni  di  stabilità  conduce  senz'altro  a trovare 
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questa  dimensione  ; oppure  che  il  detto  rapporto  contiene  due  e 
più  dimensioni  della  sezion  retta,  ed  allora  bisogna  preventiva- 
mente fissarsene  una  o più  e calcolare  quindi,  coU'applicare  una 
delle  due  equazioni  di  stabilità , quella  dimensione  lasciata  inco- 
gnita. Cosi  pei  cilindri  a sezion  retta  circolare  il  rapporto  di- 
pende solamente  dal  raggio,  ed  una  delle  due  equazioni  di  stabilità 
serve  senz’altro  alla  sua  determinazione  quando  si  conoscono  tutte 
le  altre  quantità  che  entrano  neU'equazione  di  stabilità  che  vuoisi 
applicare  ; pei  solidi  cilindrici  invece,  la  cui  sezione  ha  forma  di 

corona  circolare,  il  rapporto  ^ dipende  dal  raggio  interno  e dal 

raggio  esterno,  e preventivamente  bisogna  darsi,  o uno  di  essi  e 
calcolare  poi  l’altro,  oppure  una  ’relazione  che  deve  esistere  fra 
i due. 

Le  considerazioni  teoriche,  che  vennero  esposte  sulla  resistenza 
dei  prismi  alla  torsione  e che  convengono  abbastanza  bene  ai  solidi 
cilindrici  a sezion  retta  circolare  ed  ai  solidi  prismatici  aventi  per 
sezion  retta  dei  poligoni  regolari  di  molti  lati,  non  possono  con- 
durre che  a risultati  di  grossolana  approssimazione  quando  si  ap- 
plicano a prismi  di  sezion  retta  poligonale  qualunque  a motivo  dei 
dissaccordi  in  cui  si  trovano  coi  fatti  d'osservazione.  Per  buona 
sorte  però  i solidi  cilindrici  a sezioni  rette  circolari  piene  e vuote 
ed  i solidi  prismatici  aventi  per  sezioni  rette  dei  poligoni  regolari 
di  multi  lati  sono  i più  frequenti  e quasi  i soli  per  cui  nella  pra- 
tica vieti  cimentata  la  resistenza  alla  torsione  , e quindi  l’esposta 
teoria,  tuttoché  incompleta,  è da  ritenersi  siccome  più  che  sufll- 
ciente  in  questo  lavoro  avente  scopo  essenzialmente  pratico. 

Chi  vuol  conoscere  un  interessante  e ben  studiato  lavoro  sulla 
resistenza  alla  torsione  può  consultare  la  terza  edizione  del  iNavier, 
che  neU’anno  18114  venne  pubblicata  con  numerose  note  e lunghe 
appendici  del  signor  Barre  de  Saint-Venant,  dove  trovasi  una  teoria 
che  si  può  dire  conforme  ai  fatti  d’osservazione  e che  general- 
mente si  può  applicare  a solidi  prismatici  con  sezioni  rette  diverse 
dalle  circolari  e dalle  poligonali  regolari  di  molti  lati. 

60.  Modo  dì  applicare  le  equazioni  di  stabilità  nel  caso  in 
cui  le  forze  che  producono  la  torsione  sono  molte  e contenute 
in  diversi  piani  normali  all’asse  del  solido.  — Sia  un  solido  di 
asse  C'X  (Jig.  56),  c nelle  diverse  sezioni  .\'B'D',  A"B"D", 
trovisi  sollecitato  dalle  forze  P',  P",  F",  le  quali  producono  torsione 
agendo  rispettivamente  per  lo  stesso  verso  con  momenti  M',  M",M"', 
L'Asts  di  FAisHictsi.  Hesi$tenta  dei  maleriali,  eee.  — 8 
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rispetto  al  detto  asse;  sia  poi  MNP  la  sezione  de)  solido  clic  in  uu 
modo  qualunque  è mantemila  renna  ed  alla  quale  si  possono  rife- 
rire i momenti  rotatori  subiti  da  tutte  le  altre  sezioni  attorno 
all'asse  CX.  Evideutcmenle  è sollecitato  a torsione,  dal  solo  mo- 
mento M'il  tratto  di  solido  A'H'D'A"U"D",  dalla  somma  dei  due  mo- 
menti M'  ed  M"  il  tratto  suceessivo  A"B"D"  A'"  e dalla  somma 

dei  tre  momenti  M',  M"edM"'il  tratto  A"' B'" D'" M NP.  Essendo  poi 
il  solido  prismatico,  il  tratto  A'"B"'D'"MNP  è quello  in  cui  più  che 
negli  altri  due  si  fa  sentire  l’elfelto  della  torsione  ed  è ad  esso  tratto 
che  si  deve  applicare  requazione  di  stabilità  col  farvi  il  momento 
torcente  M eguale  alla  somma  dei  tre  momenti  M',M"ed  M'". 

In  generale,  avendosi  nn  solido  prismatico  a cui  in  n sezioni  rette 
diverse  sono  applicale  « forze  prodiicenti  torsione,  l'equazione  di 
stabilità  deve  essere  applicata  pel  tratto  che  termina  colia  sezione 
rimasta  iissa  ponendovi  per  M la  somma  ili  lutti  i momenti  che 
producono  la  torsione  qiiand'essi  tendono  a girare  per  uno  stesso 
verso.  Nel  caso  in  cui  i delti  momenti  agiscono  alcuni  in  un  senso 
ed  alcuni  in  senso  contrario,  bisogna  applicare  l'equazione  di  sta- 
bilità per  quel  tratto  cui  curris|ioude  la  massima  somma  algebrica 
dei  momenti  che  producono  la  torsione,  prendendo  questa  somma 
di  momenti  a partire  da  quello  contenuto  nella  sezione  maggior- 
mente distante  dalla  sezione  rimasta  lissa  lino  a quello  conlcnulu 
nella  sezione  che  precede  il  tratto  die  si  considera,  e sarà  la  detta 
somma  massima  il  valore  di  M da  porsi  airadollata  equazione  di 
stabilità. 

67.  Confronto  fra  gli  angoli  di  torsione  che  subiscono  i prismi 
con  sezione  piena  ed  i prismi  con  sezione  vuota.  — Se  eonsi- 
deransi  due  prismi  della  stessa  materia,  egualmente  lungbi,  in  egiial 
modo  sottoposti  a torsione  sotto  l'azione  di  uno  stesso  momento, 
colla  medesima  sui»erlìcie  di  sezion  retta  e soltanto  con  forma  di- 
versa in  quest'ultima,  in  guisa  clic  siano  essi  equivalenti  in  volume 
con  eguaglianza  nei  valori  del  coeflicientc  di  torsione  E'" , della 
lunghezza  L c del  momento  torcente  M ; se  supiiouesi  che  la  se- 
zione di  uno  dei  prismi  sia  piena  e vuota  quella  dell  altro  coi  loro 
momenti  d'inerzia  jiolari  rispettivamente  eguali  ad  .1'  ed  J";  se  cliia- 
mansi  d e d'  gli  archi  di  raggio  1 cbiudenti  gli  angoli  di  torsione 
che  questi  prismi  v||iguno  a subire  sotto  l azione  del  momento  .M, 
se  applicasi  la  forinola  del  numero  51,  clic  dà 

ML  ML 

® — E"'J"’ 
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e se  dividonsi  l’uaa  per  l'altra  queste  due  equazioni  risulta 

0"—  r • 

Ora,  a parità  di  superGcie,  il  momento  d’inerzia  J"  della  sezione 
vuota  è evidentemente  maggiore  del  momento  d’inerzia  J'  della 
sezione  piena,  giaccbé , essendo  equivalenti  le  due  figure , si  pos- 
sono snpporre  composte  di  un  egual  numero  di  elementi  superfi- 
ciali i quali  più  nella  prima  che  nella  seconda  trovatisi  distanti 
dagli  assi  per  rapporto  a cui  si  prendono  i momenti  polari.  Segue 

J'/  ^ 

da  ciò  che  il  rapporto  -j-,  e che  quindi  anche  il  suo  eguale^;,  è mag- 
giore dell’unità , ossia  ancora  che  ó'  è maggiore  di  6".  Il  prisma 
con  sezione  piena  adunque  si  contorce  più  di  quello  con  sezione 
vuota,  e quindi  a parità  di  materia  i prismi  con  sezione  vuota  sono 
più  solidi  di  quelli  con  sezione  piena;  ossia  ancora  con  economia 
di  materia,  si  può  avere  la  necessaria  stabilità  impiegando  per  re- 
sistere alla  torsione  dei  prismi  vuoti  anziché  dei  prismi  pieni. 

Si  può  arrivare  alle  stesse  conseguenze  paragonando  il  momento 
di  lorsibilità  del  solido  a sezione  piena  col  momento  di  torsibilità 
del  solido  a sezione  vuota  (num.  50)  giacché  per  quello  che  poco 
anzi  si  é detto  , essendo  J"  > J'  e quindi  anche  E"'J">  E"'J',  è 
giuoco  forza  il  conchiuderc  che  per  produrre  una  data  torsione  nel 
solido  a sezione  vuota  occorre  un  momento  di  forze  estrinseche 
più  grande  di  quello  che  è necessario  per  ottenere  la  stessa  tor- 
sione nel  solido  a sezione  piena. 

Paragonando  fra  loro  un  cilindro  pieno  ed  un  cilindro  vuoto 
della  stessa  materia,  della  stessa  lunghezza,  di  equivalente  sezion 
retta  e sottopósti  all’azione  di  uno  stesso  momento  che  tende  a 
contorcerli,  essendo  r il  raggio  del  cilindro  pieno,  si  ha  per  valore 
del  suo  momento  d'inerzia  polare  J' 


ed,  essendo  rispettivamente  »•'  ed  r"  il  raggio  interno  ed  il  raggio 
esterno  del  cilindro  vuoto,  si  ha  per  momento  d’inerzia  polare  J"  di 
quest’ultimo 
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H rapporto  dell’arco  6'  che  misura  l’angolo  di  torsione  del  primo 
all'arco  d"  che  misura  l'angolo  di  torsione  del  secondo  è adunque 

y_r"«  — r'«_  (r"'+r*)  (r"«  — r’«) 
r*.r’ 

Ora  per  l’equivalenza  delle  sezioni  rette  dei  due  solidi  si  ha 


e quindi 

d'_r">-t-r'» 
fl"  — r'» 


la  qual  equazione,  per  essere  la  somma  dei  quadrati  dei  due  raggi 
r"'  ed  r'*  maggiore  della  loro  dilTerenza,  mostra  ad  evidenza  la 
Maggioranza  di  6'  su  6". 

68.  Applicazione  della  teoria  sulla  resistenza  alla  torsione 
nella  risoluzione  di  alcuni  semplici  problemi.  — I.  Trovare  il 
raggio  da  darsi  ad  un  albero  cilifulrico  pieno  «n  ferro  e che  deve 
girare  con  molo  uiiifortiie,  incastrato  alle  estremità  e portante  un  peso 
di  2000  chilogrammi  alla  distanza  di  metri  0,20  dall’asse. 

Adottando  l’equazione  di  stabilità  del  numero  64  nella  risolu- 
zione del  proposto  quesito , chiamando  r il  raggio  domandalo  e 
prendendo  il  metro  per  unità  di  lunghezza  ed  il  metro  quadralo 
per  unità  di  superficie,  bisognerà  in  essa  fare 


M=2000  X 0,20=;  400, 


n 


'"-1 

“15’ 


R"'=:  60000000, 


per  cui  si  otterrà  la  seguente  equazione  determinatrice  di  r 

400  = ,^c0000000x  3’f»-’ 

IO  2 

d’onde,  essendo  a-  il  noto  rapporto  3,1415 della  circonferenza 

al  diametro. 


r 


r 5000. s 


^O”  ,0.139, 
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cosicché  il  domandato  raggio  sarà  un  po’  meno  di  4 centimetri. 

II.  Trovare  il  raggio  maggiore  ed  il  raggio  minore  da  assegnarsi 
ad  im  albero  cilindrico  cavo  di  ghisa,  il  quale  deve  portare  una  ruota 
idraulica  destinala  a trasmettere  un  lavoro  di  60  cavalli-vapore  colla 
velocità  di  I /4  di  giro  per  ogni  minuto  secondo. 

Per  la  risoluzione  di  questo  problema  è innanzi  tutto  necessario 
di  trovare  il  momento  M che  sull'albero  della  ruota  produce  tor- 
sione, e che  corrisponde  al  dato  lavoro  di  60  cavalli-vapore  con 
1/4  di  giro  per  ogni  minuto  secondo.  — Perciò  se  in  generale 
chiamansi 

L il  lavoro  in  cavalli-vapore  che  deve  trasmettere  la  ruota, 
n il  numero  dei  giri  che  essa  deve  dare  per  ogni  minuto  se- 
condo. 

Il  il  raggio  della  sua  circonferenza  esterna  espresso  in  metri, 

P qutdla  forza  in  chilogrammi  che,  supposta  applicata  tangen- 
zialmente alla  circonferenza  della  ruota,  e moltiplicata  per  la  velo- 
cità 27rRn  con  cui  si  muove  ogni  punto  della  circonferenza  stessa, 
dà  il  lavoro  L espresso  in  chilogrammetri,  si  ha,  giacché  ogni 
cavallo-vapore  vale  75  chilogrammetri, 

P.2*Rn=75L 

d'oude,  osservando  che  il  momento  M é appunto  eguale  a PR, 

M = PR  = ^. 

Venendo  ora  al  caso  particolare  proposto  si  calcolerà  M facendo 
nella  precedente  equazione 

L = 60  n=\, 

e si  otterrà 

u 75  X 60  9000 

M = j-  = . 

Dopo  di  ciò,  chiamando  r"  il  raggio  maggiore  dell’albero , assu- 

3 

meiidosi  g r"  per  raggio  minore  r e prendendo  per  unità  di  lun- 
ghezza il  metro  e per  unità  di  superficie  il  metro  quadrato , si 
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passerà  ad  applicare  l'equazione  di  stabililà  che  venne  data  al  nu- 
mero 64  facendo  in  essa 


M 


‘KlOO 


R"'= 20000000 , 


1 , 81 


272 

'ti25 


?rr 


c si  Irovcrà  la  seguenle  equazione  delerrainalrice  di  r" 


?^=^a(KI0(KI00xg.r”., 


dalla  quale  ricavasi,  essendo  rr  il  noto  rapporto  5,1415 
circonferenza  al  diainclro. 


della 


9 X 3 X 625 


2000  X ^72 . jr' 


= 0",1465. 


11  valore  di  r'  poi  sarà  dato  da 

r'rz?  0,1405  = 0", 0879, 

0 

e lo  spessore  s delia  parte  piena  dell’albero  avrà  il  valore 
s = 0,1465  — 0,0879  = 0",0586. 
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CAPITOLO  V. 

Resisienzn  allo  scorrimento 
nei  corpi  solidi. 

1)0.  Resistenza  allo  scorrimento  trasversale  e resistenza  allo 
scorrimento  longitudinale  nei  corpi  solidi  fibrosi.  — Due  sono 
i principali  modi  con  cui  in  un  corpo  solido  fibroso  può  essere 
cimentnln  In  resistenza  allo  scnrrinienlo,  ossia  la  resistenza  ad  uno 
sforzo  che  tende  a dividere  il  corpo  facendo  scorrere  una  delle  sue 
parti  sull'altra  senza  esercitare  uè  compressione , nè  estensione 
fuori  della  faccia  nella  (piale  sarà  per  manifestarsi  la  rottura.  Si 
verifica  il  primo  modo,  e viene  cimentata  la  resistenza  allo  scorri- 
mento trasversale,  allorquando  il  movimento  tangenziale  delle  due 
parti  die  tendono  a staccarsi  runa  daH’altra  ha  luogo  in  direzione 
perpendicolare  alle  libre  del  corpo  ; si  verifica  invece  il  secondo 
niodo,)C  si  provoca  allora  la  resisteva  allo  scorrimento  longitudinale, 
quando  il  detto  movimento  si  manifesta  nel  senso  delle  fibre. 

1 corpi  fibrosi  si  comportano  in  modo  ben  diverso  per  rap- 
porto alle  resistenze  allo  scorrimento  trasversale  ed  allo  scorri- 
mento longitudinale  ; ed  in  generale  si  mostrano  forniti  di  eguai 
facoltà  resistente  i corpi  con  tessuto  granulare,  in  iiualunqiic  senso 
venga  cimentata  la  loro  resistenza  allo  scorrimento. 

70.  Scorrimento  trasversale  assoluto  e scorrimento  trasver- 
sale relativo;  ipotesi  fondamentale  sulla  resistenza  allo  scor- 
rimento trasversale  nei  solidi  omogenei  ed  elastici.  — Allor- 
quando in  un  corpo  solido  vicn  provocala  la  resistenza  alio  scor- 
rimento trasversale,  si  pm'i  supporre  : che  una  sezione  piana 
qualunque  A'B'  {fig.  ó7)  si  sposti  relativamente  alla  sezione  vici- 
nissima AB  per  una  translazione  parallela  al  piano  di  questa  e 
che  una  fibra  o linea  materiale  au',  presa  fra  le  dette  sezioni  e 
normalmente  ai  loro  piani,  divenga  leggiermente  obliqua  per  rap- 
porto alle  superficie , o piane  o lievemente  curve,  che  dopo  la 
deformazione  vengono  a rappresentare  le  sezioni  considerate. 

La  quantità  A' A,,  la  quale  rappresenta  lo  spostamento  preso 
da  tutti  i punti  della  sezione  A'B'  passata  nella  posizione  A,B, , 
chiamasi  scorrimento  assoluto;  e prende  il  nome  di  scorrimento 
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A A, 

relativo  il  rapporto 

A A 


dello  scorrinienlo  assoluto  alla 


distanza 


primitiva  dalle  due  sezioni  considerale,  ossia  la  tangente  trigono- 
metrica dell’angolo  u'ao,  — A'AA,  che  qualunque  elemento  della 
fibra  aa'  fa  colla  nuova  posizione  uà,  che  esso  viene  a prendere 
in  seguito  allo  scorrimento  trasversale. 

L’azione  molecolare  sviluppatasi  nel  corpo  pel  fatto  dello  sposta- 
mento della  sezione  A'B'  relativamente  alla  sezione  AB  evidente- 
mente dipende  dalla  superficie  di  questa  sezione  e dallo  scorri- 
mento relativo,  e generalmente  si  ammette  che  sia  proporzionale 
al  prodotto  delle  accennate  due  (|uantità,  finché  la  forza  che  pro- 
duce lo  scorrimento  non  è capace  di  snervare  il  corpo. 

71.  Azione  molecolare  che  fra  due  sezioni  si  sviluppa  in  un 
solido  prismatico  omogeneo  ed  elastico  sotto  l'azione  di  una 
forza  la  quale  provoca  in  esso  la  resistenza  allo  scorrimento 
trasversale,  coefficiente  d'elasticità  trasversale.  — Ghiaminsi  : 
Dia  distanza  A.V  {fùj.  37)  delle  due  sezioni  considerate; 

Q la  superficie  della  sezione  AB; 
d lo  scorrimento  assoluto  A'A,  ; 

Q,  la  cercata  azione  molecolare  che  si  sviluppa  per  la  forza 
che  provoca  e produce  lo  scorrimento,  la  qual  forza  si  può  con- 
siderare siccome  eguale  e contraria  ad  una  forza  estrinseca  T” 
posta  nella  sezione  A,  B,  c diretta  nel  senso  secondo  cui  si  veri- 
fica Io  spostamento  trasversale  della  sezione  A,B,  per  rapporto 
alla  AB; 

un  numero  costante  dipendente  dalla  materia  di  cui  il  prisma 
è formato. 


Essendo  espresso  da 


d 

D 


Io  scorrimento  relativo,  la  cercala  azione 


molecolare  sarà  data  daH’equazione 


Q,=T'— E-ftg  (1), 

e.  facendo  lo  scorrimento  relativo  p = quest’equazione  si  tras- 
forma in 

04=T”=E'’flo'. 

La  quantità  E"  che  vale  il  rapporto  fra  la  resistenza  ^ rife- 
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rila  all'unilà  di  superGcie  e lo  scoiTimenlo  relativo  ù chiamasi 
coefficiente  d'elasticità  trasversale,  e,  siccome  faccudo  e 

si  ha  E”^  = T'%  si  può  astra  llnmenle  dire  che  il  coefficiente  d'eia* 
slicilà  trasversale  è quella  forza  la  quale  in  un  prisma  di  base 
eguale  airiiiiità  sarebbe  capace  di  produrre  uno  scorrimento  rela- 
tivo pure  eguale  all'unità. 

Per  quanto  concerne  alle  unità  con  cui  nei  calcoli  si  devono 
esprimere  le  quantità  D,  d,  XI,  ed  E"'  vale  quanto  si  è dello  al 
numero  12  sopra  la  stessa  cosa  relativamente  alle  quantità  ana- 
loghe L,  /,  A,  Q,‘  ed  E'. 

72.  Difficoltà  di  procedere  ad  una  determinazione  diretta 
del  coefficiente  d'elasticità  trasversale  e valori  che  al  mede- 
simo si  possono  assegnare  nelle  varie  circostanze  della  pra- 
tica. — E cosa  assai  dilTicile  il  produrre  in  un  corpo  anche  pris- 
matico il  solo  scorrimento  delle  sue  sezioni  trasversali  senza  che 
il  fenomeno  rimanga  complicalo  da  circostanze  esteriori  a quella 
che  si  vuol  studiare  ; così,  se  cercasi  di  produrre  questo  scorri- 
mento sospendendo  un  peso  all'estremità  di  un  prisma  orizzontai- 
.mente  incastralo  aU'allro  estremo,  egli  è evidente  che  questo  carico 
tende  ad  inflettere  il  corpo,  e che  per  conseguenza  contempora- 
neamente si  produce  scorrimento  e flessione  ; e lo  stesso  avviene 
quando  un  prisma,  anche  di  piccola  lunghezza,  caricato  di  uno  o 
più  pesi,  si  appoggia  orizzontalmente  a due  sostegni  fissi.  Per  otte- 
nere in  un  prisma  il  solo  scorrimento  trasversale,  bisogna  contem- 
poraneamente far  uso  di  forze  perpendicolari  e di  forze  parallele 
all'asse,  e disporre  queste  in  modo  da  paralizzare  gli  effetti  estra- 
nei allo  scorrimento  prodotti  dalle  prime  ; questa  combinazione 
però,  tuttoché  non  assolutamente  impossibile,  è almeno  difllcilis- 
sima  a realizzarsi , per  cui  cercasi  generalmente  di  mettere  in 
giuoco  l’elasticità  trasversale  producendo  la  torsione  in  un  cilindro 
della  sostanza  da  sperimentarsi  ed  incastrato  per  un  estremo.  Come 
si  è detto  al  numero  58  si  determina  il  coellìciente  di  torsione,  e 
si  assume  questo  siccome  coeflìcienle  d’elasticità  trasversale. 

Che  si  possa  assumere  il  coefficiente  di  torsione  di  una  data  so- 
stanza per  suo  coellìciente  di  elasticità  trasversale  facilmente  si  vede 
da  ciò  che,  cimentando  in  un  prisma  sia  la  resistenza  alla  tor- 
sione, sia  quella  allo  scorrimento  trasversale  e considerando  due 
sue  sezioni  vicinissime,  una  di  queste  si  sposta  per  rapporto  al- 
l’altra in  seguilo  di  una  specie  di  strisciamento  che  fra  esse  si  ve- 
rifica ; nella  torsione  lo  strisciamento  ha  luogo  per  un  molo  rota- 
torio che  una  sezione  prende  relativamente  all'altra  attorno  ad  un 
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asse  perpendicolare  ai  loro  piani  e passante  pei  loro  centri  di  super- 
ficie ; nello  scorrimento  trasversale  invece  lo  strisciamento  avviene 
per  un  moto  di  traslazione  che  una  sezione  prende  per  rapporto 
all’altra  ; i due  fenomeni  perù  sono  analoghi  e si  l’uno  che  l'altro 
mettono  in  giuoco  l’elasticità  trasversale  del  corpo  e quindi  non 
si  può  andar  lungi  dal  vero  assumendo  il  coefficiente  d'elasticità 
trasversale  siccome  sensibilmente  eguale  al  coefficiente  di  torsione, 
quando  quest'ultimo  venga  determinato  esperimentando  su  corpi 
cilindrici  con  sezion  retta  circolare  che  sono  quelli  a cui  meglio 
si  adatta  la  semplice  ed  elementare  teoria  sulla  torsione  che  veune 
data  nel  precedente  capitolo. 

Confrontando  i risultati  d’esperienza  sulla  determinazione  del 
coefficiente  d’elasticità  longitudinale  E'  relativo  aH’estcnsione  coi 
pochi  che  si  conoscono  sulla  determinazione  del  coefficiente  d’ela- 
sticità trasversale  E”,  si  viene  a conchiudere  che  pei  corpi  ordi- 
nariamente impiegati  nelle  costruzioni  con  qualche  approssimazione 

\ 

si  può  prendere  E"  eguale  ad  ^E',  per  modo  che  si  ha  una  sem- 
plicissima relazione  in  grazia  della  quale , conoscendosi  il  coeffi- 
ciente d’elasticità  longitudinale  relativo  all’estensione  per  una  data 
materia,  approssimativamente  si  può  dedurre  il  coefficiente  d’ela- 
sticità trasversale  relativo  alla  stessa  materia. 

75.  Condizione  ed  equazione  di  stabilità,  dedotte  dalla  resi- 
stenza allo  snervamento,  per  un  solido  prismatico,  omogeneo 
ed  elastico  sottoposto  aU'azione  di  una  forza  provocante  la  re- 
sistenza allo  scorrimento  trasversale.  — Chiamando 

T'”  la  forza  diretta  normalmente  all’asse  del  prisma , incon- 
trante quest’asse  e provocante  la  resistenza  allo  scorrimento 
trasversale, 

Q”  la  resistenza  allo  snervamento  sotto  l’azione  di  una  forza  . 
che  tende  a produrre  scorrimento  trasversale,  riferita  all'unità  di 
superficie  della  sezion  retta  del  prisma , 
il  la  superficie  del  prisma  stesso, 
essendo  espressa  da 


la  resistenza  allo  snervamento  per  scorrimento  trasversale  oppo- 
sta dal  prisma  di  sezion  retta  A,  si  avrà  per  condizione  di  sta- 
bilità 


T''<Q'’A. 
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Ora,  per  soililisrare  a qiiusl’ine;;iiaglianza,  basta  fare  in  modo 
che  T’'  sia  una  certa  frazione  di  Q”  0,  cosicché  chiamando  fn"  un 
numero  minore  deirunità  che  si  assume  per  coellìciente  di  stabi- 
lità, si  può  porre  l’equazione 

(1), 


la  quale  costituisce  appunto  l’cqunzione  di  stabilità. 

Osservando  poi  che,  essendo  E"  e il  coefficiente  d’elasticità 
trasversale  e lo  scorrimento  relativo  corrispondente  all’istante  in 
cui  sta  per  avvenire  snervamento,  si  ha  Q"=E'’'d,  la  precedente 
equazione  di  stabilità  si  può  ridurre  a 

T‘'=»rE-’Xi'J  (2). 

Per  quanto  concerne  ai  valori  del  coefficiente  di  stabilità  m", 
sì  possono  essi  prendere  eguali  a quelli  di  m,  di  cui  si  è tenuto 
parola  al  numero  14  parlando  dcirequazione  di  stabilità  pei  prismi 
sottoposti  a tensione,  e,  a seconda  dei  diversi  materiali , farli  va- 
riare colle  norme  che  in  detto  numero  vennero  date. 

74.  Dato  fondamentale  d'esperienza  sulla  resistenza  alla  rot- 
tura per  scorrimento  nei  solidi  prismatici  ed  omogenei.  — In- 
castrando per  un  estremo  e con  una  stessa  disposizione  di  fibre, 
se  pur  trattasi  di  corpi  fibrosi , dei  corti  corpi  prismatici , omo- 
genei, della  medesima  sostanza,  egualmente  lunghi,  ma  con  diffe- 
renti superficie  delle  loro  sezioni  rette,  e quindi  sottoponendoli 
aH’aziunc  di  forze  passanti  pei  loro  assi  e ad  essi  perpendicolari 
finché  avvenga  la  loro  rottura  per  scorrimento , si  trova  essere 
queste  forze  sensibilmente  proporzionali  alle  superficie  delle  sezioni 
rette  dei  prismi  espcrimentatì,  e per  conseguenza  potersi  stabilire 
siccome  dato  fondamentale  d’esperienza:  che  nei  corpi  prismatici 
cd  omogenei  le  resistenze  alla  rottura  per  scorrimento,  le  quali 
resistenze  sono  eguali  alle  forze  estrinseche  le  quali  stanno  per 
immediatamente  romperli,  sono  proporzionali  alle  superficie  delle 
toro  sezioni  rette. 

75.  Resistenza  dei  solidi  prismatici  ed  omogenei  aUa  rottura 
per  scorrimento.  — Siano  : 

n la  superficie  secondo  la  quale  tende  ad  avvenire  lo  scorrimento 
di  una  parte  di  prisma  relativamente  alt’altra  ; 

R4  la*  resistenza  che  il  solido  oppone  ad  essere  rotto  per  scorri- 
mento, la  qual  resistenza  va  considerata  siccome  una  forza  eguale 


— <24  — 

e direttamente  contraria  alla  forza  T"',  sotto  l'azione  della  quale  sta 
per  manifeatarsi  la  rottura  ; 

R"  un  coeffìcienle  costante  dipendente  dalla  materia  di  cui  il 
prisma  è formato. 

Applicando  il  fondamentale  risultalo  d'esperienza  clic  venne  rife- 
rito nel  precedente  numero,  si  ha  la  seguente  equazione  determi- 
natrice  della  cercala  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento 

R4=T'’=R”n. 


Il  numero  R'%  che  può  essere  chiamalo  coeffìcienle  di  rottura  per 

P 

scorrimento,  non  è altro  che  il  quoziente  ossia  la  resistenza  alla 

rottura  per  scorrimento  riferita  nll'unità  di  superflcie  ; e,  siccome 
facendo  neH'uItiraa  equazione  si  deduce 


R,— T'^  = R”. 


ne  deriva  potersi  dire  che  R"  è quella  forza  la  quale  è capace  di 
produrre  la  rottura  per  scorrimento,  od  anche  di  cimentare  la  resi- 
stenza alla  rottura  per  scorrimento,  in  un  prisma  dì  sezione  eguale 
all'unità,  formato  della  stessa  materia  e disposto  come  quello  di  cui 
si  cerca  la  resistenza  alla  rottura. 

Le  quantità  R4,  T"  ed  R''  si  devono  esprimere  colla  medesima 
unità  di  forze,  ed  il  valore  di  R"'  va  inteso  siccome  riferito  all'unità 
di  superGcie  che  si  è scelta  per  esprimere  l'area  della  sezione  H 
sulla  quale  tende  a manifestasi  la  rottura  per  scorrimento. 

76.  Determinazione  della  resistenza  alla  rottura  per  scorri- 
mento nei  corpi  prismatici  ed  omogenei.  — Nella  determina- 
zione di  questa  resistenza  non  s’incontrano  più  le  difficoltà  che 
vennero  indicale  al  numero  72  parlando  del  coefficiente  di  elasti- 
cità trasversale,  giacché  in  modo  semplice  e diretto  può  essa  ve- 
nir determinata  incastrando  orizzontalmente  un  prisma  per  un 
estremo , sospendendo  un  peso  in  sito  vicinissimo  aHa  sezione 
d’incastro  ed  aumentandolo  gradatamente  finché  sì  manifesta  la 
rottura.  Questo  peso  diviso  per  la  superficie  della  sezione  nella 
quale  succede  la  rottura,  dà  la  resistenza  allo  scorrimento  riferita 
all’unità  di  superficie. 

Vicat,  il  quale  iiistitu'i  alcune  esperienze  sulla  resistenza  allo 
scorrimento,  non  segui  l’accennato  metodo.  Egli  sottopose  ad  espe- 
rimento dei  cubi  di  gesso,  dei  mattoni,  delle  malte  e delle  pietre 
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calcari;  fece  praticare  in  ciascuno  dei  pezzi  due  fori  cilindrici  op- 
posti e del  medesimo  diametro  ; e misurò  la  forza  necessaria  per 
staccare  la  parte  solida  che  rimaneva  fra  questi  fori,  obbligandola, 
mediante  la  pressione  prodotta  da  una  specie  di  staiitulfo,  a scor- 
rere nel  senso  parallelo  all'asse  comune  dei  due  fori  stessi.  Se 
chiamansi 

F la  forza  capace  di  produrre  lo  staccamento  di  detta  parte 
solida  posta  fra  i due  fori, 

r il  raggio  di  ciascuno  di  questi , 
s lo  spéssore  rimasto  pieno  fra  i fondi  dei  fori, 
il  quoziente 

F 

2rrrs’ 


dove  s è il  noto  rapporto  3,1415 della  circonferenza  al  dia- 

metro , misura  la  resistenza  allo  scnrrinienlo  riferita  all'unità  di 
superfìcie;  e il  citato  sperimentatore,  prendendo  per  unità  di  forze 
il  cliilogramnia  e per  unità  di  supcrGcie  il  millimetro  quadrato , 

F 

avrebbe  mediamente  trovati  i seguenti  valori  di  ^ : 


cg 

Gesso  impastato  col  metodo  ordinario  ....  0,21 

Gesso  impastato  solidamente 0,53 

Malta  di  calce  grassa  e sabbia  dopo  14  anni  d'in- 
durimento all'aria 0,28 

Mattone  crudo 0,30 

Pietra  calcare 1,21 


Il  metodo  di  Vicat,  cbe  sembra  buono  pei  corpi  a tessuto  gra- 
nulare sul  quale  egli  ba  operato,  lascia  qualche  incertezza  pei  corpi 
fibrosi,  principalmente  nel  caso  in  cui  i fori  si  praticano  coi  loro 
assi  in  direzione  perpendicolare  a quella  delle  fibre , giacché  la 
resistenza  allo  scorrimento  non  può  essere  costante  su  tutto  il  con- 
torno del  cilindro  pieno  rimasto  fra  i fori  stessi. 

La  resistenza  dei  metalli  alla  rottura  per  scorrimento  può  essere 
espcrimentata  o col  metodo  che  venne  indicato  al  principio  di 
questo  numero,  oppure  procedendo  in  quest'altro  modo  ; fra  due 
aste  prismatiche  di  ferro  o di  acciaio,  egualmente  lunghe,  vertical- 
mente disposte  e colle  estremità  inferiori  egualmente  perforate,  si 
ponga  una  terza  asta  pure  prismatica,  con  grossezza  eguale  alla 
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larghezza  deirintervallo  che  esiste  fra  le  due  prime  e come  queste 
perforala  verso  reslremilà  superiore  ; mediante  un  pezzo  cilindrico 
del  metallo  da  sperimeularsi  ed  avente  diametro  eguale  a quello 
dei  tre  fori  si  uniscano  le  tre  aste  ; si  tiri  quella  di  mezzo  con 
forza  ognor  crescente  lino  a produrre  la  rottura  del  detto  cilindro 
o perno  ; e si  divida  la  forza  sotto  la  quale  incoiniuciò  a manife- 
starsi la  rottura  per  il  doppio  della  superlirie  della  sezion  retta 
del  detto  perno,  onde  avere  la  resistenza  alla  rottura  per  scorri- 
mento riferita  aU'unità  di  superlicie. 

Un  altro  modo  con  cui  comodamente  si  può  espcrimentare  la 
resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  consiste  : nel  procurarsi 
uno  stabile  blocco  di  ghisa  o di  acciaio  portante  due  guance,  pa- 
rallele, a piccola  distanza  l'una  dall’altra,  e mutiite  di  fori  cilindrici 
corrispondenti  ; nel  fermare  orizzontalmente  fra  queste  guance  ed 
entro  due  fori  corrispondenti  i pezzi  cilindrici  del  metallo  da  s|>eri- 
menlarsi  ; e nel  produrre  tal  jiressione  sulla  parte  di  essi  che  ri- 
mane intercetta  fra  le  pareti  interne  delle  dette  guance  da  pro- 
durre la  rottura  per  staccamenlo  di  questa  parte  da  quelle  poste 
nei  fori.  Torna  comodo  di  ottenere  la  pressione  che  deve  causare 
la  rottura  mediante  una  leva;  e questa  pressione  divisa  per  il 
doppio  della  superbeie  della  sezion  retta  del  cilindro  sottoposto  ad 
esperimento  dà  la  sua  resistenza  allo  scorrimento  riferita  all'unità 
di  superficie. 

Per  quanto  si  riferisce  al  ferro,  dalla  maggior  parte  degli  autori 
e da  molli  pratici  si  ammette  che  la  resistenza  alla  rottura  per 
scorrimento  trasversale  sia  poco  diversa  dalla  resistenza  alla  rot- 
tura per  trazione.  Le  più  recenti  esperienze  perù  accennano  ad  una 
lieve  inferiorità  di  quella  su  questa,  ed  inducono  a stabilire  siccome 
più  esalto  rammetterc  che  la  prima  sia  i 4/5  della  seconda,  sic- 
come già  aveva  trovato  Navier  in  seguito  a considerazioni  pura- 
mente teoriche;  c quindi  potersi  prendere  di  chilogrammi  32  per 
ogni  millimetro  quadrato  la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento 
trasversale  in  quel  ferro,  la  cui  resistenza  alla  trazioue  è di  4U  chi- 
logrammi pure  per  millimetro  quadrato. 

La  resistenza  della  ghisa  alla  rottura  per  scorrimento  trasversale 
forse  non  venne  ancora  direttamente  determinata  come  si  è fallo 
pel  ferro  ; c pare  che  finora,  atteso  l’analogìa  dei  fenomeni  che  si 
presentano  nella  torsione  e nello  scorrimento  trasversale,  siasi  sol- 
tanto indirettamente  dedotta  con  esperienze  sulla  resistenza  alla 
rottura  per  torsione  seguendo  il  metodo  indicato  al  numero  63  ed 
assumendo  la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  trasversale 
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siccome  idenlicu  alla  resistenza  alla  rottura  per  torsione.  Cosi  prò* 
cedendo,  si  trova  che  la  cercata  resistenza  della  ghisa  alla  rottura 
per  scorrimento  trasversale  si  può  mediamente  fissare  di  20  chilo- 
grammi per  millimetro  quadrato. 

Per  quanto  concerne  ai  legnami,  si  può  dire  che  mancano  total- 
mente le  esperienze  sulla  determinazione  della  vera  resistenza  alla 
rottura  per  scorrimento  trasversale  , e sicuramente  non  s'incorre 
nel  pericolo  di  compromettere  la  stahililù  delie  costruzioni,  a.ssu- 
mcndola,  siccome  consiglia  il  Buurdais  (^Traile  praliqve  de  la  ré- 
sislance  des  malériaux),  di  chilogrammi  1,50  per  millimetro  qua- 
drato se  trattasi  di  quercia,  e di  chilogrammi  1,50  se  trattasi  di 
larice  rosso. 

In  quanto  alla  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  longitu- 
dinale, per  mancanza  di  dati  sufficienti,  si  ammette  generalmente  ; 
che  nei  metalli  sia  poco  diversa  dalla  resistenza  alla  rottura  per 
scorrimento  trasversale  ; e che  nei  legnami  sia  sensibilmente  eguale 
a quella  che  nel  numero  17  venne  chiamala  resistenza  alla  rottura 
per  trazione  nel  senso  tangenziale  agli  strali  legnosi,  ossia  di  chi- 
logrammi 0,50  a 0,40  per  ogni  millimetro  quadrato  della  superfi- 
cie sulla  quale  tende  a manifestarsi  la  rottura  per  scorrimento  lon- 
gitudinale quando  trattasi  di  quercia  od  anche  di  larice  rosso. 

77.  Resistenza  allo  scorrimento  nei  massi  in  muratnra.  — 
Allorquando  un  masso  murale  trovasi  sollecitato  da  una  o più  forze  * 
le  quali  tendono  a staccarne  una  parte  facendola  scorrere  su  un’al- 
tra parte  che  rimane  immobile  senza  che  quella  produca  pressione 
su  questa,  due  diverse  resistenze  possono  opporsi  allo  scorrimento  : 

0 la  roesioue  della  malta  ; o l'aderenza  della  malta  stessa  colle 
pietre. 

Preparandosi  dei  corti  prismi  formali  per  corsi  perpendicolari 
alla  loro  lunghezza  colle  pietre,  coi  mattoni  e colle  malte  che  de- 
vonsi  impiegare  nell'esecuzione  delle  opere  murali  per  cui  vuoisi 
conoscere  la  resistenza  allo  scorrimento,  aspettando  che  le  malte 
abbiano  fallo  presa  e sottoponendo  i delti  prismi  all’esperienza  che 
venne  indicata  nel  bel  principio  del  precedente  numero,  si  trova  : 

1°  Che  per  le  malte  di  calcina  la  rottura  per  scorrimento  ha 
generalmente  luogo  neH'inlerno  di  un  loro  strato,  il  che  prova  che 
la  coesione  delle  malte  è in  generale  minore  della  loro  aderenza 
colle  pietre  e coi  mattoni , ed  esserq  la  resistenza  dovuta  alla  coe- 
sione quella  di  cui  bisogna  tener  conto  nel  determinare  la  resistenza 
allo  scorrimento  in  un  muro  nel  quale  tende  a staccarsi  una  parlp 
senza  produrre  pressione  suH'allra  ; 
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2*  Che  per  le  malte  di  gesso  lo  scorrimento  si  veriGca  per  lo 
più  fra  la  malta  e le  pietre,  se  pur  queste  sono  a siiperflcic  piane 
e non  molto  scabrose,  e che  quindi  è la  resistenza  dovuta  aU'ade- 
renza  quella  di  cui  bisogna  tener  conto  nel  valutare  la  resistenza 
allo  scorrimento  pei  massi  murali  io  cui  le  pietre  sono  collegate  da 
malta  di  gesso  ; 

3*  Che  la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  varia  colla 
qualità  delle  malte,  e che  cresce  col  tempo  durante  il  quale  le  malte 
si  lasciano  indurire  in  condizioni  favorevoli  ; 

4*  Che  la  detta  resistenza  si  può  assumere  siccome  variabile 
da  chilogrammi  0,01  a 0,20  per  ogni  millimetro  quadrato  della 
superGcie  sulla  quale  la  rottura  tende  a manifestarsi. 

Quando,  siccome  avviene  in  un  masso  murale  il  quale  sia  solle- 
citato da  una  spinta  orizzontale,  la  parte  di  muro  che  tende  a scor- 
rere esercita  una  pressione  sulla  parte  che  rimane  immobile,  ap- 
pena distrutta  la  resistenza  dovuta  alla  coesione  la  quale  speri- 
mentalmente trovasi  indi]>endentc  dalla  pressione,  entra  in  giuoco 
la  resistenza  dovuta  all'attrito  che  ha  lungo  nella  superficie  di 
scorrimento  fra  muratura  e muratura.  Questa  resistenza  può  essere 
determinata  procurandosi  dei  prismi  fatti  per  corsi  perpendicolari 
alla  loro  lunghezza  colle  pietre,  coi  mattoni  e culle  malte  che  de- 
vonsi  impiegare  neil'esecuziune  delle  opere  murali  per  cui  vuoisi 
conoscere  la  resistenza  dovuta  all'attrito,  aspettando  che  le  malte 
abbiano  fatto  presa,  distruggendo  la  coesione  che  ha  luogo  in  uno 
strato  di  queste,  ponendo  verticalmente  ciascuno  di  essi  colla  parte 
inferiore  ben  fissa  e colla  parte  superiore  perfettamente  aggiustata 
sulla  inferiore  come  se  la  coesione  non  fosse  stata  distrutta,  attac- 
cando alla  parte  superiore  una  funicella  la  quale  distendendosi  oriz- 
zontalmente vada  a passare  su  una  puleggia  fissa  portando  al  capo 
pendente  un  piatto  di  bilancia,  e mettendo  in  questo  piatto ^dei  pesi 
finché  si  ottiene  che  la  parte  superiore  del  prisma  sottoposto  ad 
esperimento  si  sposta  per  scorrimento  sulla  parte  inferiore.  La 
somma  dei  pesi  posti  nel  piatto  aumentata  del  peso  del  piatto 
stesso  e di  quello  della  parte  di  funicella  verticalmente  pendente 
dalla  puleggia  dà  evidentemente  la  misura  della  resistenza  d'at- 
trito, e facendo  l'esperienza  su  diversi  prismi  si  trova  : 

1'  Che  questa  resistenza  è proporzionale  alla  pressione  che  la 
parte  superiore  del  masso  esercita  contro  la  parte  inferiore,  e che 
per  conseguenza  vale  la  detta  pressione  moltiplicata  per  un  conve- 
nevole coeffuiente  d’altrilo  ; 
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2*  Che  varia  colla  iialura  e collo  stato  delle  superfìcie  in  con- 
tatto ; 

3*  Che  è indipendente  dall’estensione  di  questa  superficie  ; 

4’’  Che  nelle  ordinarie  circostanze  si  può  mediamente  assu- 
mere di  0,7G  il  coeniciente  d'attrito  di  muratura  sopra  muratura, 
che  si  deve  ridurre  a 0,57  (|uando  le  malte  sono  ancora  fresche,  e 
che  talvolta  si  può  aumentare  lino  ail  1,00  per  le  murature  di  pie- 
trame anche  fatte  con  malte  di  meiliocre  qualità,  le  quali  già  ab- 
hiano  fatto  buona  presa  in  circostanze  favorevoli. 

Per  rapporto  al  coclìiciente  d’attrito  da  adottarsi  nella  valuta- 
zione della  resistenza  allo  scorrimento  che  presentano  i massi  mu- 
rali sulle  loro  fondazioni , i pratici  sono  d’avviso  di  ammettere  : 
0,70  quando  sono  essi  stabiliti  sopra  roccia  naturale  o sopra  cal- 
cestruzzo; 0,57  quando  appoggiano  su  terra  e su  sabbia;  e final- 
mente 0,30  quando  sono  elevati  su  un  fondo  argilloso  un  po’  sog- 
getto a lasciarsi  rammollire  dall’acqua. 

- Vi  sono  degli  autori  i quali,  nel  valutare  la  resistenza  allo  scor- 
rimento pei  massi  murali  in  cui  la  parte  che  tende  a scorrere  eser- 
cita pressione  suU’altra  che  rimane  immohile , hanno  contem- 
poraneamente tenuto  conto  della  resistenza  dovuta  alla  coesione 
e di  quella  dovuta  all’attrito.  Se  però  si  osserva  come  entri  in 
giuoco  la  seconda  resistenza  appena  distrutta  la  prima , agevol- 
mente si  comprende  perchè  si  debba  S(dtanto  tener  conto  o dell’ima 

0 dell'altra  ; c , ponendo  mente  come  la  resistenza  dovuta  all’at- 
trito anche  col  tempo  non  sia  per  venir  meno  in  un  masso  mu- 
rale. mentre  lo  stesso  non  si  può  dire  di  quella  dovuta  alla  coe- 
sione, agevolmente  si  vico  a conoscere  perchè  quasi  tutti  i pratici 
siano  d’avviso  ili  tener  conto  soltanto  della  prima  e di  trascurare  la 
seconda  considerando  le  malte  come  un  sem|ilicc  mezzo  necessario 
ad  ottenere  un  perfetto  posamenlo  delle  pietre  le  ime  sulle  altre. 

La  resistenza  dovuta  all’attrito  che  si  sviluppa  in  un  masso  mu- 
rale allorquando  trovasi  sotto  l’azioiie  di  una  forza  che  tende  a 
romperlo  per  scorrimento , per  quanto  sopra  si  è detto,  dipende 
• dalla  pressione  che  esercita  sulla  parte  di  masso  che  rimane  im- 
mollile l'altra  parte  che  è soggetta  a scorrere,  e quindi  dal  peso 
di  (|ucst'ultima  parte  di  muratura,  il  qual  peso  facilmente  si  deduce 
dalla  conoscenza  dei  valori  medii  del  peso  specifico  ossia  del  peso 
di  1 decimetro  cubo  delle  principali  murature  indicale  neirnltima 
tavola  del  numero  17.  Per  i|iianto  spella  ai  valori  del  peso  di 

1 decimetro  cubo  delie  murature  in  pietra  da  taglio  si  possono 

L'Arte  di  fabbricare  Kefiilenza  dei  maleriaU,  ccc.  — 9. 
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assumere  quelli  delle  pietre  con  cui  le  luuralure  stesse  sono  for- 
male, che  si  trovano  riporlali  nel  quadro  nuiuerico  del  numero  54. 

711.  Resistenza  allo  scorrimento  nei  massi  di  terra.  — ■ Con- 
siderando delle  terre  di  recente  smosse  e,  i|ua.si  a guisa  di  pol- 
vere , ridotte  a particelle  staccale  ed  iiidipendenti  le  mie  dalle 
altre,  si  vede  che  allora  e.sse  nalurtUmenle  si  dispongono  scrondo 
nn  certo  pendìo  c clic  così  si  stabiiiscono  allo  stato  di  equilibrio. 
Le  molecole  situale  sulla  snperlieie  libera  del  pendìo  si  trovano 
sollecitate  a scorrere  dalla  componente  tangenziale  del  loro  peso, 
e .se  malgrado  la  loro  mobilita  non  obbediscono  a quest'azione, 
questo  deriva  da  ciò  che  esse  provano  una  resistenza  eguale  e 
contraria , ossia  una  resistenza  d'attrito  da  parte  delle  niolecole 
vicine.  L'esistenza  deiraltrilo  però  fra  le  molecole  terrose  non  basta 
per  spiegare  tulli  i fatti  che  si  manifestano  nel  loro  equilibrio  ; 
e,  per  esempio,  non  si  saprebbe  vedere  come  succeda  che  alcune 
terre  anche  sotto  un  taglio  a picco  si  mantengano  per  qualche 
tempo  in  equilibrio , senza  ammettere  che  esse  posseggano  una 
certa  forza  di  coesione. 

In  seguilo  di  (|uestc  considerazioni,  sembra  naturale  l'ammcl- 
lere  essere  due  le  resistenze  che  si  oppongono  allo  scorrimento 
delle  due  parli  di  un  masso  di  terra  l'una  sopra  l'ullra  : quella 
dovuta  alla  coesione , indipendente  dalla  pressione  normale  alla 
superfìcie  sulla  quale  tende  a manifestarsi  lo  srorrimenlo  c propor- 
zionale a questa  superfìcie  stessa;  c quella  dovuta  all'attrito,  pro- 
porzionale alla  delta  pressione  normale.  K opinione  dei  pratici  : 
che  le  indicate  resistenze  non  si  sviluppino  eonlemporaneamenle , 
ma  sibbene  che  la  seconda  tenga  dietro  alla  prima  ; che  neU  insli- 
luire  dei  calcoli  relativi  airc(|uilihrio  delie  terre  si  debba  lener 
conto  solamente  di  una  di  esse  ; e che  pel  caso  in  cui  si  voglia 
un  equilibrio  duraturo  si  debba  tener  conto  della  resistenza  do- 
vuta all'attrito 'anziché  di  quella  dovuta  alla  coesione,  giacché 
questa  col  lenqio  e per  molle  cause  é soggetta  a venir  meno. 

La  coesione  di  quasi  tulle  le  terre,  e persino  delle  sabbie,  au- 
menta col  tempo  durante  il  qmde  le  loro  particelle  si  lasciano 
in  contatto,  c colla  compallezza  del  masso  che  compongono. 

Home  si  possa  procedere  alla  determinazione  del  coefficiente,  di 
coesione  ossia  della  forza  di  coesione,  riferita  aH'unilà  di  superfì- 
cie, verrà  indicalo  al  problema  1 del  numero  lló,  e basti  per  ora 
il  dire  che  approssimativamente  essa  varia  da  chilogrammi  0,000150 
Il  0,0005011  per  ogni  millimetro  ipiadrato  considerando  le  qualità 
di  terre  asciutte  comprese  fra  le  sciolte  e le  più  forti. 
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Per  trovare  il  cocffìviciUe  d’atlriUi  delle  terre,  ossia  quel  coefli- 
cieiite  numerieo  per  cui  bisogna  niolliplicare  la  pressione  prodotta 
da  una  parie  di  masso  di  terra  die  è in  procinto  di  staccarsi  e di 
scorrere  su  un'altra  parte  dello  stesso  masso  onde  avere  la  resi- 
stenza dovuta  all'attrito,  si  può  partire  dalla  seguente  consideiM- 
zione.  Iniiuaginando  una  molecola  terrosa  M {fiij.  311)  su  un  piano 
inclinato  A li  costituente  ima  ilelle  fncce  che  limitano  un  masso  di 
terra,  supponendo  che  questa  molecola  sia  in  procinto  di  scorrer 
giù  per  l'indicato  piano  inclinato  e chiamando 

X l'angolo  li  AC  che  misura  rincliiiazione  del  piano  Ali  all'oriz- 
zoiite , 

P il  peso  della  molecola  .M, 

T ed  N le  componenti  di  questo  peso  tangenziale  c normale  al 
piano  ed 

fi]  coellicienle  d'attrito, 

se  la  molecola  M sla  in  eipiilihrio,  ipieslo  deriva  da  ciò  che  alla 
componeiile  tangenziale  T sta  opposta  una  forza  d'attrito  eguale  e 
direttamente  contraria;  e siccome  questa  forza  d'attrito  vale  /'N 
si  ha 

T=:/'.\' 

Osservainln  ora  che  i due  triangoli  eguali  MTP  ed  MNP,  rispetti- 
vamente rettangoli  in  T ed  N,  sono  simili  al  triangolo  AHC  rettan- 
golo in  C per  essere  i tre  angoli  acuti  T M P,  MPN  ed  AltC  eguali 
fra  di  loro,  si  ha  che  gli  angoli  MPT  ed  NMP  amheduc  sono 
eguali  ad  x e che  per  conseguenza 

T=zPsenz,  NrrPcosa, 

i quali  valori  di  T e di  N,  posti  nell'ultima  ecpiazione,  conducono 
a trovare 


f =:tanga, 

ossia  che  il  coelììciente  d'attrito  per  le  terre  è la  tangente  trigo- 
nometrica dell’angolo  che  coH'orizzonle  fa  il  loro  naturai  declivio, 
ossia  il  piano  inclinato  sul  quale  le  molecole  terrose  stanno  in 
procinto  di  sdrucciolare  in  basso.  Per  trovare  i coeflìcienli  d'at- 
trito adatti  alle  iliverse  qualità  di  terra  basta  ailmiquc  : o misurare 
gli  angoli  secondo  cui  ruH'orizzonlc  si  dispongono  le  supcriicie 
piane  laterali  di  rilevali  o di  scavi,  le  quali  facevano  un  angolo 
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maggiore  di  quello  corrispondente  al  loro  naturai  declivio,  allor- 
quando su  esse , per  lunga  esposizione  all'aria  ed  alle  intem- 
perie , per  alternative  di  secchezza  c di  umidità  e per  effetto  di 
geli  e di  disgeli,  la  coesione  fra  molecole  terrose  è totalmente 
distrutta,  e prendere  le  tangenti  trigonometriche  di  questi  angoli  ; 
o eseguire  su  un  piano  orizzontale  dei  mucchi  aventi  forma  di 
coni  retti  mettendo  le  terre  in  modo  che  prendano  il  declivio  che 
loro  compete  e prendere  i rapporti  delle  altezze  ai  raggi  di  detti 
coni,  i quali  rapporti,  essendo  eguali  alle  tangenti  trigonometriche 
degli  angoli  che  le  generatrici  dei  coni  fanno  aH'orizzonte,  danno 
appunto  i coeflìcienti  d'attrito. 

iNella  tavola  che  segue  si  haimo  gli  angoli  del  naturale  decli- 
vio ed  i corrispondenti  cnelllcienti  d'attrito  per  le  principali  qua- 
lità di  terra  che  al  costruttore  può  avvenire  di  considerare  : 


j NATURA  DELLE  TERRE 

Angoli  d aurito 

Cocfllclenli  d'acinio 

Terre  sabbiose  

34* 

0,67 

Terre  sciolte  asciutte 

39 

0,81 

Terre  ordinarie 

45 

1,00 

Terre  argillose  asciutte 

55 

1,43 

Terre  argillose  umide 

31 

0,60 

Talvolta  può  avvenire  di  dover  considerai'c  l'attrito  fra  terra  o 
muratura,  ed  il  coefficiente  corrispondente  può  essere  facilmente 
determinato  cercando  qual  inclinazione  airorizzontc  si  deve  dare 
alla  faccia  piana  di  un  masso  della  muratura  che  lieve  trovarsi  in 
contatto  della  terra,  affinché  sia  questa  in  procinto  di  scorrere  in 
basso  allorquando  venga  collocala  su  quella,  e prendendo  la  tan- 
gente trigonometrica  dell'angolo  corrisiiondenle  a della  inclina- 
zione. 

Poche  esperienze  vennero  finora  eseguile  sulla  resistenza  allo 
scorrimento  di  terra  sopra  muro,  ed  ecco  quali  angoli  d'inclina- 
zione delle  facce  murali  su  cui  le  molecole  terrose  possono  stare 
in  equilibrio  e quali  coefficienti  d'attrito  si  possono  praticamente 
adottare  neU'ipotesi  che,  senza  presentare  considerevoli  sporgenze, 
non  siano  lisce  nè  arricciate  le  facce  dei  muri  contro  cui  le  terre 
appoggiano. 
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NATUKA  DELI.F  TERRE 

ADgoli  d'attrito 

Cofffieienli  d'attrito  1 

Terre  asciutte  e sciolte « 

30* 

1 

0,57 

Terre  i terre  che  si  lasciano  rammol- 

lire  ditiracqiia 

17 

0,30  1 

Per  valutare  la  resistenza  allo  scorrimento  dovuta  all’attrito  di 
terre  su  terre  e di  terre  su  muratura  è necessario  di  conoscerne  i 
pesi,  per  cui  immediatamente  si  riferiscono  quelli  del  decimetro 
cubo  delle  principali  qualità  di  terra  die  al  costruttore  può  avve- 
nire di  dover  nella  pratica  considerare  : 

Cg 

Terra  vegetale 4,4 

Terra  schietta  allo  stato  di  secchezza  naturale.  . 1,5 

Terra  argillosa da  4,6  a 1,9 

Sabbia  terrosa 1,7 

Sabbia  pura 1,9 

79.  Condizione  ed  equazione  di  etabilità  dedotte  dalla  reai- 
atenza  alla  rottura  per  scorrimento,  quando  queata  resiatenza 
è dovuta  alla  forza  di  coesione.  — Essendo 

T"  la  forza  tendente  a produrre  il  fenomeno  dello  scorrimento 
in  un  dato  corpo  e diretta  parallelamente  alla  superfìcie,  supposta 
piana,  su  cui  il  detto  fenomeno  più  facilmente  può  avvenire, 

R”  la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  riferita  all'unità  di 
detta  superfìcie  ed 

U l'area  di  questa  figura  pinna  , si  ha  che  la  resistenza  alla 
rottura  per  scorrimento  opposta  dal  corpo  alla  forza  T*'  è 

R''Q, 

che  quindi  la  condizione  di  stabilità  risulta 

T"<R"Q, 

c che  l’equazione  di  stabilità  può  essere  scritta  sotto  la  forma 
T'^rzu"  R"'Q, 

dove  n"  è un  numero  minore  dell'unità  che  si  assume  siccome  coef- 
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ficieiile  (li  stniiililà  u (^lie  geiienilmciile  siiolsi  |ircnilcrt'  non  maa- 
giort;  (li  1/6  pei  nn'lalli,  e non  maggiore  di  1 IO  per  gli  altri  ma- 
teriali. 

no.  Uso  delle  equazioni  di  stabilità  relative  alla  resistenza 
allo  scorrimento,  e determinazione  della  sezione  pericolosa.  — 
La  pratica  applicazione  delle  eipiazioni  di  staliililà  che  vennero  date 
ai  numeri  75  c 70  sta  principalmente  nella  risoluzione  dei  seguenti 
quesiti  ; 

1'  Trovare  « r/ual  farsa  T'',  dircUa  parallelaiiiviile  alla  super- 
ficie noia  lì  nella  ipialc  /lin  facilmente  può  avvenire  scori  imcniu,  si  può 
as.io;iip’tlare  un  corpo  ; . ' 

ì"  Trovare  la  superficie  11  da  asscijnarsi  a ipiclla  sezione  piana 
sulla  (piale,  più  faciliiicnie  che  in  (pinlumpie  altra  e sotto  Tazionc  di 
una  data  forza  T",  può  avvenire  scorrimento  in  lin  corpo  di  forma 
nota. 

L’equazione  di  sinhililà  indicata  1)  al  numero  7.5  serve  per  il 
caso  in  cui  si  conosca  la  resistenza  allo  snervamento  per  scorri- 
mento trasversale,  (luella  indicata  (2)  allo  stesso  minierò  conviene 
(|uando  sono  noti  il  em-flìciente  d'elasticità  trasversale  e lo  scorri- 
mento relativo  corrispondente  :dlo  snervamcnln  per  scorrimento 
trasversale,  e lìnalmente  quella  del  precedente  nnmern  vale  per  il 
caso  in  cui  si  conosce  la  resistenza  alla  rottura  tanto  per  scorri- 
mento trasversale  (pianto  per  scorrimento  longitudinale. 

Verrà  determinala  la  sezione,  sii|>pnsla  piana,  sulla  (piale  in  un 
corpo  dato  oppure  iu  un  cor|io  di  forma  nota,  piu  raciimcnie  che 
in  qualunque  altra  sarà  per  avvenire  lo  snervamento  o la  rottura 
per  scorrimento  sotto  l'azione  di  una  forza  diretta  parallelamente 
al  piano  della  sezione  stessa,  coniando  (piella  per  cuyicH'estensionc 
del  corpo  e dove  (';  possibile  la  rottura  sotto  l'azione  di  una  forza 
applicala  come  la  forza  dala^è  massima  la  resistenza  allo  scorri- 
mento riferita  airuuità  di  siiperlicie  che  in  essa  vieti  sviliipjiata  dalla 
forza  estrinseca  T'”,  o più  chiaramente  trovando  quella  per  cui  ri- 

-pv 

sulta  avere  un  valor  massimo  il  quoziente  La  sezione  cosi  de- 
terminala è quella  che  chiamasi  sezione  pericolosa  ed  il  valore  Q 
della  sua  siiperlicie  ('*  (piello  da  impiegarsi  nelle  pratiche  applica- 
zioni delle  equazioni  di  slahilità.  — Se  nelle  sezioni  sulle  quali  è 
possibile  lo  scorrimento  sotto  l'azione  di  una  forza  applicata  come 
la  forza  data  varia  daH'una  all’altra  la  resistenza,  la  sezione  peri- 
colosa si  determina  cercando  quella  per  rapporto  alla  quale  è 
massimo  il  valore  del  coellicienlc  di  slaliiiilà  ossia  del  ([uozieiile 
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(lolla  forza  clic  tende  a produrre  lo  scorrimcnlo  per  la  corrispon- 
dente resistenza  che  vi  si  oppone. 

)ll.  Condizione  ed  equazione  di  stabilità  dedotte  dalia  resi- 
stenza allo  scorrimento  quando  questa  resistenza  è dovuta  al- 
l'attrito: determinazione  della  sezione  pericolosa.  — Suppo- 
nendo che  sia  piana  la  siipcrficic  sulla  (piale  lo  scorriinunlu  può 
avvenire,  si  chiamino  : 

T,"  la  forza  diretta  parallelamente  al  piano  di  detta  superficie 
sotto  l’azione  della  quale  lo  .scorrimento  può  manifestarsi  ; 

f il  coeflìciente  d’attrito  ossia  quel  coeflicientc  numerico  per  coi 
hiso^'tia  moltiplicare  la  pressione,  che  la  parte  di  corpo  soj^getla  a 
scorrere  esercita  suH'altra  normalmente  alla  superficie  di  separa- 
zione, onde  avere  la  forza  che  si  oppone  allo  scorrimento  ; 
ìN  la  detta  pressione  ; 

un  coeflìciente  di  slahilità. 

Evidentemente  la  condizione  di  stabilità  sarà 

e si  avrà  per  equazione  di  stabilità 

La  resistenza  /"N  dovuta  all’attrito  essendo  generalmente  di  tal 
natura  da  non  poter  facilmente  venir  meno  anche  coll’andar  del 
temilo,  c (piesto  essendo  principalmente  vero  per  le  opere  murali 
in  cui  N è la  forza  di  gravità  oppure  una  componente  di  questa , 
sudisi  nella  pratica  assumere  n,"  siccome  variabile  fra  4'5  e 2/.') 
secondo  la  maggiore  o minor  stabilità  che  vuoisi  avere  nell’opera 
cui  inteiidesi  applicare  rultàma  equazione. 

Si  trova  la  sezione  pericolosa  per  un  solido  in  cui  la  resistenza 
allo  scorrimento  è dovuta  aU  allrilo  cercando  quella  per  rapporto 
alla  quale  è massimo  il  valore  del  coefficiente  di  stabilità  ossia  del 
({uozientu  della  forza  T,''  per  la  resistenza  /'N. 

)12.  Applicazione  della  teoria  sulla  resistenza  allo  scorri- 
mento alla  risoluzione  di  alcuni  semplici  problemi.  I.  Tro- 
vare qual  è il  massimo  ]ieso  che  si  può  sollevare  mediante  i/Hn  gi- 
rella il  cui  perno  ù di  ferro  col  diametro  di  metri  0,02  , e nella 
ipotesi  clic  la  potenza  debba  agire  parullelumenle  alla  resistenza. 

Il  perno  All  (/ig.  59),  trovandosi  sostenuto  dalla  staffa  in  due 
punti  assai  vicini  fra  di  loro,  è conteniporaneanienle  soggetto  a 
rompersi  per  scorriiucnto  trasversale  in  due  siti , ossia  nei  brevi 
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iiilervulli  cho  riniaiii'oiio  fra  la  girella  c la  si  alfa  stessa.  Se  cliia- 
inasi  1*  il  iiiassimo  |ies(>  die  roii  i|tiesla  iiiacdiiiia  si  piissa  sulle- 
vare,  se  Irasciiraiisi  gli  allrili  del  |iei'iio  eiilru  gli  ocelli  della  staffa, 
la  rigidezza  della  fune  ed  i pesi  del  perno  , della  girella  c della 
fune , se  osservasi  che  allora  per  sostenere  i|iicsto  peso  è neces- 
saria lina  potenza  pure  eguale  a 1’  e se  vuoisi  risolvere  il  jiro- 
lilema  applicando  rei|iiazioiie  di  stahililà  clic  venne  data  al  nuinern 
7'.l,  prendendo  il  eliilogranniia  per  unità  di  peso,  il  niilliineiro  qua- 
dralo per  nriilà  di  superlicie,  supponendo  che  il  ferro  di  cui  è fer- 
mato il  perno  preseiili  la  resisleiiza  di  ó5  chilogrannni  per  milli- 
metro  quadralo  alla  rottura  per  trazione  ed  assiimcndo  5,1 4! ti  per 
valore  del  rapporto  s della  cireoiiferenza  al  diametro,  si  avranno 
i seguenti  valori  di  T",n",lV’  ed  H 


R”  = f 35  =r  28'  « , n = 2 . = 2 X a > 4 , 1 G, 

quali  posti  nella  citata  equazione  di  st.ahilità  daranno  la  seguente 
equazione  detcrniinatrice  di  P 

2P  — Ì28x2X31'i,1G 

d’onde 

P=14GG'«,08, 

ossia  elle  con  una  girella  il  cui  perno  è coslilnito  di  ferro  il  quale 
ha  il  diametro  di  metri  0,02,  e mediante  una  potenza  che  agisce 
verticalmente,  lutto  al  più  si  può  sollevare  un  peso  di  chilogrammi 
14GG,0it. 

II.  Trovare  la  lari/liezsa  da  darsi  ad  una  trave  di  larice  rosso 
AUGI)  (Jifj.  40)  la  (jualc  solidaineulc  va  incastrala  in  un  muro  colle 
fibre  vcrliculmcnle  disjiosle,  che  deve  presentare  per  soeion  d'incastro 
un  rellanijido  i cui  lati  siano  rispellivamenlc  la  lunyliezzn  e la  lar- 
ijhesza  della  trave  stessa,  c che  deve  presentare  la  necessaria  slubilità 
sotto  Tazione  dì  una  data  (orza  P applicala  in  G sulla  parte  EB  della 
base  supcriore  c diretta  parallelamente  alte  fibre.  La  lunyliezza  della 
trave  è di  metri  l,.à0  c la  forza  P di  chihajrammi. 

Evidenlcmeiite  la  forza  P agisce  por  prodime  uno  scorrimento 
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longitiidiiialc  iiolla  trave  cui  è a|>|ilicala,  c la  supcrfìfic  di  scorri- 
nicnln  può  es!<eru  o la  stessa  suzioii  d'incastro  oppure  uii'altra 
sezione  parallela  a quella  or  ora  indicata  c passante  per  un  punto 
del  tratto  EC.  Prendendo  per  unità  di  peso  il  chilogramma  e per 
unità  di  superfìcie  il  millimetro  quadrato  c chiamando  x la  do- 
mandala larghezza,  si  risolverà  il  problema  coH’applicnre  l'equa- 
zione di  stabilità  che  venne  data  al  numero  79  e col  fare  in  essa 

= .4500,  = • 

R"=r0,30,  lìz^-lDCOx; 

per  cui  risulta  la  seguente  equazione  determinatriee  di  x 

4500=^0,30X1500.2:, 

d’onde 

«=100'””, 

cioè  la  larghezza  della  trave  deve  essere  di  lUO  raillimelri,  ossia 
di  metri  0,1. 

III.  Trovare  la  grossezza  media  EF  (fig.  41)  da  assegnarsi  ad  un 
muro  colla  parete  Cl)  verticale, colla  parete  Aìi  inclinala,  lungo  ci  metri 
ed  allo  4,  che  colla  sua  base  inferiore  è collocato  sopra  un  allo  strato 
di  sabbia  e che  deve  sopportare  l’azione  di  una  spinta  orizzontale  Q 
dell’intensità  di  4000  chilogrammi  applicata  >n  G presso  la  base  del 
mura  stesso. 

Supponendo  il  muro  siccome  costituito  da  elementi  talmente  ben 
connessi  fra  di  loro  da  formare  un  unico  masso  indivisibile  sotto 
l'azione  della  forza  Q,  per  essere  questa  forza  applicata  a piccola 
distanza  dalla  buse  A I),  può  avvenire  scorrimento  sul  piano  di  detta 
base , c la  cercata  grossezza  media  va  determinata  in  modo  che 
il  peso  del  masso  murale  All('.l)  faccia  sviluppare  tal  resistenza 
d'attrito  su  .\  D da  vincere  l'azione  della  forza  Q.  Per  risolvere  il 
problema  bisogna  ailunque  applicare  requazione  di  stabilità  che 
venne  data  al  numero  U1 , prendendo  per  unità  di  peso  il  cbilo- 
gramma  si  faranno  in  essa 

T,''  = 4000,  ”.‘-5-  /■=0,57, 
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c per  N si  prenderà  il  peso  in  cliilogrammi  della  miiralura  ABCD 
sovrastante  alla  superficie  di  scorrimento  A D.  Supponendo  che  il 
peso  del  decimetro  cubo  di  detta  muratura  sia  di  chilogrammi  '2,2 
e che  per  conseguenza  sia  di  chilogrammi  2200  il  peso  del  metro 
cubo,  si  avrà  chiamando  y il  domandato  spessore  medio 

N = 2200  X 3 X '♦  y = 20 400  ;/. 

Sostituendo  ora  i valori  di  T,".  ii,",  /"  ed  N nella  già  citata  eipia- 
zione  di  stabilità  del  numero  01  risulta 

Wi00z=J  0,57X204001/, 

d’onde 

y = 0“,44, 

ossia  il  muro  deve  presentare  alla  metà  della  sua  altezza  lo  spes- 
sore di  metri  0,44. 

83.  AppHcarione  della  teoria  sulla  resistenza  allo  scorrimento 
alla  determinazione  delle  scarpe  da  assegnarsi  ai  massi  di  terra 
tagliati  lateralmente.  — I.  V«  lerraiiieno,  la  cui  supvrlide  sujieriure 
è in  un  piano  orizzonlalc  CO  {fig.  42)  e che  trovasi  uniformemente 
caricalo  di  materie  sogijellc  a dividersi  secondo  piani  verticali  corri- 
spondenti alle  estremità  sujieriori  delle  superfeie  di  separazione  che 
in  esso  possono  avvenire,  si  taglia  lateralmente  secondo  un  piano  All; 
trovare  la  relazione  che  deve  esistere  fra  il  più  piccolo  angolo  che 
il  detto  piano  All  deve  fare  colla  verticale  AC  c l’altezza  AC  del 
taglio,  affinchè  l'azione  del  sopraccarico  e quella  del  peso  delle  mo- 
lecole terrose  non  venga  a vincere  la  loro  coesione. 

Siano  ; 

a l'altezza  del  taglio  che  vuoisi  praticare  nel  terrapieno,  espressa 
in  metri  ; 

Il  il  peso  in  chilogrammi  del  metro  cubo  di  terrapieno; 

p la  pressione  in  chilogrammi  che  risulta  su  ogni  metro  qua- 
drato del  piano  orizzontale  HO  a motivo  deiresistenza  del  soprac- 
carico OBOE; 

y>  la  forza  di  coesione  fra  le  terre  di  cui  il  terrapieno  si  com- 
pone, riferita  al  metro  quadrato  cd  espressa  in  chilogrammi; 

^ l'angolo  cercato  di  AB  colla  verticale  AC. 

(ionsiderando  una  parte  di  terrapieno  lunga  1 metro  ( giacché 
assicurate  delle  buone  condizioni  d'equilibrio  ad  una  parte  di  masso 
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lunga  l'nnilà  In  sarà  pure  il  masso  iiilicro  ullnri|’.ian(ln  si  ponga 
nelle  nieilesinic  cuiulizioni)  ed  immaginando  condolto  un  piano  (jua- 
lunque  AB'  passante  per  la  orÌ7./.onlale  rappresenlala  in  A e facente 
col  piano  verticale  AC  l'angolo  (iAB'rr'j*,  il  peso  del  prisma  tri- 
angolare rappresentato  in  Alili'  e la  [iressione  prodotta  dal  cor- 
rispondente sopraccaricii  BB'D'D  costituiscono  una  forza  verticale 

1’,  clic  vale  il  peso  ^ II  a*  tang  ó del  ]irisma  triangolare  rappresen- 
talo in  ACIt',  meno  il  peso  g II  u’ tang  p del  prisma  triangolare 

là 

rappresentalo  iiiACB,  più  la  pressione  /xilang'}  che  il  sopraccarico 
.supposto  esteso  anche  al  trailo  CB)  eserciterebbe  su  CB'  e meno 
la  pressione  p a tang  p che  il  medesimo  sopraccarico  produrrebbe 
su  CB,  e la  qual  forza  verticale  1’  è cunseguenlemcnle  data  da 

P = ^’a(lla+2p)(laDg’|— lang^)  (i). 

Se  ora  si  scompone  il  peso  1*  in  due  componenti  T ed  N , la 
prima  parallela  e la  seconda  normale  al  piano  A B',  a motivo  del- 
regiiaglianza  degli  angoli  CAB',  Nl’G  c 'rCP,  si  hanno  le  re- 
lazioni 


T = P cos  N = P sen  ; 

La  componente  T rappresenta  la  forza  la  quale  tende  a distrug- 
gere la  resistenza  dovula  alla  coesione  che  si  sviluppa  nella  su- 
perlicie  AB'l)';  e Irascuraudo  o supponendo  nulla  la  coesione  in 
ll'D',  si  riduce  la  della  resistenza  a quella  che  può  svilupparsi  su 
un'area  rettangolare  di  lati  AB'  ed  ì metro,  e quindi  ha  essa  per 
valore 


.AD'. 


■ •/« 
’cOS’l’ 


giacché  dal  triangolo  l'etlangolo  ACB  si  deduce 


A H'  = 


cosf 


La  condizione  d'equilibrio  si  ollicnc  ponendo  che  la  forza  la 
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qunle  tende  a distruggere  la  coesiune  è minore  della  resistenza 
che  questa  oppone,  per  cui  essa  risulta 


Pcos 


d’onde,  dividendo  per  cos^f  ed  osservando  che  1 -t- tang’ 


ricavasi 


P<yo{1  -4-tang^'j/). 

Sostituendo  ora  in  quest’ineguaglianza  il  valore  P dato  dall'equa- 
zione (1)  e ricavando  quello  di  taiig»,  si  trova 

tangip>tang>j--  (2). 

Quando  l’equilihrio  esiste  questa  ineguaglianza  deve  essere  verifi- 
cata qualunque  sia  il  valore  che  si  attribuisce  all’angolo e quindi 
il  più  piccolo  valore  ammissibile  per  tangf  deve  essere  eguale  al 
massimo  del  secondo  membro  di  detta  ineguaglianza  relativamente 
alla  variabile  lang  k 

(/)  Ciò  premesso,  essendo 


1 


llo-|-2p 


lang'l 


la  derivata  del  secondo  membro  dcll’ineguagliaiiza  (2)  presa  per 
rapporto  a tang']<,  requazioiic  determinalrice  di  quella  langcule 
dell'angolo  la  quale  rende  massimo  il  secondo  membro  dell'or 
citala  ineguaglianza  è 


d’onde 


ria -1-2; 


lang(J/=:0, 


tang}  = 


ria-+-2p 


(0  Nel  numero  che  segue  è iudicato  11  modo  con  cui  elementarmente  si  può  tro- 
vare il  piti  piccolo  valore  ammissibile  per  la  tangente  deirangolo  del  piano  inclinato 
AB  coUa  verticale  AC. 
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il  qual  valore  di  tang\f  posto  neirineguaglianza  (2)  dà  per  equa* 
ziune  determinalrice  del  limite  iiiferiore  di  tang^ 


8(llaW)/ 


(3). 


L'equazione  (ó),  che  è una  relazione  fra  il  più  piccolo  angolo  colla 
verticale  sotto  il  quale  si  possono  tagliare  i lerrapieni  e l'allezza  del 
taglio  artìncliè  l'azione  del  sopraerarico  e quella  del  peso  delle  mo- 
lecole terrose  non  sia  capace  di  vincere  la  loro  forza  di  coesione, 
serve  u due  scopi:  a trovare  l'angolo'^  quando  si  conosce  a ossia 
l'allezza  che  il  taglio  deve  presentare;  a dedurre  a ossia  di  qual 
altezza  si  può  eseguire  un  taglio  sotto  una  data  inclinazione s colla 
verticale.  Cosi,  volendosi  trovare  con  qual  altezza  massima  si  può 
escgiiire  un  taglio  verticale  in  un  terrapieno  per  cui  si  conoscono 
II,  y e p senza  che  sucredano  scoscendimenti,  si  farà  neirindicala 
equazione  (3)9  = 0,  per  cui  risulta  l’equazione 

(na-t-2p)>— 46y»=0 


d'onde  si  ricava 

Il 

Se  4y<2p  ossia  se  y<g  il  valore  di  a diventa  zero  o negativo,  e 

E 

quindi,  per  quanto  piccola  sia  l'altezza  di  un  taglio  verticale  nel 
terrapieno,  sempre  ha  luogo  scoscendimento. 

Se  neH’eqHazionc  (3)  si  fa  p = 0 si  trova  il  valore  della  tan- 
gente Irigonomelrica  del  più  piccolo  angolo 9 che  la  faccia  incli- 
nala di  un  terrapieno,  terminalo  superiormente  da  mi  piano  oriz- 
zontale c senza  sopraccarico,  deve  fare  colla  verticale  , affinchè  il 
peso  delle  molecole  terrose  non  sia  capace  ili  vincere  la  loro  coe- 
sione, e si  ottiene 

tang9=  - - - - ; 

'e  facendo  in  questa  equazione  9=0  si  deduce  che  esiste  sempre 
un'altezza  a sotto  cui  verlicalnienlc  si  possono  tagliare  le  terre 
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senza  die  avvengano  scoscenilimcnti  e die  il  più  gran  valore  ili 
quesl’altezza  è dalo  da 


(‘i). 


Volendosi  ora  trovare  il  valore  di  y , ossia  la  coesione  riferita 
aU’unilà  di  superlìcie,  corrispondente  alle  terre  die  Irovaiisi  in  un 
dato  terrapieno  |ier  cui  già  si  conosce  il  valore  di  II,  si  pralidierà 
un  taglio  verticale  ed  accuralanicntc  si  osserverà  ipial  è la  sua 
altezza  quando  iiicoiniiiciano  a niaiiirestarsi  i primi  sintomi  di  vero 
scoscendimento  lungo  la  parete  del  taglio  praticato,  ed  allora  co- 
noscendosi a e 11  si  dedurrà  il  valore  di  y dairequazione  (-4). 

H.  Un  lerrapienu,  la  cui  suj>erlicie  supcriore  è in  un  piano  oriz- 
zontale e che  trainisi  comunque  sopraccaricala,  si  taylia  lateralmente 
secondo  un  piano  inclinato;  trovare  il  più  piccolo  angolo  che  il  dillo 
piano  deve  fare  colla  verticale  affinchè  non  avvenga  scoscendimento 
quando  si  supponga  già  distrutta  la  resistenza  dovuta  alla  coesione 
delle  terre. 

La  resistenza  dovuta  all’altrilo  di  terra  contro  terra  è la  sida 
che  in  questo  caso  può  impedire  clic  avvengano  scoscendimenti , 
ed  ariìnchò  questa  resistenza  non  possa  essere  vinta  dalla  compo- 
nente del  peso  parallela  al  piano  secondo  il  ipiale  lateralmente  si 
è tagliato  il  terrapieno  (mini.  711),  liisogiiu  die  il  dello  piano  sia 
inclinato  airorizzonle  di  mi  aiigido  minore  di  quello  la  cui  tan- 
gente trigonometrica  vale  il  coel’liciente  di  attrito  f,  ossia  die  faccia 
colla  verticale  un  angolo  maggiore  di  quello  la  cui  tangente  tri- 


gonometrica c j. 

84.  Procedimento  elementare  per  ottenere  il  più  piccolo  va- 
lore ammissibile  dell'angolo  H h.C  — 'f(/ig.  42,. — 11  massimo  va- 
lore del  secondo  membro  deiriueguaglianza  (2)  del  numero  pre- 
cedente, e quindi  il  più  piccolo  valore  ammissiltile  per  lang  può 
essere  determinalo  nuche  in  modo  elementare  eguagliando  la  delta 
quantità  di  cui  vuoisi  trovare  il  valore  massimo  ad  uirincognila  ; 
col  porre 


“ iin+ir  ' ' = *’ 

ricavando  daU'eipiazioue  del  secondo  grado  che  ne  risulta  il  valore 
di  lang'l  dato  da 
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na-l-2;)  IIa-t-2/) 

= ~ ”2./- 

ed  osservando  die  il  più  gran  valore  ehe  può  prendere  s,  ossia 
il  seeondo  membro  della  ^ià  citala  ineguaglianza  (’2),  è (|uello  dato 
dalla  eondizione 


(I1(H-2;>)‘  llrt-f-2/i 
Iti-/*  2-/  • 

d'onde 

— 16-/’ 
8(ll(j-t-2p)y 


Ma,  per  quanto  già  si  è dello,  il  niassiiiio  valore  del  secondo  mem- 
bro deirineguaglianza  (2)  è il  minimo  valore  ammissibile  per  tang!]>, 
cosiccl^é 


tang»= 


(nfTd-2/))'— 10-/- 
8(110-1-2;-)-/  • 


Quest'eiiiiazione  è prerisamente  reqnazinne  (5)  del  numero  pre- 
cedente e,  come  già  si  ii  dello  nello  stesso  numero,  serve  essa;  a 
trovare  - quando  si  ronosce  a,  FI  e •/  ; a dedurre  a ipinndo  è dato  o 
e die  sono  note  le  qiiantilà  p,  li  e -/;  e ad  avere  •/  quando  si  con- 
sidera il  caso  particolare  in  cui  ;i~0  c ^“0,  e quando  si  hanno 
i valori  di  a c di  fi. 

n.5.  Squilibrio  di  un  muro  sottoposto  all'azione  di  una  spinta 
orizzontale  — Sia  AIUID  {fig.  45)  la  sezione  trasversale  di  un 
muro  sottoposto  nH'azione  ili  una  spinta  orizzontale  applicala  nel 
punto  0,  suppongasi  die  questo  muro  sia  cosirnlto  per  strali  re- 
golari , die  in  ogni  giunto  si  conservi  costante  la  coesione  delle 
malie  riferila  airunilà  di  superficie,  e die  la  rottura  , in  seguilo 
a distruzione  della  resistenza  dovuta  alla  coesione  nel  giunto  di 
minor  superficie  posto  al  di  sotto  del  punto  0 tenda  a manife- 
starsi per  scorrimento  della  parte  di  muro  sovrastante  a detto 
giniilo. 

Essendo  EF  il  giunto  di  minor  superfìcie  solloslanic  al  punto  0, 
diianiinsi 

Q la  spinta  orizzontale  espressa  in  chilogrammi, 
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P il  peso  delia  parte  di  muratura  PECO  puro  espressa  in  chi- 
logrammi, 

A la  superficie  in  metri  quadrati  del  giunto  rappresentato  in  EF, 

a.  l'angolo  F E H espriiueutc  riiiclinaziuno  di  i|ucsto  giunto  al- 
l’orizzonte, 

y la  forza  di  coesione  delle  malte  data  in  chilugrainmi  e rife- 
rita al  metro  quadralo, 

f il  coefficiente  d'altrilo  di  muralura  éoii  muratura, 

fi"  ed  n,"  due  coeflìcienii  di  slaliililn,  il  primo  relativo  della  re- 
sistenza dovuta  alla  eoesioue  ed  il  secondo  rifiu’enlesi  alla  resi- 
stenza dovuta  all'attrito, 

e si  decompongano  le  forze  Q e P ciascuna  in  due  componenti, 
una  parallela  e Tallra  perpendicolare  al  giunto  EF.  Dicendo  rispel- 
tivumcnte  T ed  .'V  le  due  coniponenti  della  Q e T'  ed  N'  quelle  della 
P,  a motivo  deireguaglianza  degli  angoli  TOQ,  NQO,  N'GP, 
T'PG  ed  HEF,  si  hanno  le  relazioni 

T — Ocosa,  N=0scna, 

T=Psena,  N'^Pcosa. 

La  forza  che  tende  a distruggere  la  coesione  delle  malte  nel 
giunto  EF  è la  somma  delle  due  componenti  T e T,  mentre  la  re- 
sistenza che  oppnnesi  a che  la  coesione  venga  dislrulla  vale  Ay: 
cosicché  ponendo  per  T e T'  i loro  valori  si  avrà  per  equazione 
di  stabilita 

Ocosa-l-Pseriarzn'^  Ay  (I). 

Essendo  note  le  quantità  Q,  a e y e conoscendosi  qual  forma  deve 
avere  il  masso  rappresentalo  in  F EC  D,  si  può  esprimere  P ed  A 
in  funzione  degli  elementi  che  valgono  a determinarlo,  fissare  jut- 
venlivainente  tutti  questi  elementi  meno  uno,  e trovare  qual  valore 
a quest'ultimo  si  può  assegnare  mediante  Papplicazionc  della  ci- 
tata equazione  di  stabilità. 

Supponendo  ora  che  sia  nulla  la  resistenza  dovuta  alla  coesione 
delle  malte  nel  giunto  EF,  la  somma  delle  due  componenti  T e T' 
tende  a far  scorrere  il  masso  FECI)  nel  senso  indicato  dalla  frec- 
cia S,  e la  resistenza  dovuta  all'atlrilo  che  si  sviluppa  nel  piano 
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EF  espressa  da  /"(N’ — N),  è quella  che  opponesi  a questo  scorri- 
mento; per  modo  che,  ponendo  per  T,  T',  N ed  N'  i loro  valori, 
si  avrà  quest’equazione  di  stabilità 

Q cos  a-1-  Psen  a= n,"  /'(P  cosa — Q sen  a)  (2) , 

la  quale  può  servire  a calcolare  un 'secondo  valore  deU'incognita 
che  già  venne  trovata  coH'equazione  (1). 

Se,  per  Bssarc  le  idee,  supponiamo  che  sia  EH,  cioè  la  grossezza 
del  muro  al  livello  del  punto  E,  queU’incognila  di  cui  si  trovarono 
due  valori  x ed  x"  applicando  rispetlivaincnie  le  equazioni  (1)  e 
(2) , possono  avvenire  tre  distinti  casi  : o che  x'  è maggiore  di 
x"y  ed  allora  il  muro  è in  tali  condizioni  d'equilihrio  che , anche 
supponendo  distrutta  la  coesione  delle  malte  nel  giunto  EF,  basta 
la  resistenza  dovuta  all'attrito  per  dargli  stabilità  maggiore  della 
necessaria;  o che  a:' è eguale  ad  x" , ed  in  questo  caso  la  resi- 
stenza dovuta  all'attrito  che  si  svilupperebbe  nel  giunto  EF,  quando 
in  esso  venisse  meno  la  resistenza  dovuta  alla  coesione  delle  malte, 
sarebbe  surHciente  a dare  la  necessaria  stabilità;  o finalmente  che 
x'  è minore  di  x",  ed  allora  conviene  assegnare  al  muro  la  gros- 
sezza x"  giacché,  dandogli  la  grossezza  x',  mancherebbe  la  neces- 
saria stabilità  appena  distrutta  la  resistenza  dovuta  alla  coesione 
delle  malte  nel  giunto  EF. 

Per  dedurre  dalle  equazioni  (i)  e (2)  quelle  che  convengono  pel 
caso  di  un  muro  costrutto  per  strali  orizzontali  si  farà  in  esse 
a = 0;  e si  cangierà  a in  — a allorquando  i diversi  giunti,  invece 
di  avere  la  direzione  EF  discendente  da  E verso  il,  hanno  la  di- 
rezione ascendente  EF',  la  quale  disposizione  è generalmente  la  più 
favorevole  alla  stabilità  dei  muri  soltuposli  all'azione  di  una  spinta 
orizzontale,  siccome  evidentemente  lo  dimostrano  i segni  che  pren- 
dono i valori  di  T,  T',  N ed  N'  col  cangiamento  di  a in  — a. 


L’Aftie  DI  FABBRICARB 
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CAPITOLO  VI. 

lioHifiitcnztt  dei  solidi  reitiliiiei 
alla  flessione. 

AKTICOLO  I 

f'IeMione  tffottttlla  m<*<  moIMì  titt  fur*rr 

eoMfensfc*  in  mmo  atesto  gioito  paaaante  i»ei  l<iro  assi 
«<f  n Questi  tier$ten€lieotari. 

86.  Fondamentali  riaultati  d'esperienza  sulla  resistenza  alia 
flessione  dei  solidi  prismatici,  omogenei  ed  elastici.  — Galileo, 
in  un  saggio  sulla  resistenza  dei  corpi  alla  flessione,  ha  supposto 
che  tutte  le  fibre  si  allungassero  a partire  da  quelle  collocate  sulla 
faccia  concava,  e quest’ipotesi  è anche  stala  ammessa  da  Mariotle 
e da  Leihnilz.  Diihaniel  di  Monceaii.x , Dupin  , Dideaii,  Fairhairn  , 
Hodgkinson,  Clark,  Murin  e molli  altri  celehri  esperimentatori,  in 
seguito  ad  accdrale  esperienze  appositamente  insliliiile  per  ben 
studiare  la  realtà  dei  fenomeni  che  si  manifestano  nella  flessione, 
dimostrarono  essere  erronea  l'ipotesi  di  Galileo  e.  potersi  animel- 
lerc,  non  come  verità  assolute  c matematiche,  ma  come  rappresen- 
tazioni suflìcicnlemenle  esatte  dei  falli  reali  nei  limiti  degli  sforzi 
a cui  praticamente  si  assoggettano  i corpi  nelle  costruzioni; 

4*  Che  le  sezioni,  priniilivamentc  piane  e normali  alle  fibre 
rettilinee  di  un  prisma  sottoposto  a flessione , siano  ancora  piane 
dopo  la  flessione  e normali  a queste  libre,  divenute  curve; 

2”  Che  le  flhre  si  comportino  siccome  altrettanti  piccoli  prismi 
isolali,  ossia  siccome  non  aventi  azione  alcuna  le  une  sulle  altre; 

3'  Che  si  allunghino  le  fibre  collocate  sulla  faccia  convessa 
del  solido  inflesso,  che  si  accorcino  quelle  poste  sulla  faccia  con- 
cava e che  quindi  , andando  diminuendo  daircsterno  airiulerno 
questi  due  effetti  opposti,  dehhasi  trovare  neli'inlerno  del  corpo 
uno  strato  di  fibre  nè  allungate  nè  accorciate  ; 

4"  Che,  in  uno  stesso  corpo  omogeneo  sottoposto  a flessione, 
il  valore  del  cocfliciente  di  elasticità  longiludinale  sia  lo  stesso  tanto 
per  le  fibre  allungale  quanto  per  le  fibre  accorciale. 
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87.  Strato  ad  assi  delle  fibre  invariabili;  piano  di  sollecita- 
sione.  — L'assieme  delle  libre,  esistenti  in  un  corpo  sottoposto  a 
ilessione,  le  quali  non  hanno  subito  nè  allungamento  nè  acnorcia- 
meiito,  coslituisre  uno  strato  <li  libre  che  chiamasi  strato  delle  fibre 
invariabili  o strato  delle  fibre  neutre.  L'inler.sezione  di  questo  strato 
con  una  sezione  trasversale  qualunque  del  solido  dicesi  un  asse  delle 
fibre  invariabili  od  aiiebc  un  asse  neutro. 

Si  dà  il  nume  di  piano  di  sollecitazione  al  piano  passante  per 
l’asse  di  un  solido  sottoposto  a lltssione  (supposto  non  ancora 
derurmato)  e per  la  foi  za  o per  la  risultante  delle  forze  che  tende 
ad  iulletterlo. 

88.  Equazioni  d'equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e le  forze 
molecolari  che  si  sviluppano  in  una  sezion  retta  qualunque  di 
un  corpo  prismatico  ed  omogeneo  nel  quale  viene  cimentata  la 
resistenza  alla  flessione.  — .Mlorquaiido  in  un  corpo  prismatico 
vieti  cimentata  la  resistenza  alla  Ilessione  da  forze  tutte  perpendi- 
colari e lotte  coulenulc  in  un  piano  [lerpendicolare  all'asse  , una 
sezione  piana  qualunque  si  sposta  parallelamente  alla  sezione  infi- 
nitamente vicina  con  sviluppo  di  resistenza  allo  scorrimento  tras- 
versale, e di  più,  in  seguito  dei  dati  sperimentali  che  vennero  rife- 
riti al  numero  80  , si  può  dire  che  tulle  le  fibre  si  dispongono 
secondo  linee  curve  e che  ogni  sezione  viene  a subire  , relativa- 
mente a quella  che  è infinilainenic  vicina,  un  movimento  di  rota- 
zione attorno  aH'asse  delle  fibre  invariabili. 

Ciò  premesso,  siano  AB  c CI)  (fiff.  44;  due  sezioni  trasversali 
infinitamente  vicine  di  un  solido  prismatico  qualunque  ; rappresen- 
tando con  C'Iì'D'F'  ed  in  vera  forma  e gramlezza  la  superficie 
della  sezione  CU,  sia  C/  il  suo  centro  di  superficie,  G'a.'  e G'y  le 
direzioni  degli  a.ssi  principali  d'iuerziu  (m)  di  detta  superfìcie  per 


(m)  Alla  nota  («)  già  5i  è drUo  cosa  intendesi  in  generale  per  momento  d’inertia 
di  una  superficie  piana  rispetto  ad  una  retta  qualunque,  ed  ioi|>orla  ora  di  esporre  : 
le  leggi  di  variazione  dei  momenti  d'inerzia  d'una  superficie  piana  ri.spetto  ad  assi 
paralleli  e quelle  rispetto  ad  assi  concorrenti  situati  nel  suo  piano;  cosa  iolendesi 
per  ellisse  d’inerzia,  per  ellisse  centrale  d'inerzia  e per  assi  principali. 

Sia  ABC  (/1^.  45)  una  figura  piana  qualunque,  sia  G il  centro  dì  superficie  di 
questa  figura  e sia  GX|  un  asse  in  essa  condotto  parailelamenie  aU’allro  asse  Ox 
passante  pel  punto  qualunque  0 della  superficie  medesima.  Chiamando 
1 il  momento  d'inerzia  della  superficie  A B C rispetto  alTasse  Ox, 

[|  il  momento  d'inerzia  della  stessa  superficie  rispetto  aU'asse  GX|» 
d la  distanza  OE  di  questi  assi, 

{f  la  distanza  M P di  uu  demento  superficiale  qualunque  M di  superficie  rj  daU 
l'asse  Ox, 
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il  punto  G'  ed  U'U'  la  direzione  deU'asse  neutro  nella  sezione  me- 
desima; si  consideri  un  elemento  qualunque  di  fibra  ab  rappresen- 

Vi  la  (jlsiatiu  HP|  dello  Messo  elemenlo  superficiale  dell’asse  Ga^i, 

X una  somma  estesa  a lutti  gli  elementi  'a  in  cui  s’inteode  decomposta  la  super- 
llcie  ABC  = n, 
si  ba 

I =:  X « «4. 

dalla  quale,  sostituendosi  per  y il  valore  dato  da 

y = Vi  + d . 

osservando  che  d è costante,  che  £«  = 11,  che  £«y|=U  (giacché  l'asse  passa 
pel  centro  di  superficie  C della  figura  A BC)  e che  £ « i/,’  rr  I, , si  ricava 

1 = 1,  + (fiù. 

ossia  che  il  momento  d'iomia  I di  una  figura  piana,  rL<,|iello  ad  un  asse  qualunque, 
è eguale  al  mumeiilo  d’ineraia  I,  della  medesima  figura,  rispetto  all'asse  parallelo 
passante  pel  centro  di  su|ierficie,  aumentato  del  prodotto  della  superficie  totale  Q 
perii  quadrato  della  distanza  d dei  due  assi. 

Se  poi  per  II  punto  qualunque  0 della  superficie  plana  ABC  si  conducono  arbi- 
trariamente due  assi  ortogonali  Ox  ed  Oy,  non  che  una  terza  retta  Osche  bccia 
un  dato  angolo  culla  retta  Ox,  e se  chiamatisi 

Ij  il  momento  d’inerzia  della  superficie  piana  ABC  rispetto  alla  retta  <)z, 

« l'angulo  zOxdi  questa  retta  coH’asse  Ox, 

X ed  y le  due  coordinate  OP  e PM  d'un  elemenlo  superficiale  » preso  in  un 
sito  qualunque  M , 

r la  distanza  M N di  quest'elemento  dalla  retta  Ose 

X una  somma  estesa  a tutti  gli  elementi  « in  coi  s'intende  decomposta  la  super- 
ficie ABC  = n,  per  la  definizione  ilei  momento  d'inerzia  di  una  superficie  rispetto 
ad  una  retta  qualunque  si  ha 

lj=X«r*  (1), 

Considerando  ora  il  triangolo  rettangolo  MNO  ed  osservando  che  l’augolo  NON 
vale  l'angolo  zOx  diminuito  dell'angolo  H 0 P,  si  ricava 

r=bìi  sen  («  — BOP), 

il  qual  valore  di  r,  per  essere  sen  (a  — M OP)  = sen  xcosMOP  — cosxsenMOP, 

COSMO P = ^^  e sen MOP  = si  riduce  a 
OM  OH 

r = X .sen  « — y cos  a , 

che  sostituito  nell'equazione  (I)  porta  ad  ottenere 

Ij  = seti®  a £ «I X®  -t-  cos®  « £ u ;/®  — 2 sen  x cos  uZuxy  (2), 

Dovendosi  estendere  a tutta  la  superficie  della  figura  ABC  le  somme  conleoute 
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lato  in  b'  sulla  Ggura  C'E'D'F'  rd  il  quale,  per  Io  scorrimento 
trasversale  e per  la  rotazione  intorno  all’asse  neutro  rappresentato 


mtiraltima  equazione,  s « x*  e Z u i/*  rappresentano  rispetliitanienle  i momenti  (l’i- 
nerzia della  superficie  ABC  rispetto  agli  assi  Oy  ed  Ox  c Suxp,  al  pari  di  questi 
momenti  d'inerzia,  rappresenta  una  costante  dipendente  dalla  figura  e dalle  di(rien- 
sioni  della  superficie  ABC,  nonché  dalla  posizione  dell'origine  0 e dalla  direzione 
degli  assi  coordinati. 

facendo  variare  l’angolo  x si  può  mediante  l’equazione  {‘ì)  trovare  il  momento 
d'inerzia  della  superficie  proposta  ABC  rispetto  a quante  rette  si  vogliono  condotte 
per  0,  e,  portando  su  ognuna  di  queste  rette  a partire  da  0 una  lunghezza  reciproca- 


mente proporzionale  al  corrispondente  valore  di  J'  I,  . il  luogo  geometrico  degli 
estremi  di  queste  lunghezze  costituirò  una  curva  chiusa,  giacché  il  momento  d'iner- 


zia l.ì  non  è mai  nullo  ed  il  raggio  vettore 


(essendo  C una  costante  ar- 


bitraria Il  cui  valore  verri  determinalo  nella  nota  (a)  ),  ha  sempre  valori  finiti  qua- 
lunque sia  l'angolo  «;  e.  delle  rispettivamente  ( ed  a le  coordinate  00  e ^>S  di 
un  punto  qualunque  S di  questa  curva  si  avrò 


SCI)  XTZiU 


c 


COS  a=  { • 


VX 


i quali  valori  di  cos  a e di  seo  « posti  neU'equazione  (3),  conducono  alla  seguente 
relazione  fra  le  coordinale  ; ed  « della  curva  luogo  geometrico  di  tutti  gii  estremi 

Q 

delle  rette  lunghe  — irradianti  e valutate  dal  punto  0 

^ I. 

-e  (;!|, 


che  i l'equazione  d’un  ellisse  riferita  al  centro , poiché  le  due  quantità  £ u x* 
e S ti  sono  essenzialmente  positive  e finite,  e perchè  non  vi  sono  in  essa  ter- 
mini al  primo  grado  rispetto  alle  coordinate  ( ed  a. 

Nella  della  ellisse,  che  chiamasi  etiitu  itinerua,  essendo  ciaschednn  raggio  vet- 
tore inversamente  proporzionale  alla  radice  quadrala  del  momento  d'inerzia  della 
superficie  data  rispetto  al  raggio  medesimo  preso  come  asse,  al  minimo  ed  al  mas- 
simo momento  d'inerzia  corrisponderà  il  raggio  vettore  massimo  e minimo  ossia  il 
semi-asse  maggiore  ed  il  semi-asse  minore  dell'ellisse , e quindi  : fra  tulli  gli  assi 
che  si  possono  condurre  per  qualsivoglia  punto  di  una  superficie  piana  data,  quelli 
a cui  competono  il  momento  d'inerzia  mattsimo  e minimo  sono  fra  loro  perpendi- 
colari e sono  diretti  secondo  gli  assi  dell'ellisse  centrale.  Questi  due  assi  prendono 
il  nome  di  asti  prindpali  ifinerua  della  superficie  piana  proposta  rispetto  al 
punto  dato. 

La  direzione  degli  assi  principali  per  il  punto  0 si  determina  cercando  la  dire- 
zione di  UDO  degli  assi  dell'ellisse  d'inerzia , ossia  trovando  due  assi  coordinali 
Ox'  ed  Oy'  {flg.  46)  ai  quali  rapportando  l’equazione  di  detta  ellisse  venga  a sva- 
nire il  termine  che  contiene  il  prodotto  delle  coordinate.  Perciò,  chiamando 

I l'angolo  x'Ox  che  il  nuovo  asse  Ox'  deve  fare  coU’asse  primitivo  Ox. 
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in  0,  della  sezione  <>l)  relalivametile  alla  sezione  AB,  avrà  subilo 
mi  allungamento  od  un  aecoreiamento  secondo  che  trovasi  al  di  sopra 
o al  di  sotto  dello  strato  dulie  libre  invariabili;  e cliiainiiisi; 


X'  ed  y'  le  coordinate  0 R rd  B S del  punto  qualunque  S deU'ellisse  d'inerzia  per  rap- 
porto ai  due  assi  Oa;'ed  0 j/',  e conducendo  per  Rie  rette  RT  ed  RU  rispellivamente 
perpendicolari  ad  Ox  ed  Op,  in  conrormiti  di  quanto  insegna  la  geometria  anali- 
tica, bisogna  fare  nell'equazione  (3) 


{ = tjO=bT  — RU  = x’  COSI — ^'seiii, 
u='Òs  = TR  -4-'Cs  = x' suo  « y'coSe, 

0 porre  la  condizione  che  deve  essere  nullo  il  coefficiente  che  moltiplica  il  pro- 
dotto x'p'.  Cosi  facendo  si  trova;  cbe  il  coefficiente  del  prodotto  x'p'  eguagliato  a 
zero  (U  l'equazione 


7 ; 


d'onde 


sen  icos  t (s«.c*  — Zuy*)  — (cos*t  — scn’i)  SuXi/  = 0, 


'ìluXH 


(*). 


= / 4’  /-.•  “ StaX” XmJ* 

e cbe  l'equazione  deU'ellisse  d'inerzia  si  riduce  alla  forma 

essendo 

A'  = sen*iS  w.r*  -t-  cosSiS  w js — 2 sni  ccos  tSuTy 

R'  cos*  I V «is  -4-  &cii’  1 3 Mj-  -e  2 sen  t cns  i IS  „ xy , 

le  quali  combinate  per  addizione  e sottrazione,  ed  osservando  che  diirequazioue 
(4)  si  ha 


conducono  alle  seguenti  due  relazioni  determinatrici  di  A’  e B' 
A'  = 


I y _ Smx’  — Suy’ 


Mediante  l'equazione  (4)  si  può  adunque  in  ogni  caso  trovare  uno  degli  assi  princi- 
pali passanti  pel  punto  0 di  una  data  superficie  quando  per  questa  e per  rapporto 
ai  due  assi  coordinati  OxedOp  si  conoscono  le  tre  somme  !uxp, 

e trovalo  uno  dei  due  assi  principali  passami  pel  detto  punto  0,  si  ollieiie  imme- 
diatamente il  secondo,  giacché  questo  deve  essere  perpendicolare  a quello. 
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M la  superficie  elenienlare  (Iella  sezione  ileU’eleraenlo  di  fibra  o 6; 

0 la  superficie  della  telale  sezioii  retta  del  prisma  ; 

,T  ed  ;/  le  coordinale  G/>  e /<// del  centro  della  sezione,  che  il 
piano  C L)  Fa  nel  dello  eleincnio  di  fìlira,  rispello  agli  indicati  assi 
principali  G'x  e.  G'iy; 

V la  distanza  6'</  di  (pieslo  centro  della  retta  UU  condotta  per 
G' parallelamente  alla  supposta  direzione  U'U' deH’asse  neutro; 

1 la  distanza  11 G delle  due  sezioni  considerale  AB  e CD; 

9 l’arco  di  raggio  eguale  aH'nnità  chiudente  Tangolo  infinilamenle 
piccolo  CO,C,  es|>riinente  di  quanto  la  sezione  CD,  passando  in 
C^D,,  ha  giralo  intorno  all’asse  neutro  relativamente  alla  sezione  AB; 

V la  distanza  G'0'=G  0=0,0,  chela  direzione  U'U'  deH’assc 
neutro  ha  dal  centro  di  superficie  G'; 

N la  risultante  di  tutte  le  forze  applicale  al  corpo  oltre  la  se- 
zione CD,  ossia  a diritta  di  questa  sezione  per  chi  osserva  la  ci- 
tata figura  11; 

K la  distanza  di  questa  forza  dalla  sezione  CD; 

fi  il  momento  NK  della  stessa  forza  N rispetto  all'asse  delle  fibre 
invariabili  conlenulo  nella  delta  sezione  CD; 

' <p  l'angolo  NG't/'che  il  piano  passante  per  la  forza  N e per  l'asse 


Altorqntndo  gli  assi  principati  di  una  snperflcie  plana  cuincidono  cogli  assi  coor- 
diuall,  ìt  vatore  di  tang2<  deve  essere  zero  e quindi  si  deve  avere 

liàxy^O, 

la  qual  relazione  serve  a carallerizzare  gli  assi  principali , giacché  se  essa  è sod- 
disfalla, manclicré  neU’equazione  (S)  dell’ellisse  d'inerzia  il  lermine  StuZuxji.  la 
qual  cosa,  essendo  gli  assi  coordinati  orlngonali , non  può  aver  luogo  che  quando 
questi  assi  sono  direni  secondo  i diametri  principali  di  della  ellisse. 

In  certi  casi  gli  assi  principali  di  una  figura  piana  passanti  per  un  punto  dato  di 
essa  si  conoscono  immedialaniente  senza  alcun  calcolo,  e facilmente  si  vede  che 
ogni  retta  di  simmetria  tracciata  in  una  data  figura  piana  è asse  principale  per 
qualunque  punto  collocalo  sulla  stessa  retta,  che  ogni  perpendicolare  ad  una  retta 
di  simmetria  è asse  principale  pel  sno  punto  d'incontro  con  questa  linea , e final- 
mente che  ogni  linea  che  è asse  principale  e che  passa  pel  centro  di  superficie 
della  figura  è asse  principale  in  qualsivoglia  punto  del  suo  percorso  ; giacché  pren- 
dendo per  asse  delle  ordinate  una  linea  perpendicolare  alla  linea  di  simmetria  op- 
pure aH’assc  principale  passante  pel  centro  di  superficie,  si  ha 

Sii>ip  = 0. 

Allorquando  il  punto  0 (/Ig.  i5)  coincide  col  centro  di  superficie  G della  figura 
piana  ABC  l'ellisse  d’inerzia  relativa  a questo  punto  chiamasi  ellàie  centrale  flntr- 
lia  e gli  assi  principali  corrispondenti  pmidono  il  nome  di  arsi  principali  centrali 
/t'inerita. 
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del  prisma  fa  coll'asse  y^’y'  assillilo  come  asse  delle  ordinale  nel 
piano  della  sezione  C'E'D'F'; 

'p  l'angolo  jjG'U  che  la  rella  LU  fa  coll'asse  x'G'x  assunto  come 
asse  delle  ascisse  nel  piano  della  sezione  C'E'D'F'; 

r il  nionienlo  d'inerzia  della  superficie  della  sezione  C'E'D'F' 
rispello  all'asse  .l' G'o:  ed 

I"  il  momento  il'inerzia  della  superfìcie  della  stessa  sezione  ri- 
spetto all'asse  yG'y'", 

E un  numero  esprimente  il  coeffìcicnte  d'elasticità  longitudinale 
della  materia  di  cui  il  prisma  è formato; 

E”  il  cocllicienle  d'elasticità  trasversale; 

iJ  lo  scorrimento  relativo  subito  dalla  sezione  CD  relativamente 
alla  sezione  AH; 

1’  una  somma  estesa  a tutte  le  superfìcie  elementari  w. 

Tirando  da  p la  retta  pr  parallela  ad  UlI  ed  osservando  che  gli 
angoli  rb'p  ed  rps  sono  eguali  all'angolo  xG'U^'l»  ricavansi  ri- 
spettivamente dai  triangoli  rettangoli  ti'rp,  pv$  ed  sG'y  i seguenti 
valori  di  b'r,  ni  rs  e di  59; 

b'  r=ycosp;  rs  = spscnp\  s9=G'Jsen 


Sommando  queste  tre  lunghezze  si  ottiene  (fb'—v  e,  ponendo  o' al 
luogo  del  coefTlciente  j/i-f-G's  di  sen  risulta 

v:=ycos'f-4-;rsen'f  (1). 

Ciò  premesso,  l'elemento  di  fibra  ab,  avente  per  sezione  fo  e 
distante  dalle  quantità  V-t-o  dal  supposto  asse  neutro  li' L",  pel 
fatto  della  flessione  proverà  un  allungamento  od  un  accorciamento 
che  algebricamente  si  può  esprimere  con  purché  prendasi  v 

negativo  dalla  parte  di  UU  verso  la  quale  si  verificano  accorcia- 
menti di  fibre,  la  tensione  c la  compressione  corrispondente  verrà 
data,  per  quanto  si  è detto  ai  numeri  12  e 29  parlando  dell'esten- 
sione e della  compressione,  da 


il  momento  di  questa  forza  rispetto  all'asse  delle  x sarà 


n (V-|-t')6 
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il  momento  della  medesima  forza  rispetto  all’asse  delle  y avrà  per 
valore 

F 

^ X I 

e la  resistenza  allo  scorrimento  che  oppone  il  consideralo  elemento 
di  fibra  potrà  essere  espresso  da 

Le  domandate  condizioni  d’equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e 
le  forze  molecolari  si  otterranno  ponendo  le  condizioni  esprimenti 
che  tutta  la  parte  di  corpo,  posta  alla  diritta  della  sezione  CD  per 
chi  osserva  la  figura  44,  trovasi  in  equilibrio  sotto  l’azione  della 
forza  N,  delle  reazioni  molecolari  sviluppatesi  a motivo  delle  esten- 
sioni subite  dagli  elementi  di  Gbra  posti  al  di  sopra  dello  strato 
di  fibre  invariabili  IO,,  di  quelle  derivanti  dalle  compressioni  ap- 
portate agli  elementi  di  fibra  posti  al  di  sotto  dello  stesso  strato 
di  fibre  invariabili  IO, , e finalmente  di  quelle  provenienti  dalla  resi- 
stenza allo  scorrimento  trasversale  della  sezione  CD  relativamente 
alla  sezione  AB.  Queste  condizioni  d’equilibrio  risulteranno  , scri- 
vendo; che  deve  essere  zero  la  somma  algebrica  delle  forze  pa- 
rallele all’asse  del  prisma,  le  quali  forze  si  riducono  semplicemente 
alle  reazioni  molecolari  sviluppate  dalle  libre  allungale  e dalle  fibre 
compresse  pel  fallo  della  flessione,  e ponendo  quindi 

vEwiXipi®  — 0 (2); 

che  deve  essere  zero  la  somma  dei  momenti  di  tutte  le  forze  sol- 
lecitanti rispetto  all’asse  principale  j'G’x,  ossia  che  devesi  avere 

V E „ ^y- N Kcos  a =0  (3) 

(essendo  Ncos^  la  componente  della  N sempre  in  un  piano  per- 
pendicolare all’asse  del  prisma,  ma  nel  piano  passante  per  l’asse 
del  prisma  stesso  e per  l'asse  principale  yGi'y  della  sezione  CD, 
ed  NKcostp  il  momento  di  questa  componente  rispetto  all’asse  x'G'x): 
che  deve  essere  zero  la  somma  dei  momenti  di  tutte  le  forze  solle- 
citanti rispetto  all’asse  principale  yG'y’,  ossia  che  devesi  avere 

vEco^-^a:-NKsen9=0  (4) 
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■(essendu  N sen  ^ la  secoinla  lidie  compnucnli  in  cui  venne  sconi- 
posla  la  forza  N e che  trovasi  nel  piano  ilelerminato  ilaH'asse  ilei 
prisma  e ilall’asse  principale  x'G'.r,  cd  NKsenc;  il  momento  di 
qnesla  componente  rispetto  aH'asse  yG'ij'):  e fìnalnicntc  che  deve 
essere  zero  la  somma  algebrica  di  tutte  le  forze  dirette  normal- 
mente all'asse  del  prisma,  le  quali  forze  si  riducono  semplicemente 
alla  resistenza  allo  scorrimento  trasversale  che  sviluppasi  nella  se- 
zione CD  ed  alla  forza  N,  per  modo  che  si  avrà 

N = 0, 

la  qual  equazione  per  il  caso  di  licssioni  pìccolissime  quali  sono 
quelle  a cui  si  possono  assoggettare  i corpi  nelle  costruzioni  per 
essere  lo  scorrimento  relativo  la  tangente  trigonometrica  dell’an- 
golo che  rdemento  di  libra  spostata  fa  colla  sua  posizione  primi- 
tiva (nuro.  70),  per  confondersi  sensibilmente  la  curva  colla 
sua  corda  ab,  e questa  culla  perpendicolare  in  b,  ad  0,C,  e quindi 
per  ri‘snllare  l’angolo  bab,  pochissimo  diverso  dall’angolo  CO, 
si  può  ridurre  a 

i:  E”  f.)  tango — N=0 

o ancora,  attesa  la  picciolezza  dell’angolo  misurato  dall’arco  9 alla 
coi  tangente  si  può  sostituire  l’arco  stesso,  a 

ì:E''mO  — iN=:0  (5). 

Sostituendo  nelle  equazioni  ^2),  (.1)  e (4)  il  valore  di  v dato  dalla 
(1)  ed  osservando  che  le  quantità  E,  E”,  f,  0,  V c vp  vanno  consi- 
derate come  costanti,  le  quattro  condizioni  d’equilibrio  diventano 

E (V  i:  !.)  -f  - cos  vf  i;  0.  y -t-  scn  4 - 'o  Jf) = 0, 


Ej(Vi;f.)y-|-cosif-'"y’-f-senvf'i:'.)a;y)  — N Kcosf , 


E^  (Vl'wx^-cos^fi:ua:y-f•sen^fl■(l)x’)  NKsenf , 
E"0:ì&)=:N. 


Ora  si  ha  i)(.)j/=rO  e Sr.)X=0,  giacché  il  centro  di  superOcie  G' 
della  sezione  C'E'D'F'  venne  preso  per  origine  delle  coordinate; 
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SMiyrzO,  perchè  gli  assi  .t'G'ìc  ed  sono  gli  assi  principali 

d'inerzia  dell'accennala  sezione  condoni  pel  suo  centro  di  super- 
ficie; c non  sono  altro  che  i momenti  d'inerzia  I'  ed 

{"della  superfìcie  della  medesima  sezione  rispetto  agli  assi  x' G' x 
ed  yG'y':  ed  NK=u:  cosicché  le  quattro  condizioni  d’equi- 

librio diventano 


E^V5i  = 0, 

Q 

E jl'  COS'f'  = uCOS<f, 

E -^rsenv|'=  useny,  • 
E”£)l‘=  N. 


(6). 


Queste  equazioni  costituiscono  il  fondaniento  di  belle  ed  impor- 
tanti quistioni  relative  alla  (lessione  dei  solidi  prismatici  sottoposti 
aH'azione  di  forze  contenute  in  uno  stesso  piano  passante  pei  loro 
assi  cd  a questi  perpendicolari , ed  immediatamente  si  passa  ad 
esporre  quelle  che  possono  tornare  di  qualche  utilità  nella  pratica 
deH'ingegncre  costruttore. 

80.  Determinazione  dell'asse  neutro  e del  piano  di  flessione. 
— La  prima  delle  quattro  condizioni  d'equilibrio,  che  nei  prece- 
dente numero  vennero  complessivamente  indicate  (6),  non  potendo 
essere  verilicata  che  col  porre  V— 0 giacché  è impossibile  che 
si  annulli  una  delle  quantità  E,  0,  / ed  0,  porla  a conchiiiderc  che 
in  nn  prisma  omogeneo  , nel  quale  vien  cimentata  la  resistenza 
alla  llessionc  da  forze  contenute  in  uno  stesso  piano  passante  per 
l'asse  ed  a questo  perpendicolari,  l’asse  neutro  della  sezione  qua- 
lunque C'E'D'F'  (Jig.  44)  passa  pel  suo  centro  di  superGcie  G',  e 
che<  quindi  il  fenomeno  della  flessione  succede  come  lo  indica  la 
figura  47.  Dividendo  poi  la  terza  di  dette  condizioni  per  la  seconda, 
si  trova 

tang-}rrtang9 , 

d’onde 

tangij;=:ptang?  (1), 
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il  qual  valore  di  tang  ]<  dà  l'angolo  che  l'asse  neutro  UU  fa  col- 
l'asse G' X,  giacché  I',  I"  e tang^  sono  quantità  note.  Sapendosi  ora 
che  l'asse  neutro  deve  passare  pel  centro  di  superficie  e conoscen- 
dosi l’angolo  che  esso  deve  fare  con  G' x,  trovasi  il  medesimo 
eoropiulamente  determinato. 

Chiamando  a il  raggio  di  girazione  della  superficie  C'E'D'P'  ri- 
spetto all'asse  yG'  y"  e b il  raggio  di  girazione  della  medesima  su- 
perficie rispetto  all'asse  xG'x'  (n)  sì  ha 


l'=6*Q, 


r=o*Q, 


(■)  La  radice  quadrata  del  qooileiile  che  si  ottiene  diridendo  il  montenlo  d'Iner- 
aia  della  sapersele  di  una  data  Sgura  piana  per  la  superScie  medesima  lieo  dello 
reppto  d<  giraUime  della  (operScie  stessa  rispetto  sU'asse  per  rapporto  al  quale  ai 
è valutalo  il  momento  d’inenia,  cosicché  chiamando  io  generale 
I il  momento  dlneriia  della  superScie  di  una  Sgura  piana  ABC  {fig.  45)  rispetto 
ad  un  asse  qualunque  Ox  In  essa  condotto, 

0 la  superScie  di  detta  Sgura  ed 
r il  raggio  di  giraiione  corrispondente. 

Tra  le  quantitA  I,  11  ed  r si  ha  la  relazione 


d'onde 


r»n  = l. 


Ciò  premesso,  nelt'ipoteai  che  gli  assi  principali  passanti  per  un  dato  pnn  lo  0 di 
una  superScie  piana  ABC  coincidano  cogli  assi  coordinati  Ox  ed  Opin  questa  sa- 
persele tracciati  e che  siano  x ed  p le  coordinate  relative  ad  un  punto  qualunque 
dell'ellisse  d'inersia,  la  sua  equazione  risulta  Immediatamente  dairequaiiooe  (5)  della 
nota  («)  facendovi  Zoxp=0  e cangiando  rispettivamente  ( ed  v in  x ed  p,  per 
cui  si  ottiene 

X*  Z ••  y*  + y*  I *•  a * C*. 

Chiamando  ora  « il  raggio  di  girazione  corrispondente  alla  superScie  ABC  rispetto 
aO'ssse  delle  p,  e A quello  rispetto  all'asse  delle  x,  per  essere  rispettivamente 
Z«x*  e XapV  i momenU  d'inerzia  della  densa  superSde  rispetto  ai  medesimi  assi, 
si  ha 

I«x*  = o*Q,  = 

i quali  valori  di  Xmx*  e Xopt,  posti  neirultima  equazione  dell’ellisse  d’inerxis, 
la  trasformano  io 

ò*nx*  o*D  = 

che,  divisa  per  u*A*Q  dopo  d'aver  posto  C*  = o*t*a  per  valore  della  costante  C, 
conduce  alla  seguente  semplice  d|aazione  dell’ellisse  d’inerzia 
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i qaalt  valori  di  1'  e di  I",  posti  nell’equazione  detemainatrice  di 
Ung  4>.  conducono  a 

6’ 

(2)- 

Ricordando  ora  che  l’ellisse  d’inerzia  ha  per  equazione,  rìferila  ai 
due  assi  principali  d'inerzia  G'x  e G'y, 

a;’  y’  , 


supponendo  descritta  quest’ellisse  i cui  due  semi-assi  sono  G'a  = n 
e G'b=b  e considerando  su  essa  il  punto  M di  coordinate  G'P  = :r’ 
eFS'rry'  in  cui  viene  incontrala  dal  piano  di  sollecitazione  ; im- 
magiiiundo  condotta  in  questo  punto  la  tangente  MT  aH'ellisse  in- 
contrante in  Q l'asse  G'x\  essendo,  dietro  quanto  insegna  la  geo- 
metria analitica. 


l’equazione  della  tangente  all’ellisse  nel  punto  di  coordinate  x'  ed 
y'  e quindi  avendosi 

tangMQa;=-^,; 

dovendosi  avere,  per  essere  supplementari  i due  angoli  MQe  ed 
MQG’ 

tangMQG'=-tangMQz=^  (3); 

e finalmente,  per  essere  complementari  i due  angoli  yG'M  ed  MG'r, 
risultando 

sf 

tang  ip = tang  N G' y' = tang  y G' M zi:  cot  M G' 1=:  — , ; 

per  sostituzione  di  questo  valore  di  tangip  nell’equazione  (2)  ri- 
sulta 

h'x' 
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Essendo  eguali  i secondi  membri  di  qiiest'ullima  equazione  e del- 
l'equazione (3),  si  ricava  die  l'aiigolo  MQG'  è eguale  all'angolo 
>f=x6'll,  e quindi  che  l'asse  neutro  in  una  sezione  qualunque  è 
parallelo  alla  tangente  all'ellisse  centrale  d'inerzia  nel  punto  in 
cui  vieti  essa  inconirala  dal  piano  di  sollecilazioiic,  o,  giacché  l'asse 
neutro  passa  pel  centro  di  superficie,  che  trovasi  esso  diretto  se- 
condo il  diametro  coniugato  di  quello  secondo  il  quale  il  piano  di 
sollecitazione  taglia  la  detta  ellisse. 

Il  piano  di  flessione  è quel  piano  passante  per  l'asse  del  prisma 
il  quale  risulta  perpendicolare  all'asse  neutro  di  una  sezione  qua- 
lunque ; la  sua  traccia  VV'  sulla  sezione  C'E'D'F'  (fig.  41)  fa 
coll'asse  yG'y’  l'angolo  V'G'y'nixG'U  = 4'  ® deviazione  didlo 
stesso  piano  dal  piano  di  sollecitazione  è misurata  dall’angolo 
V'G'N=^f  — 

90.  Equazione  della  curva  secondo  cui  si  dispone  l'asse  di 
un  prisma  omogeneo  ed  elastico  nel  quale  viea  cimentata  la 
resistenza  alla  flessione  ; momento  inflettente,  momento  resi- 
stente alla  flessione  e momento  di  flessibilità.  — In  generale 
chiamasi  curva  elastica  quella  secondo  cui  si  dispone  l'asse  di  un 
corpo  elastico  allonpiaudo  il  detto  asse  viene  a deformarsi  sotto 
l'azione  di  date  forze  estrinseche  applicate  al  corpo,  e l'assunto 
che  mi  propongo  in  questo  numero  sta  appunto  nel  trovare  l'equa- 
zione  della  curva  elastica  secondo  cui  si  dispone  l'asse  di  un  solido 
prismatico  omogeneo  ed  elastico,  nel  quale  vien  cimentata  la  resi- 
stenza alla  flessione  da  date  forze  tutte  conleruite  in  uno  stesso 
piano  passante  per  l'asse  ed  a questo  perpendicolari. 

Dividendo  per  V la  seconda  e per  1"  la  terza  delle  <|uattro  con- 
dizioni d'equilibrio  che  al  numero  88  vennero  complessivamente 
indicate  (6),  elevandole  al  quadrato  e sommaudo  quindi  i risultati, 
trovasi 


E*  -^^cos’'f-l-sen'4 


)=■“’( 


cos’  5 _ sen  - o \ 
I'»  ~l  |"«  I > 


d'onde,  estraendo  la  radice  quadrata  ed  osservando  che  cos*  -f- 
sen’  4 = ^ > ricavasi 


+ 


seti’ 

n 


0). 


Rammentando  ora  che  al  già  citalo  numero  88  nel  considerare 
le  due  sezioni  trasversali  A B e CI)  {Jiij.  44)  si  è supposto  che  esse 
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fossero  infinilamcnlc  vicine  e che,  per  quanto  si  è detto  nel  prece- 
dente numero,  la  parte  IIG  {fuj.  47)  di  asse  compresa  fra  queste 
due  sezioni  non  si  è nè  allungata  nè  accorciata  pel  fatto  della  ftes- 
sione,  si  può  stabilire:  che  la  parte  IIG  = f di  asse  dei  prisma  si 
è convertita  in  un  arco  inUnilamente  piccolo  HGj=ds  della  curva 
elastica  secondo  la  quale  si  e disposto  il  detto  asse;  che,  atteso  la 
piccola  llcssione  subita  dal  solido,  giacché  s'intende  sempre  di  es- 
sere nei  limiti  degli  sforzi  a cui  praticamente  si  possono  assogget- 
tare i corpi  nelle  costruzioni,  l'arco  di  raggio  eguale  all'unità  e 
chiudente  l'angolo  piccolissimo  G,  G,  G,,  eguale  all'angolo  ARC, 
delle  due  normali  alla  curva  elastica  nei  due  punti  Ile  G^,  è pure 
un  arco  inlinitcsimo  il  quale  si  può  rappresentare  con  dr;  che  per 


conseguenza  si  può  cangiare  il  ^ in  ed  infliie,  essendo  p il  rag- 
gio della  circonferenza  osculatrice  alla  curva  elastica  secondo  cui 
si  è disposto  l'asse  del  solido  e passante  pei  piani  H e 6,,  il  qual 
d s , 

raggio  vale  che  l'ultima  equazione  può  essere  scritta 


K 


1 


p 


scn’-p 

“]"r~ 


(2). 


Prendendo  ora  due  assi  coordinati  ortogonali  ed  Ou  (fig.  48) 
per  riferirvi  requazione  della  curva  elastica  OA  assunta  daU’asse 
primitivo  del  prisma,  il  primo  nella  direzione  di  detto  asse  ed  il 
secondo  contenuto  nel  piano  di  flessione  (il  qual  piano  è compiuta- 
mente determinalo,  giacché,  per  quanto  si  è dello  nel  precedente 
numero,  passa  esso  per  l'asse  primitivo  del  prisma  sottoposto  a 
flessione  e fa  col  piano  di  sollecitazione  un  angolo  che  si  può  cal- 
colare), chiamando  z ed  u le  coordinate  OP  e PM  di  un  punto 
qualunque  dell'accennata  curva  OA,  rammentando  che  . 


V 


dj^Y 


d;’ 


che  per  il  caso  di  flessioni  piccole,  quali  sono  quelle  che  fanno 
Toggello  di  queste  rirerclie,  le  tangciili  ai  diversi  punti  della  curva 


OA  fanno  sempre  angoli  piccolissimi  coll'asse  delle  i per  cui  ^ 

è sempre  assai  prossimo  a zero;  e che  per  conseguenza  con  suf-  , 
Sciente  approssimazione  per  la  pratica  si  può  assumere  \ 

— J- 

dz’ 

e finalmente  sostituendo  questo  valore  di  p nell'equazione  (ì)  si  ! 
ottiene  la  seguente  semplicissima  equazione  differenziale  di  secondo  : 
ordine  della  curva  elastica  < 


E 


d*«  l/cos’o 


sen‘  q 


(3), 


nella  quale  si  deve  intendere  che  u rappresenti  quella  certa  fun- 
zione di  X che  esprime  il  momento  rispetto  aliasse  neutro  di  una 
sezione  qualunque  CD  di  tutte  le  forze  che  tendono  ad  inflettere 
il  solido  e poste  da  una  medesima  parte  della  sezione  qualunque 
considerata,  ed  alla  quale  per  conseguenza  si  può  dare  il  nome  di 
momento  inflettente 

La  quantità ^ ^ che  è eguale  al  momento 


y 


cos’  f ^ sen’  f 


molecolari 


j'j  j"« 

inflettente  jk,  rappresenta  il  momento  delle  azioni 
che  arrestano  la  flessione  prodotta  dal  momento  p.  delle  forze 
estrinseche  e si  può  chiamare  wiomenfo  resistente  alla  flessione; 
e prende  il  nome  di  momento  di  flessibilità  il  coefllcicnte 

^ di  , indipendente  dalla  flessione  , dipendente 

d 


l/cos*  y 

r T’ 


^cos’  9 , sen*  9 

T*“ 


1" 


soltanto  dalla  forma  e dalla  superficie  della  sezion  retta  del  corpo 
prismatico  sottoposto  a flessione  e dalle  sue  proprietà  fisiche  e che 
può  essere  preso  siccome  esprimente  la  misura  del  momento  in- 
flettente atto  a produrre  un  certo  grado  di  flessione  attorno  a un 
determinato  asse  fra  due  sezioni  rette  vicinissime. 

91.  Resistenze  riferite  slT unità  di  superficie,  che  in  una  se- 
sions  trasrerssle  qualunque  e pel  fatto  della  sola  flessione  de- 
vono opporre  le  fibre  maggiormente  allungate  e quelle  maggior- 
mente compresse.  — Supponendo  che  nella  figura  49  sia  rappre- 
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sentalo  un  solido  prisniatieo,  omogeneo  ed  clastico  sottoposto  alla 
flessione  prodotta  da  forze  conteiiiile  in  uno  stesso  piano  passante 
^ ^ pel  suo  asse  ed  a cpieslo  perpendicolari,  e die  siano  AB  e CU 
, due  sue  sezioni  rette  innnilanicnte  vicine , la  seconda  delle  quali 

in  vera  fornia  c grandezza  naturale  inleiulesi  rappresentata  in 
C'E'D'F';  essendo  G'  il  centro  di  superfìcie  di  questa  sezione  ed 
UU  l'asse  neutro  die  alla  medesima  si  riferisce;  ponendo  che  sia 
: F'C'E'  la  parte  della  sezione  medesima  incontrala  dalle  fibre  che  si 

r , allungano  ed  F'D'E'  quella  incontrata  dalle  fibre  che  si  accorciano 

' pel  fallo  della  flessione;  essendo  C'  e D'  i due  punti  , il  primo  col- 

locato sul  perimetro  della  prima  parte  ed  il  secondo  sul  perimetro 
della  seconda  parte  , che  hanno  la  distanza  massima  dall'asse  neutro 
UU  e pei  quali  vengono  per  conseguenza  a passare  i due  elementi 
di  fibra  AC  e BD  che  subiscono  rispellivamenle  il  massimo  allun- 
gamento ed  il  massimo  accorciamento  , chiamando 

Q,  la  resistenza  per  trazione  riferita  all'unità  di  supcrQcie  che 
oppone  relcmenlo  di  libra  AC  corrispondente  al  punto  C', 

Q,  la  resistenza  per  pressione  riferita  all'unità  di  superflcic  che 
oppone  rdemenlo  di  fibra  BD  corrispondente  al  punto  D', 

f.1  la  superficie  elementare  costituente  la  superficie  della  sezion 
retta  tanto  dcH'unu  quanto  dell'altra  fibra, 

V la  distanza  P'C'  della  fibra  allungala  maggiormente  distante 
dall’asse  neutro  UU, 


v"  la  distanza  Q'D' della  fibra  compressa  maggiormente  distante 
dallo  stesso  asse  neutro; 

ritenendo  che  le  lettere  E,  0,  /,  u,  U,  I"  e ^ abbiano  i significali 
che  alle  medesime  vennero  allfibuili  al  numero  tifi,  appoggiandosi 
ai  fondamentali  risultali  d'esperienza  che  vennero  ammessi  al  nn- 
racro  tifi  ; e finalmente  ammelleiido  che  la  flessione  metta  in  giuoco 
la  sola  elasticità  longitudinale  giacché  sono  assai  piccoli  gli  ullnnga- 
menti  che  le  fibre  snhiseono  per  ciò  rhe  nella  flessione  si  provoca 
anche  la  resistenza  allo  seorrimeiilo  trasversale,  si  ha:  che  l'ele- 
mento di  fibra  AC  iiicnnlranlc  in  C'  la  sezione  C'E'D'F'  subisce  un 
allungamento  rappresentalo  da  v’O,  e che  relcmenlo  di  fibra  BD 
iiieonlranle  in  D'  l'or  delta  sezione  si  accorcia  della  quantità  v"0; 
che  il  primo  di  delti  elementi  presenta  una  resistenza  alla  trazione 

, f/  0 

(nuni.  l'2)  espressa  da  E m — , ed  il  secondo  mia  resistenza  alla 


v"9 


compressione  (num.  ^0)  data  da  Em  die  per  conseguenza  le 


L'iin  01  rAUBiiiCAiE 
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resistenze  Q'  e Q"  riferite  nll'iinità  di  superficie  , die  np)ion;,'oii() 
rispettivamente  l elcmento  di  lilira  maiigiornieiile  allungato  A C e 
quello  maggiormente  compresso  HI),  sono  deterininatu  dalle  equa- 
zioni 


0 

le  quali,  ponendovi  il  valore  di  E j dato  daU'cquazione  (1)  del  nu- 
mero 90,  si  trasformano  nelle  seguenti  equazioni  deterniinutrici  di 

Q,  e di  Q, 


Q5  = r"a 


COS®  3 

sen®  0 

— S 

l's  ^ 

j"X 

COS®  3 

scn®  3 
1 

Da  queste  equazioni  si  vede  die  per  un  rorpo  prismatico  di 
data  sezione , e pel  quale  consoguenleinenle  non  variano  da  una 

sezione  aH’altra  v',  v”  e | — j’,,  ^ d-  --p,- . i valori  di  Q,  c di 

Q,  variano  proporzionalmente  al  momento  inllettente  a,  e die  nel 
corpo  che  si  considera  saranno  essi  massimi  per  quella  sezione  re- 
lativainente  alla  quale  u acquista  |iiire  un  valore  massimo. 

92.  Condizioni  ed  equazioni  di  stabilità  dedotte  dalle  resi- 
stenze alio  snervamento  per  trazione,  per  pressione  e per  scor- 
rimento trasversale.  — Atlìndiè  un  coriio  prismatico  sottoposto 
a flessione  prodotta  da  forze  conlemite  in  uno  stesso  piano  pas- 
sante pel  suo  asse  ed  a (|uosto  perpendicolari  si  possa  dir  stallile, 
è necessario:  che  in  nessun  punto  dtdia  fibra  maggiormente  allun- 
gata venga  cimentala  la  resistenza  allo  snervamenlo  per  trazione; 
che  in  nessun  piitilo  della  fibra  maggiormente  compressa  venga 
provocata  la  resistenza  allo  snervamento  jier  compressione;  e final- 
mente che  in  nessuna  sezione  del  solido  si  trovi  messa  in  giuoco 
la  resistenza  alio  snervamento  per  scorrimenlo  trasversale.  Ciò  pre- 
messo, chiamaudo 
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Q'  il  cocfTicienle  di  siiervamciilo  per  Irazioiie,  ossia  la  resistenza 
allo  snervanieiito  per  trazione  riferita  aH'unilà  di  superfìcie  ( nu- 
mero 14), 

Q"  il  coefliciente  di  snervamento  per  pressione  (mini.  51), 

Q"  il  coefficiente  di  snervamento  per  scorrimento  trasversale 
(num.  75), 

il  valor  massimo  che  [luò  acquistare  la  risultante  N delle 
forze  applicate  al  corpo  da  un  suo  estremo  fino  ad  una  determi- 
nabile sezione  trasversale, 

il  massimo  valcie  die  può  acquistare  il  momento  inflettente 
y.  nell’eslensione  del  corpo  che  si  considera 

iì  la  superficie  della  sezione  trasversale  del  corpo  stesso, 
conservando  alle  lettere  v,  t>",  I',  I"  e p i significati  che  alle  mede- 
sime già  vennero  attrihiiili,  ed  essendo  rispettivamente,  per  quanto 
si  c trovato  nel  precedente  numero. 


la  tensione  e la  pressione  massime  riferite  aH’unità  di  superficie 
che  subiscono  la  libra  maggiormente  allungata  e quella  maggior- 
mente compressa , le  condizioni  di  stabilità  aninché  non  vengano 
cimentate  le  resistenze  allo  snervamento  per  trazione  e per  com- 
pressione sono 


0' 


|/' 


/cos*p  sen’ p 


„ 1/ cos'p  , s 

—pj“  + - 


scn’  p 

pp—  > 


.alle  quali  bisogna  ancora  aggiungere  quella  che  si  riferisce  allo 
scorrimento  trasversale  espresso  da 


N 
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e che  facilmonic  si  deduce  dan:i  condiziunc  di  slahililà  che  venne 
data  al  ninnerò  75  col  solo  rangianienlo  di  T ” in  N„. 

Chiamando  ora  m\  m"  ed  w"  Ire  roelllcienli  di  slahililà.  il  primo 
conveniente  alla  resislenza  all'estensione  i nnm.  14),  il  secondo 
adatto  alla  resistenza  alla  compressione  (mini.  51)  ed  il  terzo  perla 
resistenza  allo  scorrimento  trasversale  'unni.  75),  le  tre  condizioni 

I ' 

di  stabilità  sopra  stabilite  si  possono  trasformare  nelle  seguenti 
equazioni  di  slahililà 


,,,,  / / cos*f  sen’ ® 

m 0 =v  4- 


w"Q" 


:i>  «o 


. cos^f  sen'p 

l's  H p— 


iN’ 


Lasciandosi  incognita  ima  sola  delle  dimensioni  della  sezione  tras- 
versale del  prisma  sottoposto  a llessione,  esprirnemlo  v,  v",  Q,  1' 
ed  I"  in  funzione  della  dimensione  incognita  e di  altre  dimensioni 
cognite  di  questa  sezione,  trasversale  cd  essendo  noli  i valori  di 
Q',  Q"  e Q"  in  seguito  ad  appositi  esperimenti  inslitiiili  sniresten- 
sione,  sulla  compressione  e sullo  scorrimento  trasversale  {iiuni.  15, 
50  e 72),  di  in',  m"  ed  in",  di  f,  di  c di  y„,  con  ciascuna  delle 
tre  equazioni  di  stabilità  si  potrà  calcolare  la  dimensione  lasciala 
incognita  e,  dei  tre  valori  che  si  troveranno,  si  riterrà  il  mag- 
giore siccome  quello  da  adottarsi. 

93.  Condizioni  ed  equazioni  di  stabilità  dedotte  dalle  resi- 
stenze alla  rottura  per  trazione  . per  pressione  e per  scorri- 
mento trasversale.  — Molli  coslriillori,  |iartcndo  dall'idea  che  sia 
benissimo  possibile  di  avere  le  azioni  molecolari  tn'Q',  in"Q"  ed 
»n"Q"  che  possono  sviluppare  i corpi  nelle  costruzioni  senza  clic 
venga  a mancare  la  loro  stabilità  col  prendere  ima  data  frazione 
delle  corrispondenti  resistenze  alla  rottura,  invece  delle  equazioni 
di  stabilità  che  vennero  date  nel  |irecedeiile  numero  usano  que- 
ste altre 


, l/cos^4’  , Seil”  p 
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nelle  (|iiali  equazioni  H',  U"  ed  R"  l'appresctilano  rispettivamente  le 
resistenze  alla  rullura  riferite  airniiitù  di  superficie  ossia  i coeffi- 
rienti  di  rottura  per  estensione,  per  compressione  e per  scorri- 
mento trasversale  facilmente  rieavaliili  o dai  dati  nnmerici  che 
vennero  dati  ai  minieri  17,  Ò4  e 7<J,  o in  seguito  ad  esperienze 
sulla  resistenza  alla  rottura  per  trazione,  per  pressione  e per  scor- 
rimento trasversale  da  insliluirsi  culle  norme  die  vennero  indicate 
ai  gin  citati  numeri  17,  ,v4  e 7G  sopra  prismi  della  materia  di  cui 
deve  essere  formato  quello  pel  quale  vuoisi  determinare  una  delle 
dimensioni  dalla  sua  sezion  retta  coirappiicazione  delle  ultime  tre 
equazioni  di  staliilità.  Le  lettere  n"  ed  «"  rappresentano  i coef- 
licienti  di  stabilità  relativi  all'estensione,  alla  compressione  ed  allo 
scorrimento  trasversale  ì cui  valori  si  assumeranno  colle  norme 
che  vennero  date  ai  numeri  Iti,  AD  e 79;  c le  lettere  tì,  d,  v", 
On.1  Niu.  f,  1'  ed  I"  conservano  il  signilicato  che  loro  vennero  attri- 
buiti nei  numeri  B8,  91  e 9'2. 

94.  Necessità  della  determinazione  dei  momenti  d'inerzia  e 
degli  assi  principali  d’inerzia  delle  figure  piane.  — L’applica- 
zione delie  formule , che  vennero  instituite  sull'equilibrio  e sulla 
stabilità  dei  solidi  prismatici  sottoposti  alla  llcssione  prodotta  da 
forze  contenute  in  uno  stesso  piano  passante  pei  loro  assi  ed  a 
questi  perpendicolari,  esige  che  si  conoscano  i momenti  d’inerzia 
delle  sezioni  rette  dei  prismi  rispetto  agli  assi  principali  d’inerzia 
in  esse  comlotti , per  cui  riesce  indispensabile  di  dare  le  norme 
generali  con  cui  si  possano  determinare  i detti  clementi  per  una 
figura  piana  qualunque  e di  fermarsi  in  ispecial  modo  aU’esame 
di  quei  casi  che  sono  i più  frequenti  nella  pratica. 

95.  Momenti  d inerzia  delle  sezioni  triangolari  piene  e delle 
sezioni  triangolari  vuote  rispetto  ad  assi  diversamente  condotti 
nei  loro  piani.  — 1.  Momento  iCinerzia  della  .sezione  triangolare 
rispetto  ad  un  suo  lato. 

Sia  A PC  (fig.  50)  il  triangolo  proposto,  sia  lìC  il  lato,  scelto 
siccome  asse,  per  rapporto  al  quale  vuoisi  il  momento  d'inerzia, 
c si  chiamino 


— 166 


a la  liingliezza  del  lato  Cll  preso  come  base, 
h l'altezza  IMI  del  triangolo  dato 

: la  distanza  DI  di  mi  elemento  superficiale  qiialiimpic  EFlìH  ot- 
tenuto condiicendo  parallelamente  alla  base  CIt  le  due  rette  EF  ed 
HG  inOnitamente  vicine  fra  di  loro  e 
I,  il  domandato  momento  d’inerzia  (o). 

Per  la  similitudine  dei  due  triangoli  AEF  ed  AGK  si  ba 


« (h  — z) 


— . il  (fi  

l'elemento  superliciale  EFGIl,  essendo  IK^ida,  vale  ' ^ ' d z ; 

il  momento  d'inerzia  di  quest'elemento  rispetto  allato  GB  c 


e Onalmente  il  domandato  momento  d'inerzia  del  triangolo  ABC, 
che  è l'integrale  di  questo  momento  d’inerzia  elementare  preso  fra 
i limiti  z = 0 c z — h,  vien  dato  da 


11.  Momento  d’inerzia  della  sezione  triangolare  rispetto  ad  una  retta 
condotta  pel  suo  centro  di  superficie  parallelamente  ad  un  lato. 

Si  sa  che  fra  il  momento  d'inerzia  I di  una  figura  piana  rispetto 
ad  un  asse  qualunque  ed  il  momento  d'inerzia  Ij  della  medesima 
figura  rispetto  ad  un  Ase  parallelo  al  primo  e passante  pel  centro 
di  superficie  della  stessa  figura  si  ha  la  relazione  [nota  (m)] 

I I ^ -f-  d' ti , 

nella  quale  d è la  ilistanza  dei  due  assi  ed  li  la  superficie  della 
figura  data.  Segue  da  ciò  che  nel  caso  particolare  proposto  di  un 
triangolo  ABC  (fig.  51  j del  quale  vuoisi  il  momento  d'inerzia  Ij 


(o)  Nel  numero  che  segue  si  ba  il  nielodo  |>er  olemenlarnicnlc  trovare  questo 
momento  d’inerzia. 
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rispcllo  alla  ralla  FI  condolla  pel  suo  centro  di  superficie  G pa> 
rullelaiiientc  alla  base  C II,  siccome  rileiiule  le  denominazioni  sta- 
liililc  ticl  precedente  problema  per  quanto  concerne  allabaseCU 
ed  aH’altczza  Al)  si  ha 


deve  essere 


^/=DII=Ìa,  Ù = \ah, 


IH.  Mumcntj  d'inerzia  della  sezione  trianijulare  rispetto  ad  una 
retta  iiiialunf/ue  condotta  nel  suo  piano  parallelamente  ad  un  suo  lato. 

Indicando  seni|ire  con  a la  base  GII  (/ig.  51)  e con  A l’altezza 
AD  del  triangolo  dato  ABC,  chiamando  D la  distanza  DK  della  retta 
F' F parallela  al  lato  CU  per  rapporto  alla  quale  vuoisi  il  momento 
d’inerzia  I ed  applicando  la  nota  relazione 

I— 

nella  ipiale  I,  esprime  il  momento  d’inerzia  ^ ah^  del  triangolo 
ABC  rispetto  alla  retta  FI  condotta  pel  centro  di  superficie  G 
parallelamente  al  lato  CB  , d la  distanza  HK=DK — DH  = D — ^ A 
fra  le  due  rette  parallele  FI  ed  F'I',  ed  Q la  superficie  del  trian* 
golo  ABC  espressa  da  ^dA,  si  trova 

Svolgendo  il  quadrato  che  trovasi  indicato  neirespressionc  di  1 e 
riduceudo  i termini  simili,  trovasi 

l = laA’4-aAD^ÌD-jÀ). 

Se  la  retta  per  rapporto  alla  quale  vuoisi  il  momento  d'inerzia, 
sempre  parallela  al  luto  CB,  è la  F"I"  passante  pel  vertice  A, 
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bisogna  fare  nel  valore  di  I,  rliianiaiido  1,  il  valore  particolare 
che  allora  acquista  il  luomenlo  d'inerzia  1 si  lia 


IV.  Momento  d’inerzia  delta  sezione  triangolare  rispetto  ad  una  retta 
passante  pel  suo  vertice  e pel  suo  centro  di  supcrjicie. 

11  triangolo  proposto  sia  .^BC  [fig.  52),  trovisi  in  fi  il  suo  centro 
di  superficie  e sia  AD  la  retta  che,  passando  pel  vertice  A e pel 
punto  fi,  divide  per  mezzo  il  lato  ItC  c clic  costituisce  quella  per 
rapporto  alla  quale  vuoisi  il  momento  d'inerzia.  Si  chiamino 
a il  lato  B fi  del  triangolo  dato, 
m la  mediana  .\D, 
a l'angolo  BDA  ed 
I il  cercato  momento  d'inerzia. 

Dai  due  triangoli  eguali  BED  c fiFD  si  ha 

EB^rFC^r-senat, 

e,  considerando  AD  siccome  base  comune  dei  due  triangoli  AB D 
ed  ACD,  si  può  dire  che  il  valore  di  I è la  somma  dei  momenti 
d'inerzia  di  questi  triangoli  rispetto  alla  loro  base  comune,  cosic- 
ché si  avrà 


, 1 a’  , la’  1 , , 

I = scn’  a-i-  sen’  a ma’  sen’  a. 

V.  Momento  d'inerzia  della  sezione  triangolare  rtspellu  ad  timi 
retta  qualunque  contenuta  nel  suo  piano  c passante  per  un  suo  vertice. 

Essendo  ABC  (/ij.  53)  il  triangolo  dato  ed  A, \ la  retta  condotta 
pel  vertice  A relativamente  alla  quale  vuoisi  valutare  il  momento 
d'inerzia,  si  chiamino; 

g,  ed  ;/„  le  due  perpendicolari  BE  e (iF  abbassate  dai  punti  B 
e fi  sulla  retta  AX, 

X,  ed  X,  le  distanze  A E ed  .\F  dei  piedi  delle  dette  perpendico- 
lari da  A; 

li  la  superficie  del  triangolo  ABC.; 

I il  momento  d'inerzia  domandalo. 
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Sicroinii  la  superficie  ticl  I riangolo  dato  è la  dilfcrenza  fra  ipirlla 
del  triangolo  AUC  e quella  del  triangolo  A DB  si  ha 

Q=:tÀT).y,— ^ÀD.y,  (1), 

\ = (i). 


Prendendo  ora  il  valore  di  AD  dalla  (1),  il  quale  è dato  da 


e sostituendolo  nella  (2)  si  trova 

ti  y»— Vi  ’ 

o ancora  effettuando  la  divisione 


* = g(y(*-t-yiy«-t-?/>*)- 

In  quanto  alla  superficie  11  si  può  essa  facilmente  esprimere  in 
funzione  di  a:,,  y,  ed  y,, giacché  valendo  essa  AFC — AEB  — 
EFCB,  si  ha 

1 1 i 

iì=j^x^y^—  ^x,  y^—^{x^—x^)  (y,-t-y,), 

la  quale,  a riduzioni  fatte,  diventa 

t-— 2 ^iVì)- 

VI.  Momento  ri  inerzia  della  sezione  triangolare  rispetto  ad  una 
retta  qualunque  contenuta  nel  suo  piano  e passante  pel  suo  centro  di 
superficie. 

La  nota  relazione 

l = I,-|-d^Q, 

che  esiste  fra  il  momento  d'inerzia  1 di  una  figura  piana  rispetto 
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ad  una  reità  qiiiilunqiic  in  essa  conciona,  fra  il  momento  crinc-rzia 
1,  (Iella  medesima  liuiira  rispeMo  ad  una  retta  parallela  alla  prima 
e coiidolta  pel  centro  di  superficie,  fra  la  distanza  ci  di  queste  due 
rette  e fra  la  superficie  0 della  figura  proposta,  conduce  raciimcnie 
a trovare  il  inonienlo  d'inerzia  I,  del  triangedo  AIÌC  !//;/.  54)  ri- 
spetto ad  una  retta  qualsiasi  YZ  contenuta  nel  suo  piano  e pas- 
sante pel  suo  centro  di  superficie  G.  luitnaginando  inrulli  condotta 
pel  vertice  A una  retta  AX  parallela  alla  YZ  e ritenendo  le  deno- 
minazioni stabilite  nel  precedente  problema  per  ipianto  concerne 
alle  perpendicolari  11  E e G F abbassale  dai  vertici  B e C sulla  AX, 
alle  distanze  A E ed  A F dei  piedi  delle  delle  pcrpendiccdari  da  A ed 
alla  superficie  del  triangolo  dato  ABG,  il  momento  d'inerzia  I del 
detto  triangolo  ris|)ello  alla  A X è dato  da 

ed  osservando  clic  il  centro  di  superficie  G trovasi  sulla 

retta  (’.D  che  unisce  il  vertice  G col  mezzo  1)  del  lato  AB  ad  una 

1 1 — ^ I 

distanza  DG  da  D eguale  ad  — che(cs- 

I I \ 1 

scudo  DL  parallela  ad  A X)G  K~-  ;jGL  (GF  — LFj  — <,)!/('• 

risulta 

i 1 11 

(/ = G H =:  G K + 1)  I — ^ (y , — 2 ?/()-t-2  y I — y (2/ i -+-?/«)  • 

Ponendo  questi  valori  di  I e di  d nella  prima  c(|uazionc  e rica- 
vando il  d()mandato  niomento  d'inerzia  I,  si  trova 

essendo,  come  nel  problema  precedente, 

Uz=l(a:,y,  — 

VII.  Momento  d'inerzia  della  sezione  triangolare  rispetto  ad  uno 
retta  gualunquc  contenuta  nel  suo  piano. 

Sia  X Y ( jig.  55  ) la  retta  per  rapporto  alla  quale  vuoisi  cal- 
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colare  il  iiiumetilo  d’iMerzia  della  su|>crlicie  del  Iriangolo  ABC  c si 
ehianitno 

Y , Y,  cd  Yj  le  Ire  |)er|ieiidicolari  Al’,  BQ  c CU  abbassale  dai 
vertici  A,  B e C sulla  retta  XY, 

X,  eil  X,  la  disianza  l’tj  e l’B  delle  ultime  due  perpendicolari 
dal  punto  P, 

0 la  superficie  del  triangolo  ABC, 

1 il  iiiomcnto  d'inerzia  domandato. 

Immaginando  condona  pel  ceniro  di  superficie  I!  del  triangolo  dato 
la  retta  X'Y'  parallela  alla  XY',  cbiamatido  I,  il  momento  d'inerzia 
dello  stesso  triangolo  rispello  alla  reità  X'Y'  e d la  distanza  GS, 
fra  I,  I,,  (/  ed  ù si  ba  la  nota  relazione 


l = l,+t/Hl. 

Ora,  supponendo  che  la  rella  AF  sia  parallela  ad  X'Y',  dietro 
«pianlo  si  è trovalo  nel  precedente  problema  si  ha 

I,=  |^(M--1TK.CF4-CF'), 

il  qual  valore  di  I,,  per  essere  BE=Y,  — Y e CF  = Yj  — Y,  si 
trasforma  in 

'•  = T8  0'‘-^'V-+-yv-yy.-yy,-v.y,)  0), 

In  quanto  alla  lunghezza  d consta  essa  di  GH  + IIS  e,  siccome 
per  quanto  si  è trovalo  nel  precedente  problema  GÌIz=g  (BE  + CF) 
edHS=AP,  siha 

d=  ^ (BE  -I-  CF)+ ÀT=  1 (Y+  Y,-i- Y,). 

Sostituendo  ora  i valori  di  1,  e di  d neirequazione  delcrrainalricc 
di  I risulta 


I =^(Y’-d-Y.’  + Y,,’-f-YY,-f-YY,-4-Y,  Y,)  (4). 
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Si  otlicnc  il  valore  di  11  in  fiiiD'ionc  di  X,,  Xj,  Y,  V,  cd  Y,  os- 
servando clic  per  quanto  si  è dello  al  problema  V si  ha 

a z=  ^ (W.  cF—  ÀF . TTE), 

cosicché,  essendo  AE=X,,  AF=Xj,  CF=:Y’j  — Y e BÉr:z:Y, — Y', 
risulla 

il  = ,^[X,(Y,-Y)-X,(Y.-Y)J  (5). 

Se  la  rella  XY’  (Jig.  5l5),  da  cui  i vertici  del  Iriaugolo  dato  ABC 
hanno  le  distanze  note  AP~Y,  Btjiz;Y',  c C B iz:  Y',  c relativa- 
mente alla  quale  vuoisi  il  nioincnlo  d'inerzia,  passa  pel  centro  di 
superficie  G,  allora  la  distanza  GS  — d (Jig.  5!)'}  diventa  zero  c si 
ha  l'equazione  di  condizione 

Y'-t-Y',+Y,“0 
da  cui  si  ricavano  le  equazioni 

Y,-(-Y,=-Y 

Yh-Y,=  -Y, 

Y-f.Y.=-Y„ 

per  le  quali  il  valore  di  I,  dato  dall'eiinaziune  (ó)  c scrino  sotto 
la  forma 

I,=  “ [Y»-+-Y,>  + Y,’-  l Y (Y.H-Y,)- i Y.(Y'+Y,)-^  Y,(Y-HY.)] 
si  trasforma  in 

I.={^0’4-Y,'h-YV)  (fi). 

Il  valore  di  fi  è sempre  quello  dato  daH'eqiiazione  (JA,  l'cll'ap- 
plicazione  della  quale  si  deve  tener  conto  dei  segui  delle  luucliczze 
Y',  Y,  ed  Y’, , assumendole  come  positive  quando  si  riferiscono  ai 
vertici  posti  al  di  sopra  della  retta  X Y’  e come  negative  quando 
si  riferiscono  a vertici  posti  al  di  sotto  della  stessa  retta. 

Vili.  Momento  d’inerzia  della  sezione  triangolare  vuota  rispetto  ad 
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un  asse  qualunque  in  essa  contenuto  e passante  pel  suo  centro  di  su- 
perlicie. 

Siano: 

Y",  Y,"  ed  Y,"  le  lunghezze  delle  Ire  [lerpeiidìcolari  l’A,  QB  ed  R(’. 
{fig.  57)  alibassate  rispellivaniente  dai  vertici  A,  B e C del  peri- 
metro esterno  snU’asse  XY; 

X/'  ed  X,"  le  distanze  t*(J  e IMI  delle  due  perpendicolari  QB  ed 
RC  dal  punto  P; 

Y',  V,'  ed  Y,'  le  lunghezze  delle  tre  perpendicolari  SD,  TE  ed 
UF  abbassate  ris|)ettivamentc  dai  vertici  I),  E ed  F del  perimetro 
interno  sullo  stesso  asse  X Y ; 

X,'  ed  X,'  le  distanze  ST  ed  SU  delle  due  perpendicolari  TE  ed 
U F dal  punto  S ; 

U"  ed  ti'  le  superfìcie  dei  due  triangoli  ABC  e DEF  date  dalle 
equazioni 

' . ti"=l[X/'(Y,"-Y")-X;'(Y/'-Y")J, 

U'=1|X,'(Y/-Y')-X,'(Y/-Y')1. 

Quando  l’asse  XY,  passante  pel  ceniro  di  supcriicic  della  pro- 
posta sezione  triangolare  vuota,  non  passa  pei  reiilri  di  superfìcie 
dei  triangoli  ABC  e DEF,  il  domandato  momento  d'inerzia  I si  cai- 
rota applicando  prima  la  forinola  (4;  per  trovare  i momenti  di 
inerzia  dei  delti  triangoli  rispetto  alla  retta  XYc  facendone  poscia 
la  dilfercnza,  cosicché  risulta 

1 =:  “r  (Y"«-t-Y,"'-|-Y;'*H-Y"Y,"+Y"Y,"-+-Y,"Y,”) 

- H (Y'*+Y,'’‘+Y'%4-Y'Y',+Y'Y',-f-Y',Y,'‘). 

Se  invece  l'asse  XY  passa  pei  centri  di  superficie  dei  due  tri- 
angoli ABC  e DEF,  il  domandato  momento  d'inerzia  I,  si  ottiene 
facendo  la  dilfercnza  fra  i momenti  d'inerzia  degli  accennati  tri- 
angoli rispetto  alla  stessa  retta  XY,  calcolati  coll'applicazione  della 
formula  (ti),  per  modo  che  si  ha 

^ (v»+y,'^+y;q. 
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Per  quanto  spella  ai  segni  ila  darsi  alle  Iniighc/.ze  V",  Y,",  Y,",  Y”. 
Y/  ed  vale  sempre  rosservazioiie  falla  sul  finire  del  prohleina 
VII,  ossia  si  assmneranno  come  positive  quelle  rifereiilisi  a veiiiri 
posti  al  di  sopra  della  reità  XY',  c come  negalive  quelle  riferen- 
tisi  a verliei  posti  al  di  sotto  della  stessa  retta. 

Le  sezioni  triangolari  vuote  non  s’incontrano  quasi  mai  nei  so- 
lidi che  vengono  impiegali  nelle  costruzioni  per  resistere  a sforzi 
di  llcssione,  per  cui  si  crede  più  che  suflìcienle  la  risoluzione  del 
precedente  prohleina  Vili  sulla  determinazione  dei  momenti  d'inerzia 
di  dette  sezioni.  D’altronde  poi  colla  massima  facilità  si  può  pas- 
sare dalle  forinole  trovale  a (|uelle  che  convengono  pei  casi  in  cui 
occorrono  i momenti  d'inerzia  di  sezioni  Iriangidari  vuole  rispetto 
ad  assi  passanti  pei  loro  centri  di  superficie  c contemporaneamente 
o paralleli  a due  lati  corrispondenti  o passanti  per  due  verliei  pure 
corrispondenti  del  perimetro  esterno  e del  perimetro  interno,  i quali 
due  casi,  unitamente  al  caso  |»iù  generale  formante  l'oggetto  del- 
raccennato  prohlenia  Vili,  costituiscono  i soli  che  può  avvenire  di 
dover  considerare  in  qualche  eccezionalissima  circostanza  della 
pratica. 

96.  Procedimento  elementare  per  trovare  il  momento  d'iner- 
eia  della  sezione  triangolare  rispetto  ad  un  suo  lato. — >Si  sconi- 
])onga  il  triangolo  dato  MW.  iftj.  511).  del  quale  vuoisi  il  momento 
d’inerzia  rispetto  al  lato  CUmn.  in  clementi  superficiali  Af/B', 

C'B'B'C",  (;"B"B  'ir'.  i;"B'"B''(;‘’ mediante  rellc  T/B',  ir'B", 

C'"B'",  C^B'' parallele  a LB,  eipiidislanli  e vicinissime;  chia- 

misi Il  r altezza  Al)  del  triangolo  proposto  c dicasi  L il  doman- 
dalo momento  d’inerzia. 

Il  momento  d’inerzia  del  triangolo  piccolissimo  Al’/B'  rispetto 

alla  retta  GB  è d.ato  dalla  sua  superficie  ^ A D' B'  moltiplicala 

per  il  quadrato  della  distanza  che  il  suo  centro  di  superficie  ha 
dall’accennala  retta  GB,  ossia  da 

giacché , essendo  per  ipotesi  piccolissima  la  distanza  AD'  si  può 
ritenere  che  il  centro  di  superficie  dell  accenmato  piccolissimo  trian- 
golo disti  da  GB  di  tutta  la  lunghezza  ADrr/i. 

Ora  polendosi  decomporre  il  prodotto  A D' . G' B'.  ò'*  nei  iluc 
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fattori  gAlJ'.C'U'.A  eil  h il  primo  dei  quali  rappresenta  il  volume  del 


piccolissimo  solido  A B,'  che  si  può  riguardare  siccome  un  prisma 
retto  triangolare  avente  per  base  il  triangolo  Atl'B'  e per  altezza 
la  retta  A A,  assunta  eguale  ad  AD  ossia  eguale  ad  h,  e potendosi 
pure  ritenere  siccome  eguale  ail  h la  distanza  del  centro  di  vo- 
lume del  detto  prisma  triangolare  dal  piano  passante  per  la  retta 
CB  e perpendicolare  al  piano  del  triangolo  dato  ABC,  ne  deriva 
che  r.'iceennato  prodotto  si  può  considerare  siccome  il  momento 
del  volume  del  prisma  triangolare  AB,' rispetto  all'or  defìnilo  piano. 
— Analogamente  il  moniento  d'inerzia  del  trapezio  elementare 
C'B'B"C",  dato  da  D'D''.C"  B".  I)D'^  può  essere  considerato  si<;- 
come  il  momento  del  volume  del  piccolissimo  prisma  C'B,"  (avente, 
per  base  l’or  indicalo  trapezio  e per  altezza  la  retta  C'C,'  — DD') 
rispetto  airacceunato  piano  dei  momenti;  e,  ragionando  nello  stesso 
modo  pei  momenti  d’inerzia  dei  trapezii  C"B"B"'C"',  C"'B"'B'' C", 
agevolmente  si  viene  a conchiudere  che  il  momento  d'iner- 
zia del  triangolo  ACB  è la  somma  dei  momenti  rispetto  al  piano 
passante  per  la  retta  CB  e perpendicolare  ai  piano  del  triangolo 
stesso  dei  volumi  di  tanti  piccolissimi  prismi  le  cui  basi  sono  A C'B', 
C'B'B"C",  C"B"B'"C'",  C'"B'"B''  C", le  cui  altezze  sono  ri- 
spettivamente date  dalle  rette  DA,  DD',  DD",  1)1)"', ed  i quali 

costituiseoiio  nel  loro  assieme  la  piramide  triangolare  A, ACB  che 
avrà  ailutiquc  per  momento  del  suo  volume  rispetto  al  delinilo  piano 
per  rap|>orto  al  quale  si  considerano  i momenti  il  momento  d'iner- 
zia domandato. 


Essendo  ^CB.DA  .^AA,=rjjfl/t..^/t:z:g(i/»’  il  volume  della  pi- 
ramide triangolare  A, ACB  e trovandosi  il  suo  centro  di  volume  G 
sulla  retta  A,  E che  unisce  il  vertice  A,  col  centro  di  superficie  E 

3 

della  base  ACB  ai  ^ di  A, E a partire  da  A,,  se  proiettasi  il  punto 

G in  F sulla  detta  base,  e se  per  la  linea  proiettante  GF  si  im- 
magina un  piano  parallelo  alla  retta  BC,  esso  taglia  il  triangolo 

.‘1  — 

.\CB  secondo  la  retta  IK  parallela  a CB;  la  distanza  AF  è y A E 


3 2 1- 

.^AL  = gAL,  c per  conseguenza  il  punto  d incontro  H del- 
l'altezza  AD  del  triangolo  dato  colla  retta  IK  jiarallela  a CB  dista 
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da  A c da  D di  ^jA[)=Ìa.  Ma  III),  essendo  la  disianza  di  due 

piani  perpendicolari  a quello  del  triangolo  ACII  e passanti,  uno 
pel  iato  CB  e l'altro  pel  centro  di  volniiie  G della  piramide  A,CH, 
esprime  anche  di  quanto  dista  il  centro  di  volume  di  questa  pira- 
mide dal  piano  per  rapporto  al  (piale  si  deve  prendere  il  momento 
del  suo  volume  onde  ottenere  il  cercalo  momcnlo  d'inerzia  I,,  il 
quale  per  conseguenza  è dato  da 


Trovalo  cosi  con  un  processo  elementare  il  momento  d'inerzia 
di  un  triangiilo  rispetto  ad  un  suo  lato  si  ha  quanto  è necessario 
per  apprendere  le  soluzioni  degli  ultimi  selle  prohlemi  trallati  nel 
precedente  numero. 

97.  Momenti  d'  inerzia  delle  sezioni  rettangolari  e di  quelle 
composte  di  parti  rettangolari.  — I.  Momenti  d'iiieriia  dello  se- 
zione rettangolare  rispetto  ai  due  assi  jiassanti  pel  suo  centro  e pa- 
ralleli ai  suoi  lati. 

Al  numero  5(5,  esponendo  il  nielodo  generale  per  trovare  il  nio- 
inenlo  (rinerzia  polare  J di  una  superlicie  i|ualunqne,  si  è Fatta 
rapplicazione  di  questo  metudu  al  caso  delle  sezioni  rettangolari; 
per  dedurre  J si  calcolarono  prima,  al  detto  numero  Sii  Facendo 
uso  delle  notazioni  di  calcolo  dilTerenziale  ed  integrale  ed  al  suc- 
cessivo numero  57  con  un  procedimento  elementare,  i momenti 
d'inerzia  1'  ed  I"  del  rettangolo  A Iti) E f/ig.  .12  e 55)  rispetto  agli 
assi  xx'  ed  yij'  condotti  pel  suo  centro  C.  il  |irimo  parallelo  ai 
due  lati  Ali  ed  ED  cd  il  secondo  parallelo  ai  due  lati  RI)  ed  A E; 
e,  chiamando  a la  lunghezza  del  lato  .VII  e li  ipiella  del  lato  Iti), 
si  ebbero  i seguenti  risultali 

r=l^ha\ 


Per  passare  dalla  sezione  rettangolare  alla  sezione  quadrala  basta 
Fare  b — a,  e trovasi  allora  che  risultano  eguali  i due  valori  di  I' 

e di  r. 

II.  Sfornenti  d'inerzia  della  sezione  rettangolare  vuota  rispetto  ai 
due  assi  passanti  pel  suo  centro  e paralleli  ai  suoi  lati. 

Siano 

a'  e i lati  IF  ed  FG  (/ig.  54)  del  rellangolo  interno, 
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a"  e b"  i lati  AB  e DD  del  rcUaiigolo  esterno, 
r eil  I"  i (lue  mnineiili  (l'inerzia  domandali,  il  primo  rispetto 
all'asse  xx  parallelo  ai  lati  AB,  IP,  HG  ed  ED,  ed  il  secondo  ri- 
spetto all'asse  ìj\(  parallelo  ai  lati  A E,  IH,  PG  e BO; 
e coincidano  in  G i centri  di  supcriìcie  dei  delti  rettangoli.  Siccome 
in  general(t  il  niomenlo  d'inerzia  della  siiperGcic  di  una  sezione 
vuota  rispetto  ad  un  determinalo  asse  vale  il  momento  d’inerzia 
della  superficie  della  sezione  intiera  diminuito  del  momeuto  d'iner- 
zia della  superfìcie  rappresentante  il  vuoto,  si  ha 

Per  passare  dalle  formale  trovale  pel  caso  della  sezione  rettan- 
golare vuota  a quelle  che  convengono  per  la  sezione  quadrata  pure 
vuota  bisogna  fare  in  esse  6"=a"  c b’—a,  ed  allora  risultano 
eguali  i due  valori  di  I'  e di  1". 

III.  Mumenli  d'inerzia  della  sezione  di  una  trave  semplice  a dop- 
pio T simmetrico  rispetto  ai  due  assi  ortogonali  xx'  ed  y y'  (fig.  59) 
passanti  pel  suo  centro  di  superficie  0 e diretti,  uno  nel  senso  della 
larghezza  e /’u/tro  nel  senso  dell' altezza  della  sezione. 

Chiamando 

a la  larghezza  A B di  ciascuna  delle  tre  tavole, 
b l'altezza  BC  dcH'iiitiera  sezione, 

a'  la  somma  KI-t-EP  delle  sporgenze  di  ciascuna  delle  due  ta- 
vole sul  gambo  del  dojipio  T, 

6'  l'altezza  EH  del  ganiho, 

osservando  che  la  retta  xx'  passa  pei  centri  di  superfìcie  del  ret- 
tangolo ABCD  non  che  dei  due  rettangoli  KIML  ed  EPGH,  e che 
il  momento  d'inerzia  I'  della  superficie  della  sezione  pnqinsla  ri- 
spetto all'asse  xx'  è eguale  a quello  del  rettangolo  ABCD  dimi- 
nuito della  somma  dei  momenti  d'inerzia  dei  rettangoli  eguali 
KIML  ed  EPGH,  costituenti  un  rettangolo  unico  di  lati  Ki-l-EP 
ed  EH,  si  ha 


I'=:^r\B.BC»  — (Kl4-EF)Elpj, 


L'A((TB  di  fabbricake. 


Kesiilenta  dei  malerittli,  tee.  — 12. 
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la  quale,  osservando  che  AB,  BC,  Kl  + GF  ed  EH  valgono  rispet- 
Uvanienle  a,  6,  a e b',  si  riduce  a 

Per  trovare  il  momento  d'inerzia  I"  della  superficie  della  sezione 
proposta  rispetto  all'asse  yy',  si  osserva  che  qiiesl'asse  passa  pei 
centri  di  superficie  dei  due  rcllangoli  eguali  AB  FI  e DCGM 
nonché  pel  centro  di  superficie  del  rettangolo  KEHL,  cosicché  il 
detto  momento  d'inerzia  1”  vale  la  somma  dei  momenti  d'inerzia 
dei  due  primi  rettangoli  costituenti  un  rettangolo  unico  di  lati 
AB  eil  FB+GC  aumentata  del  momento  d'inerzia  del  terzo  ret- 
tangolo rispetto  al  detto  asse,  c per  conseguenza  si  ha 

r = ^ [(FB+GC)TP-|-EH  . lìT’]. 

t 

Osservando  ora  che  Attera,  che  KB  + GC=6 — b',  che  EH  = & 
e che  HL=a  — a,  il  valore  di  1"  diventa 

r=^(b-b')a^-hb'(a-ay]. 

IV.  Momenti  d'inerzia  della  sezione  di  una  trave  semplice  a dop- 
pio T simmetrico  e con  rinforzi,  rispetto  a due  assi  ortogonali  xx' 
ed  yy'  (Jig.  60)  passanti  pel  suo  centro  di  superficie  0 e diretti,  uno 
nel  senso  della  larghezza  e l’altro  nel  senso  dell'altezza  della  sezione. 

Ritenendo  le  denominazioni  stahilite  nel  precedente  problema 
per  quanto  concerne  alle  lunghezze  delle  rette  AB,  BC,  Kl  + EF 
ed  EH,  ammettendo  che  i due  rinforzi  eguali  grsl  e mnop  siano 

tagliati  per  metà  della  retta  xx'  e chiamando  ciascuna  delle 

due  sporgenze  ed  mn,  e b"  ciascuna  delle  due  altezze  rs  ed  no, 
si  ottiene  facilmente  il  momento  d'inerzia  I'  della  sezione  proposta 
rispetto  all'asse  xx',  giacché,  essendo  esso  equivalente  a quello 
della  sezione  a doppio  T simmetrico  senza  rinforzi  ( quale  venne 
considerata  nel  precedente  problema)  aumentato  della  somma  dei 
momenti  d'inerzia  dei  due  rettangoli  qrst  e mnop  corrispondenti  ai 
rinforzi  c formanti  un  rettangolo  unico  di  lati  gr-hmn—a"  cd 
no  = 6",  vico  dato  dalla  formula 
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\'=l^{a¥-a'b'^-^a’h'% 

In  quanto  al  momento  iVinerzia  I’  della  data  sezione  a doppio 
T semplice  simmetrico  e con  rinforzi  rispetto  alla  retta  yy,  di- 
retta nel  senso  dell'altezza  della  sezione  stessa  e quindi  perpendi- 
colare alla  retta  xx,  si  può  esso  ottenere  considerandolo  siccome 
la  somma  dei  momenti  d'inerzia  dei  due  rettangoli  eguali  AB  PI 
e DCGM  equivalenti  ad  un  rettangolo  unico  di  lati  A li  ed  FB+G  G, 
degli  altri  due  rettangoli  pure  eguali  KGm^  ed  Lllpt  formanti  nel 
loro  complesso  un  sol  rettangolo  di  lati  KE  ed  Em-f-H/i,  e fi- 
nalmente del  rettangolo  rnos.  Passando  poi  l'asse  yy\  per  rapporto 
al  quale  vuoisi  calcolare  il  momento  d'inerzia  1”  pei  centri  di  su- 
perficie degli  or  accennati  rettangoli,  si  ha 

1'=:  -+■  GC)  AB’  -i-  (E7i + Hp)  KE’-d-To  .‘nr’] . 

Se  ora  osservasi  che  FB-f-GC=ft — 6',che  AB=o,  che  E/n-t-Hp 
= 6' — 6',  che  KE=o — a,  che  no=:b’  e che  nrz=.a — o'-Ho', il 
valore  di  I'  diventa 

I'=l[(6-6')  o’  + (6'-6’)  {a-ay-hb'  (a  _a'+o')’]. 

V.  Momenti  d'inerzia  della  sezione  a doppio  T simmetrico  di  una 
trave  composta,  costituita  da  una  lamiera  continua  c da  quattro  ferri 
d'angolo,  rispetto  a due  assi  ortogonali  \ \ ed  yy'  (Jig.  Gl)  passanti 
pel  suo  centro  di  superficie  0 c diretti,  uno  nel  senso  della  larghezza 
AB  e l’altro  nel  senso  dell'altezza  BC  della  sezione. 

Chiamando  rispettivamente  

a,  a'  ed  a’  le  larghezze  AB=DC,  cE-^dF  —ftt-heG  ed  Ig-h 
mh=:ol<-i-ni , 

b , b'  e b"  le  altezze  AD  = BC,  c/'=:(le  e lo=:mH, 
osservando  che  il  momento  d'inerzia  1'  della  sezione  proposta  vale 
quello  del  rettangolo  A li  CD  diminuito  della  somma  dei  momenti 
d'inerzia  dei  rettangoli  cEH/edFGe  costituenti  un  rettangolo  di 
lati  cE+dP  e efe  dei  momenti  d'inerzia  dei  rettangoli  Igko  ed 
mhin  pure  equivalenti  ad  un  sol  rettangolo  di  lati  Ig-f-spà  ed  lo, 
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e passando  l'asse  xx'  pel  cenino  di  superficie  di  lutti  i delti  ret- 
tangoli, si  ha 

11  momento  di  inerzia  I'  rispetto  aH’asse  \jy  e la  somma  dei 
momenti  d'inerzia  dei  due  rettangoli  AIIFE  e DCGIl  formanti  un 
rettangolo  di  Iati  AB  ed  Flt  + GC,  dei  momeiili  d'inerzia  dei  rettan- 
goli cdhg  cd  fei  h equivalenti  ad  un  rettangolo  di  lati  cd  ed  /id+ie 
e finalmente  del  nioinenlo  d'inerzia  del  rettangolo  Unno  di  lati 
/m  ed  mn;  cosicché,  passando  il  dello  asse  pei  centri  di  superficie 
degli  indicali  reltaiiguli,  si  ha 

1'=  B+  G C)  A rf  -f- 1 c)  c (i’-f  - m n . / J. 

il  qual  valore  di  1',  per  essere  FB-f-GG=6  — 6', A B =: o. /i d-t-i e 
=.b' — b',cd=a — o',  mn  — b'  e lm=a — a — a',  si  riduce  a 

<é 

r=:l[(6-6>’-+-(6'-6'Ha— a'-a')>]. 

VI.  Momenli  d'inerùa  della  sezione  a doppio  T simnieirico  di  una 
trave  composta  costituita  da  una  lamiera  continua  cui,  mediante 
quattro  ferri  d'angolo,  sono  unite  in  allo  cd  in  basso  delle  lamiere 
ad  essa  perpendicolari,  rispetto  a due  assi  ortogunali  xx'  ed  y y' 
(/ij.  62  ) passanti  pel  suo  centro  di  superficie  ()  e diretti,  uno  nel 
senso  della  larghezza  AB  c l’altro  nel  senso  dell'altezza  BC  della 
sezione. 

Siano  rispettivamente 

0,  a',  a"  ed  a'"  le  larghezze  AB,  cI-|-(iF,  tg-{-mh  e tp-\-ug, 

b,  b\  b'  e 6'"  le  altezze  Ali,  c f,  l o e t z. 

Il  moinenlo  d'inerzia  1'  della  sezione  proposta  rispetto  all'asse 
xx'  parallelo  alla  larghezza  AB  vale  il  momento  d'inerzia  dell'in- 
tiero rellangtdo  ABCD  diminnito  della  somma  dei  momenti  d'inerzia 
dei  rettangoli  cIM/'  e i/FGc  costituenti  un  rettangolo  unico  di  lati 
cl-f-dF  e cf,  ilei  due  rettangoli  Igho  ed  mhin  formanli  un  rellan- 
golo  solo  di  lati ed  / 0 c finalmente  dei  rettangoli  anche 
eguali  Ipsz  ed  iir/rv  equivalenti  al  rettangolo  di  lati /yj-l-u^  etz; 
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cosicché,  passando  l'asse  xx  pei  centri  di  superficie  di  lutti  gli 
accennati  rettangoli  e per  le  denoininazioni  stabilite,  si  ha 

r=l(rt6*_a'6'5— o'6*’— 

Peravere  il  momento  d’inerzia  I'  rispetto  all'asse  yi/' si  osserva: 
che  questo  niomenlo  consta  della  somma  dei  munienti  d'inerzia 
dei  rettangoli  AUFI  e DIIGM  che  nel  loro  complesso  si  possono 
considerare  siccome  formanti  un  rettangolo  di  lati  All  ed  FB-f-GCj 
(lei  (lue  rettangoli  editi/  ed  feik  componenti  un  rettangolo  di  lati 
c(l  ed  lid-i-ie,  dei  rettangoli  Imqp  ed  onrs  equivalenti  ad  un 
reltang(do  di  lati  Im  e qm-i-rn  c iinalmenle  del  rettangolo  luvz 
di  lati  In  ed  tiv;  che  l'asse  1/ 1/  passa  pei  centri  di  superficie  di 
tulli  i rettangoli  indicati;  e che  per  conseguenza  si  deve  avere 

r=  ^l^(Fll-i-GC)  A d-{-ie)  ciP-\-{qm-\-m) 

Per  le  denominazioni  stabilite  sul  principio  della  soluzione  di 
questo  problema  si  ha  Fll+G  — 6',  A B=(j,A(i+ie— 6' — b", 

ed— a — a,  qm-j-rn  — b"  — 6"',  lm=.a — 0' — o",uu=6"'e  <tt 
— a — 0' — a" — a",  cosicché  il  valore  di  I"  si  riduce 

|,_  1 j(6~  6')  a’ -+-(6'—  b’)  (a  — aj ■+■  (6*  - 6'")  (a— a'- aj 
+b'"{a—a'—a’—a'y. 

Nel  valutare  la  resistenza  alla  flessione  per  le  travi  composte 
con  sezione  delia  forma  di  quella  di  cui  or  ora  vennero  trovati  i 
inunieiili  d'inerzia  rispetto  ai  due  assi  xx'  ed  yy',  ben  sovente 
usano  molti  pratici  di  trascurare  quella  parte  di  della  resistenza 
che  è dovuta  al  gambo  KEHL,  considerando  questo  non  come 
resistente  alla  flessione,  ma  sibbene  siccome  unicamente  destinato 
a rilegare  fra  di  loro  le  altre  due  parli  della  trave  ed  a mante- 
nerle alla  voluta  distanza,  ed  invece  dei  momenti  d'inerzia  I'  ed  1" 
di  cui  sonosi  dati  i valori  in  funzione  delle  dimensioni  della  sezione 
proposta,  sogliono  adottarne  due  altri  1/  ed  1,"  che  ottengono  to- 

•) 

gliendo  rispettivamente  da  1'  e da  1"  i momenti  d'inerzia  ^ 
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j^b'a"^  rispetto  agli  assi  xx'  ed  yy'  del  rettangolo  KEHL  rap- 
presentante la  sezione  del  gambo  di  altezza  EH=6'  e di  gros- 
sezza KE=o‘’. 

Parecchi  costruttori,  neirinlcnto  di  far  cosa  in  favore  della  sta- 
bilità ed  anche  per  semplificazione  di  calcoli,  nel  valutare  la  resi- 
stenza alla  flessione  di  una  trave  composta  a doppio  T ammettono: 
che  questa  resistenza  sia  unicamente  sviluppata  dalle  due  parti  co- 
stituenti le  tavole  superiore  ed  inferiore  della  trave  ; che  il  gambo 
ed  i quattro  ferri  d'angolo  siano  unicamente  destinali  a rilegare 
ed  a mantenere  alla  voluta  distanza  le  dette  due  tavole;  che  la 
sezione  trasversale  della  trave,  per  quanto  concerne  al  calcolo  dei 
suoi  momenti  d'inerzia , sia  unicamente  ridotta  ai  due  rettangoli 
eguali  ABFI  e DCGM  (Jig.  G3),  essendo  AB=a,  BC  = 6 e FGz^ò'; 
e che  per  conseguenza  i due  momenti  d'inerzia  I,'  e I,"  per  rap- 
porto ai  due  assi  xx'  ed  yy'  passanti  pel  centro  di  superficie  0 il 
primo  parallelo  ed  il  secondo  perpendicolare  alla  larghezza  A B 
della  sezione  proposta  , siccome  dilTerenze  fra  quelli  dei  due  ret- 
tangoli ABCD  ed  IFGM  rispetto  agli  stessi  assi,  siano  rispettiva- 
mente rappresentati  da 


V = ^ (ft- *')«’• 

Allorquando  una  trave  con  sezione  a doppio  T ha  grande  al- 
tezza in  confronto  di  quella  delle  sue  tavole,  e quando  vuoisi  che 
. da  queste  soltanto  venga  sviluppata  la  necessaria  resistenza  alla 
flessione,  speditamente  e con  siifliciente  approssimazione  per  la  pra- 
tica si  può  calcolare  il  momento  d'inerzia  I,'  della  sezione  tras- 
versale costituita  dai  due  rettangoli  ABFl  c DCGM  attorno  nll'asse 
xx'  passante  pel  centro  di  superficie  0 e parallelo  alla  larghezza 
AB  della  sezione  stessa,  assumendo  che  esso  valga  la  somma  dei 
prodotti  delle  due  superficie  rettangolari  accennate  pei  quadrati 
delle  distanze  dei  rispettivi  centri  P e Q dall'asse  xx'\  cosicché, 
essendo  ABrzDC=o,  BF=CGrz:c  o punendo  PQ:=(i,si  ha 

lj'=r^aed*. 
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VII.  Momenli  d'inerzia  della  sezione  di  una  trave  in  legno  a Ira’ 
liccio,  coslituila  (come  lo  dimostra  la  figura  6A)  della  parete  retico- 
lala e di  due  ordini  di  travi  longitudinali  disposti  l’uno  in  allo  e 
l'altro  in  basso  a ino’  di  filagne  e contro-filagne,  rispetto  a due  assi 
ortogonali  x\'  ed  yy'  passanti  pel  suo  centro  di  superficie  0 e diretti 
uno  nel  senso  della  larghezza  AB  c l’altro  nel  senso  dell’altezza  BG 
della  sezione. 

G opinione  di  quasi  tulli  i coslruttori  che,  neH’inipiego  delle Hravi 
a traliccio  in  legno  per  resistere  alla  Oessione , delibasi  soltanto 
tener  conto  della  resistenza  che  oppongono  le  travi  longitudinali 
c che  il  traliccio  si  debba  risgiiardare  siccome  unicamente  destinato 
a mantenere  collegale  ed  alla  voluta  distanza  le  dette  travi  a cui 
vuoisi  ailidare  tutta  la  resistenza  alla  flessione.  In  vista  di  questa 
opinione,  tutta  in  favore  della  stabilità  , ed  in  modo  conveniente 
per  la  pratica  applicazione  delle  formole  riferentisi  alla  resistenza 
alla  flessione,  si  farà  il  calcolo  dei  momenti  d’inerzia  della  sezione 
trasversale  della  trave  a traliccio  proposta,  considerandola  siccome 
unicamente  costituita  dai  quattro  rettangoli  eguali  AIMB,  BKPF, 
DMBH  e GLQG. 

Ciò  premesso,  chiamando 

a la  somma  I A-+-kB=MD-f-LC  delle  larghezze  dei  due  ret- 
tangoli rappresentanti  la  sezione  in  uno  stesso  ordine  di  travi  lon- 
gitudinali, 

b e 6' le  altezze  BC  ed  FG  della  sezione  data, 
il  momento  d'inerzia  I'  rispetto  all’asse  xx  passante  pei  centri  di 
superficie  dei  quattro  rettangoli  AIMD  e BKLC,  ENRH  a PQGF, 
essendo  la  differenza  fra  il  momento  d’inerzia  del  rettangolo  di 
lati  lA  + KB  e BC  formato  dalla  prima  coppia  degli  indicali  ret- 
tangoli ed  il  momento  d’inerzia  del  rettangolo  di  lati  NG-l-PF 
ed  FG  risultante  dall’unione  della  seconda  coppia , vien  dato  dalla 
forraola  semplicissima 


r=la(6^-P). 

In  quanto  al  momento  d’inerzia  V rispetto  all’asse  yy'  si  può 
dire  che  esso  vale  la  somma  dei  momenti  d'inerzia  dei  due  ret- 
tangoli ABFE  e DCGll  equivalenti  ad  un  rettangolo  di  lati  AB 
ed  FB-f-GC,  meno  la  somma  dei  momenli  d’inerzia  dei  due  ret- 
tangoli IKPN  ed  MLQB  che  si  possono  risguardare  siccome^for- 
manti  un  rettangolo  di  lati  IK  ed  N1-4-RM;  e,  siccome  l'asse  yy' 


— iU  — 

passa  pei  centri  di  supcrGcie  di  tulli  i rcllanguli  or  ora  accen- 
nali, si  ha 


r = [(F  B + G C)  A B»  — (N 1 4-  B M)  1 K*] . 

Chiamando  ora  a la  distanza  IK=ML,  osservando  che  FB-t-GC 
— h — b',  che  AB  = a-(-a'  e che  iM+RMr=6 — b' , sosliluendo 
nel  valore  di  I'  e riducendo,  si  trova 

1":=  a {b — b')  fa’-t-3  a'  (<i-+-a')]. 


Quando  le  rette  ef  cd  e'C,  condotte  parallelanienle  all’asse  x x' 
pei  centri  di  superficie  g t g'  delle  coppie  di  rettangoli  A IN  E e 
BKPF,  DMBH  e CLQG,  hanno  distanze  piultoslo  grandi  <lail'asse 
xx'  in  confronto  delle  altezze  FB  c GC  dei  detti  rettangoli,  il  mo- 
mento d'inerzia  I,'  rispetto  al  dello  asse  xx’  approssiniativamcnle 
e facilmente  si  può  ottenere  inolliplicando  la  somma  delle  super- 
ficie dei  quattro  rellangoli  AlNE,  KBFP,  D.MBH  e CLQG  pei 
quadrati  delle  rispettive  distanze  dei  loro  centri  di  superficie  dalla 
retta  xx’.  Nel  raso  della  sezione  rappresentala  nella  figura  (ii  , 
tutto  essendo  simmetrico  rispetto  ad  xx,  chiamando  m ed  n i due 
lati  di  ciascuno  degli  ncceunali  rettangoli  cd  A la  distanza  gg  di- 
visa per  metà  nel  punto  0,  si  ha 

ì/=mnb*. 

Opinano  alcuni  autori  che  nei  calcoli  relativi  alla  resistenza  alla 
flessione  delle  travi  a traliccio,  anche  di  questo  si  possa  in  qual- 
che modo  tener  conto,  considerandolo  siccome  formante  un  tavo- 
lalo continuo  di  volume  eguale  a quello  dei  pezzi  costitueuli  il  tra- 
liccio iulero;  chiamando 
V l'indicato  volume, 
b l'altezza  del  traliccio, 
l la  lunghezza  di  trave  a cui  esso  si  estende, 
deducono  la  grossezza  x del  detto  tavolalo  continuo  ipotetico  po- 
nendo l'equazione 

blx~\, 
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hi  ’ 


prendono  per  momento  d'inerzia  I,'  relativo  all'asse  xx'  il  momento 
d’inerzia  I',  conveniente  all'ipotesi  della  non  esistenza  di  traliccio, 

aumentato  del  momento  d'inerzia  x 6^  del  rettangolo  di  lati 

t'm=&ed  ik  — x rispetto  all'accennalo  asse  ; c finalmente  assumono 
per  momento  d'inerzia  I,"  relativo  nll'asse  yj/'il  momento  1', pure  con- 
veniente all'Ipotesi  della  non  esistenza  di  traliccio,  aumentato  del 
-1 

momento  d’inerzia  del  medesimo  rettangolo  iklm  per  rap- 

porto allo  stesso  asse  xjy. 

Vili.  Momenti  d'iiieriia  della  sezìofte  a doppio  T simmetrico  di 
una  trave  in  ferro  a traliccio  (costituita  come  lo  dimostra  la  figura 
ti5j  delle  tavole  parallele  ABFE  e DCGll  formate  ciascuna  da  una 
0 più  lamiere  sovrapposte,  delle  lamiere  cdliged  f e i k perpendico- 
larmcnte  unite  alle  tavole  mediante  ferri  d’angolo  e della  parete  re- 
ticolata inchiodata  a gueste  ultime  lamiere,  rispetto  a due  assi  orto- 
gonali x\  ed  y y'  passanti  pel  centro  di  superficie  e diretti,  uno 
nel  senso  della  larghezza  AB  e l’altro  nel  senso  dell'altezza  BC  della 
sezione. 

Usano  alcuni  costruttori  di  ottenere  il  volume  V del  ferro  compo- 
nente una  determinata  lunghezza  L della  parete  reticolata  e di  calco- 
lare come  nel  problema  precedente  quel  certo  spessore  Im-i-no  x 
corrispondente  ad  una  parete  rontinua  la  quale  esige  la  stessa  quan- 
tità di  ferro  che  realmente  è necessaria  per  la  formazione  del  tra- 
liccio. Ottengono  il  niornento  d'inerzia  1'  rispetto  all’asse  xx'  dicendo 
che  esso  vale  quello  della  sezione  di  una  trave  a doppio  T sim- 
metrico, le  cui  larghezze  u,  a',  a"  ed  a'"  sono  rispettivamente  AB, 
E/-t-Fi/,  l.N-)-KU  e Be-f-S^  e le  cui  altezze  b,  b',  b"  e b'"  sono 
AD,  (tv,  .MI  ed  lUJ,  alimentato  della  somma  dei  momenti  d’inerzia 
dei  due  rettangoli  mlrs  ed  nopg  formanti  un  rettangolo  unico  di 
lati  Im-i-nozzza''  ed  ms  — h"'  e diminuito  del  momento  d’inerzia 
del  rettangolo  g h i k di  lati  ghzz.a  — a'  — a"  — a’"  e gk—b’.  — 
Il  momeiilo  d'inerzia  1"  rispetto  all’asse  yxj  vale  la  somma  dei 
momenti  d’inerzia  dei  due  rettangoli  ABFE  e DCGH  che  nel 
loro  complesso  si  possono  considerare  siccome  formanti  un  retlau- 
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gelo  unico  di  lali  ABrraeBC  — FG— 6 — b',  dei  due  rettangoli 
<uKI  e tvaLM  componenti  un  reUangolo  unico  di  lati  tu— a — a' 
e <I-+-Mw=;&' — 6',  dei  due  rettangoli  NOSU  e QPTU  equivalenti 
ad  un  rettangolo  di  lali  NO=ro — a — a"  ed  NR-+-QU=fc" — 6"', 
dei  due  rettangoli  vxnl  e ^yqr  rormanti  un  sol  rettangolo  di  lati 
VI  — a — a — a" — u'"  e vl~{-^r  — b"' — 6"  e del  rettangolo  m oyu 
di  lati  mo=a — a —a" — «'"-Hi"  ed  ms  — 6”,  diniinuita  del  nio- 
racnto  d'inerzia  del  rettangolo  <jhik  di  Iati  (jh  — a — a — a" — a" 
e gk  — b'. 

In  pratica  perù  quasi  tutti  i costruttori  considerano  la  parete 
reticolala  ed  anche  le  due  parti  cdhy  ed  feik  siccome  unicamente 
destinate  a rilegare  Tra  di  loro  le  tavole  sujieriore  ed  inferiore  della 
trave  ; ritengono  siccome  resistenti  alla  flessione  talvolta  le  delle 
tavole  ed  i ferri  d'angolo,  talvolta  anche  le  sole  tavolo  ed  adottano 
i momenti  d'inerzia  1/  ed  I,",  oppure  1/  ed  I,"  pei  quali  si  è in- 
dicalo il  processo  di  calcolo  al  problema  'VI,  c ben  sovente,  quando 
l'altezza  della  trave  è assai  grande  in  confronto  di  quella  delle  sue 
tavole,  calcolano  il  momento  d'inerzia  rispetto  all'asse  xx'  col  me- 
todo spedilo  ed  approssimato  di  cui  si  è tenuto  cenno  alla  fine 
del  citato  problema. 

IX.  Momento  d'inerzia  della  sezione  a doppio  T non  simmetrico 
rispetto  a due  assi  ortogonali  x x'  ed  y y'  (fig.  66)  passanti  pel  suo 
centro  di  superfieie  0 e diretti,  uno  nel  senso  della  larghezza  A B « 
l’altro  nel  setiso  dell'altezza  PQ  della  sezione. 

Siano  : 

a ed  a"  le  larghezze  DG  ed  AB  delle  tavole  superiore  ed  in- 
feriore ; 

a'  la  grossezza  ML  del  gambo; 

b l'altezza  PQ  deH'inliera  sezione  della  trave  ; 

b'  e b"  le  altezze  CG  e BF  delle  due  tavole,  ed 

X la  distanza  QO  che  il  centro  di  superficie  0 della  proposta 
sezione  ha  dalla  faccia  DG  appartenente  alla  tavola  superiore  e 
rappresentata  nella  retta  DG. 

La  parte  di  superficie  della  sezione  proposta  la  quale  trovasi  al 
di  sopra  della  retta  a:*',  polendosi  decomporre  nel  rettangolo  edef 
di  lali  cd—a’  e cf-=x  e nei  due  rettangoli  HD/’M  e GGeL  cqui- 
valenli  a un  rettangolo  unico  di  lati  H.M-t-LG  = a — a'  e GG:::r6', 
ammette  per  suo  momento  {p)  Espello  alla  delta  retta  xx' 

(p)  Per  momento  <U  superflcie  ili  una  data  flgura  piana  rispetto  ad  una  retta  in 
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rt'rK.|a;-t-(a  — a')fr'^a;— 2 ^ ; 

Analngamente  )u  parte  che  trovasi  al  di  sotto  di  cox\  decomponi- 
bile nel  rettangolo  cdhq  di  lati  cd=za  e cg  — b — x e nei  due 
rettangoli  AjIE  e BAKF  che  si  possono  risguardare  come  formanti 
un  rettangolo  unico  di  lati  IE-(-KF=:o"— a'  e EA=6",  ha  per 
suo  momento  rispetto  alla  stessa  retta 

Siccome  poi  la  retta  xx'  passa  pel  centro  di  snperGcie  della  figura 
proposta,  la  somma  di  questi  momenti  deve  essere  nulla,  per  cui, 
ponendo  l'equazione  che  esprime  questa  condizione,  raccogliendo  in 
un  sol  membro  tutti  i termini  contenenti  x e nell’altro  membro 
tutti  quelli  che  ne  sono  indipendenti,  si  ottiene  il  seguente  va- 
lore di  X 

\(a  — a')b’^-ha'b^-^-(a"—a'){<2b—b'')b” 

^ 2 (a — a')b'-+-a'ì-t-(a" — a')  6" 

Conoscendosi  la  posizione  del  centro  di  superficie  0,  si  ottiene 
il  momento  d'inerzia  V della  sezione  proposta  rispetto  all'asse 
trovando  i momenti  d'inerzia  delle  due  parti  superiore  ed  inferiore, 
e sommandoli.  Ora,  siccome  il  momento  d'inerzia  1 di  un  rettan- 
golo di  lati  AB  = m e Ul)  = n (fg.  52)  rispetto  ad  un  asse  pas- 
sante pel  suo  centro  di  superficie,  contenuto  nel  suo  piano  e pa- 
-1 

rallelo  al  lato  ni  vale  ^m«’,  e siccome,  conoscendosi  il  momento 

d'inerzia  di  una  figura  piana  rispetto  ad  un  dato  asse  passante  pel 
suo  centro  di  superficie,  si  trova  il  momento  d'inerzia  della  stessa 
figura  rispetto  ad  un  asse  parallelo  al  primo  coll'aggiungere  al 
momento  d’inerzia  noto  il  prodotto  della  superficie  della  figura  pel 
quadrato  della  distanza  dei  due  assi,  si  ha  che  il  momento  d'inerzia 


es<a  condotta  intendo  it  prodotto  della  superSde  di  questa  figura  per  la  distanza 
del  suo  centro  di  superficie  dalla  detta  retta  ; e,  quando  la  figura  data  è scomposta 
io  direrse  parti , la  somma  algebrica  dei  pndotti  di  tutte  queste  parti  per  le  di- 
stanze dei  loro  ceutri  di  superficie  dalla  retta  per  rapporto  alla  quale  vuoisi  il 
momeulo. 
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del  rettangolo  di  lati  m ed  n rispetto  al  lato  m è 

= gmii’.  Nel  caso  della  sezione  a doppio  T non  simmetrico  (/ij.  66), 

siccome  la  parte  superiore  alla  retta  xx'  può  essere  considerata 
quale  dilTerenza  fra  il  rettangolo  DIISC  di  lati  Dll  = (i  c Dll  = 
QÓ  —X  e la  somma  dei  due  rettangoli  RcMH  ed  SdLG  rnsliliienti 
un  rettangolo  unico  di  lati  lUlr:*  — 6 e Uc-t-Sd  = a — a',  men- 
tre la  parte  inferiore  alla  retta  xx'  si  può  risgnardare  quale  diffe- 
renza fra  il  rettangolo  ATI! Il  di  lati  A B=:a"  c T A = 0 P = 6 — x 
c la  somma  dei  due  rettangoli  Tei  E ed  UdKF  formanti  un  sol 
rettangolo  di  lati  TE  = 6 — x — b"  c Tc-J-Ud  = o" — a',  i mo- 
menti d'inerzia  delle  accennate  due  parti  della  superGcie  della  se- 
zione proposta,  una  superiore  e l'altra  inferiore  alla  retta  xx',  val- 
gono rispettivamente 

g ax’  — ^ (a — a')  {x  — 6')* 


e quindi  il  domandato  n)omenlo  d'inerzia  1'  della  sezione  a doppio 
T non  simmetrico  vien  dato  da 

l'= g [ax» —{a -a') {x—b')^+a"  {b—xy—{a"-a')  (ò-x— ò'^l. 

In  quanto  al  momento  d'inerzia  I"  rispetto  alla  rètta  yy'  si  può 
esso  facilmente  ottenere  considerandolo  come  somma  dei  momenti 
d'inerzia  di  tre  rettangoli  DCGH,  MLKI  ed  EFIIA,  ed  essendo 
l'asse  yy' parallelo  ai  laliDH=:&',  MI=6  — h' — 6"  ed  EA=6"de- 
gli  accennali  Ire  rettangoli  e di  più  passando  pei  loro  centri  di  su- 
perQcie,  risulta 

I"  = ^ [ò'a’-4- {b-b'-b") a'’ -I- b" o"»l . 

Le  travi  con  sezione  a doppio  T non  simmetrico,  che  avviene  di 
considerare  nella  pratica,  non  sempre  sono  travi  semplici  come 
finora  si  è supposto,  ma  ben  sovente  sono  travi  composte  formale 
da  una  lamiera  continua  a cui,  mediante  quattro  ferri  d'angolo. 
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sono  unite  in  alto  ed  in  basso  delle  lamiere  ad  essa  perpendicolari, 
od  anche  sono  travi  a traliccio.  Mettendo  assieme  quanto  or 
ora  si  c detto  per  la  ricerca  dei  momenti  d'inerzia  1'  ed  l"  della 
trave  semplice  con  sezione  a doppio  T non  simmetrico  con  quanto 
venne  esposto  dando  la  risoluzione  dei  problemi  Y,  VI  ed  Vili,  sarà 
cosa  sommamente  agevole  il  trovare  i momenti  d'inerzia  delle  se- 
zioni a doppio  T non  simmetrico  di  travi  composte  sia  in  modo  rigo- 
roso, sia  in  modo  spedito  ed  approssimato,  ma  suflìciente  per  la 
pratica. 

X.  Momenli  d'inerzta  della  sezione  a T napello  a due  atsi  orto- 
gonali xx'  ed  yy'  (fuj.  67)  passanti  pel  suo  centro  di  superficie  0 e 
diretti,  l’uno  nel  senso  della  larghezza  DC  e l’altro  nel  senso  dell’al- 
tezza'PQ  della  sezione. 

Considerando  la  sezione  a T siccome  un  caso  particolare  della 
sezione  a doppio  T non  simmetrico  nella  quale  {fig.  66)  AB  = DC  e 
BF  — 0,  la  distanza  QO  = a:  {fig.  67)  del  centro  di  superficie  0 
dalla  retta  DG  ed  i momenti  d’inerzia  domandati  I'  ed  I"  rispetto 
agli  assi  xx'  ed  yij'  si  ottengono  facendo  nelle  espressioni  di  x, 
di  r e di  1"  trovate  nel  precedente  problema  a'  = a'  e 6"  = 0,  per 
cui  risulta 


_1  (a  — «')6'*-t-n'à’ 

(a — a')b'-\-a'b 

r = g j^u  ar’—  (a  — a'){x  — b'f-^a’  (6  — x)’ j 

XI.  Momento  d’inerzia  della  sezione  di  «no  trave  cellulare  rispetto 
all'asse  xx'  {fig.  68)  passante  pel  suo  centro  di  superficie  e diretto 
perpendicolarmente  all'altezza  AB  della  sezione. 

Si  incomincia  dal  trovare  le  superficie  Q,,  Q,  ed  Q,  delle  sezioni 
trasversali  fatte  nelle  pareti  delle  celle  superiori,  nelle  pareti  delle 
celle  inferiori  e nelle  pareli  della  parte  di  mezzo  ; si  determinano 
i centri  di  snperlicic  0,  , 0,  ed  0,  di  queste  sezioni , non  che  il 
centro  di  superficie  U deH’inliera  sezione;  pei  punti  così  trovali 
si  immaginano  condotte  le  rette  x^x,',  x^x/  ed  xx'  perpen- 
dicolari ad  AB  e si  cercano  le  distanze  00,  0 0,  = rf,  ed 

00]=(/,;  si  calcolano  i momenti  d’inerzia  I,,  I,  ed  Ij  delie  tre 
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superficie  di  cui  vennero  trovali  i centri  rispetto  agli  assi  x,  r,', 
X,  ed  *5 Xj';  e finalmente,  in  virtù  delle  leggi  (nota  m)  di  va- 
riazione dei  momenti  d'inerzia  rispetto  ad  assi  paralleli , si  trova 
il  momento  d'inerzia  I'  deH'iutiera  sezione  relativo  all’asse  x x'  di- 
cendo che  esso  è dato  da 

Nel  valutare  la  resistenza  delle  travi  cellulari  alla  flessione  dif- 
ficilmente i pratici  costruttori  tengono  conto  della  parte  di  mezzo 
che  ravvisano  siccome  destinata  a tener  unite  le  parti  resistenti 
in  cui  si  trovano  le  celle,  e qnimii  semplilicaiio  la  determinazione 
del  momento  d’inerzia  trascurando  il  calcolo  di  Qj , di  rfj  e di  Ij. 

XII.  Momento  d'inerzia  della  sezione  ad  L'  rispetto  all'asse  x x' 
(fig.  69)  passante  pel  suo  centro  di  supei'licie  0 e diretto  nel  senso 
della  larghezza  DC  della  sezione. 

Si  consMlcri  questa  sezione  sircome  una  sezione  a T (/ìg.  67), 
il  cui  gambo  WLKI  siasi  scomposto  in  due  parti  uguali  (/ig.  69) 
Mmil  ed  Lj/fK.  Essendo  iTCzr a,  Mm-|- L(/=o',  QP=b  e CLzufe', 
la  posizione  del  centro  di  superficie  0 non  varia  sia  che  i due 
rettangoli  Mmi'l  cd  L(//vK  trovinsi  riuniti  nel  mezzo  per  costituire 
il  gambo  MLKI  della  sezione  a T (Jig.  67),  sia  clic  i delti  due 
rettangoli  si  trovino  disposti  come  lo  dimostra  la  figura  69  onde 
formare  le  due  parli  laterali  della  sezione  ad  U ; tanto  nel  caso 
della  sezione  a T quanto  in  quella  ad  l!  rimangono  al  di  sopra 
dell’asse  xx'  equivalenti  superficie  coi  vari  loro  elementi  aventi 
rispettivamente  le  stesse  distanze  dal  dello  asse;  e quindi  la  distanza 
QO  — X ed  il  momento  d'inerzia  I'  si  ottengono  cidle  stesse  for- 
molo che  nel  problema  X già  vennero  date  per  trovare  queste 
due  quantità. 

XIII.  Momento  d'inerzia  della  sezione  a croce  simmetrica  rispetto 
agli  assi  x\  ed  yy'  (lìg.  70)  passanti  pel  suo  centro  di  superjicie  e 
diretti  secondo  gli  assi  dei  suoi  bracci. 

Essendo  AE  = DF  = oed  EB  = CF=/»,i  momenti  d’inerzia  V 
ed  I"  rispetto  ai  due  assi  xx'  ed  yg'  sono  eguali  e quindi  una 
volta  determinalo  uno  di  essi  rimane  determinato  anche  l’altro. 
Per  trovare  1'  si  osservi  rhe  esso  vale  il  momento  d'inerzia  del 
rettangolo  AIB  E di  lati  A E=n  ed  EH  -à  aumentalo  della  somma 
dei  momenti  d'inerzia  dei  due  rettangoli  eguali  KIICF  ed  LGMD 
che  si  possono  considerare  siccome  formanti  un  sol  rettangolo  di 
lati  LD-f-KF  = n — b ed  FC  = /i,  per  modo  che  si  ha 
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V=~b(a^-hab^-l^. 

XIV.  Momenti  d’inersia  della  sezione  quadrata  con  quattro  nerva- 
ture sui  prolungamenti  delle  mediane  xx'  ed  yy'  {Jig.  71)  rispetto 
alle  mediane  stesse. 

Sia  a il  lato  Al)  del  quadralo  formante  la  parte  di  mezzo  della 
proposta  sezione, 

6 la  lunghezza  Cl)  di  due  nervature  opposte  compresa  quella  del- 
l’accennato  quadro, 

c la  grossezza  di  ciascuna  nervatura. 

I momenti  d’inerzia  I'  ed  1"  della  sezione  proposta  rispetto  agli 
assi  xx'  ed  yy'  evidentemente  sono  eguali  e,  volendosi  trovare  1', 
si  può  dire  che  esso  vale:  il  momento  d’inerzia  del  rettangolo 
EFGH  di  lati  EMrrtf  ed  EF  = c;  la  somma  dei  momenti  d’inerzia 
dei  due  rettangoli  AMNO  e BILK  costituenti  un  rettangolo  unico 
di  lati  MA-l-II)=o — c e AO  = a;  più  ancora  la  somma  dei  mo- 
menti d’inerzia  dei  due  rettangoli  TUVX  e PQRS  che  nel  loro 
assieme  si  possono  risgiiardare  come  un  rettangolo  unirò  di  lati 
TU-t-l’Q  = 6 — a ed  UV=c.  Segue  da  ciò  che  l’equazione  delermi- 
nalrice  di  1'  sarà 


V=  ^[c  6"  -f-  (fl  — c)  -H  (ò  — a)  c’ j. 


99.  Momenti  d’inerzia  delle  sezioni  trapezio  e delle  sezioni 

parallelogrammiche.  — I.  Momento  d'inerzia  di  una  sezione  trapezio 
AB  CD  (Jig.  72)  rispetto  ad  uno  dei  suoi  lati  non  paralleli. 

Sia  A B il  lato  rispetto  al  quale  vuoisi  il  momento  d’ inerzia  I 
del  trapezio,  e si  chiamino: 

ar,  ed  x,  le  distanze  dal  punto  A dei  piedi  E ed  F delle  pcr- 
pendieolari  abbassate  dai  punti  D e C sulla  direzione  del  lato  AB; 

y^  ed  I/,  le  lunghezze  ED  ed  FC  delle  accennate  perpendicolari; 

Q la  superficie  del  trapezio  proposto  ABCD. 

Immaginando  prolungali  i duo  lati  non  paralleli  AB  e DC,  essi 
vengono  ad  incontrarsi  in  un  punto  G;  il  momento  d’inerzia  do- 
mandalo I vale  il  momento  d’inerzia  del  triangolo  ADG  rispetto 
al  lato  .\G  meno  il  momento  d’inerzia  del  triangolo  BCG  rispetto 
al  lato  BG;  e quindi  rtmilla 
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1 1 — 

Osservando  ora  che  ^AG.y,  ed  ;gBG.y„  esprimono  rispelliva- 

mente  le  aree  dei  due  triangoli  AI)G  e BGG,  si  Ita  l'eguaglianza 
di  rapporti 


q AG. >;!/,*. 


dalla  quale,  dividendo,  si  ricava 


^ A G . y,  = U — 


Questi  valori  di  ^AG.y,  e di  ^ BG.y,  si  sostituiscono  neH'espres- 
sionc  di  I e risulta 


1-'' 

1 — t.  ^ — \ 


In  quanto  alla  superfìcie  Q si  può  essa  esprimere  in  funzione, 
delle  quantità  date  x,,  x,,  y,  ed  y^.  Perciò,  considerando  i due 
triangoli  simili  DAE  c GBF,  si  deduca  prima  la  lunghezza  UF  il 
cui  valore  è 


e quindi  si  passi  a trovare  0 dicendo  che  vale  la  superfìcie  del 
triangolo  rettangolo  AU E aumentata  di  quella  del  trapezio  EDGF 
e diminuita  di  quella  del  triangolo  rettangolo  BGF. 

Se  i due  lati  paralleli  .VI)  e BG  del  trapezio  sono  perpendicolari 
al  lato  A B per  rapporto  al  quale  si  cerca  il  momento  d'inerzia,  si 
1 

ha  X,  =0,  ^ì=;^(y^-^-y^)x,,  ed  il  valore  di  1 si  riduce  a 
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•=:^a'i(yi+2/«)(2/<’+y5’)  (1). 

II.  Momento  d'inerzia  di  una  sezione  parallelogrammica  ABGD 
(fg.  73)  rispelln  ad  uno  dei  suoi  lati. 

Essendo  A B il  l.ilo  per  rapporto  al  quale  vuoisi  il  momento 
d’inerzia  I del  parallelogramma  ABCD  di  base  AB=r6  e di  allezza 
EU  = a,  sì  può  considerare  la  proposta  figura  siccome  il  trapezio 
del  precedente  problema  nel  caso  in  cui  g,  =y^  = a,  a;,  = 6-Har,  e 
lì  — all,  per  cui  risulta 

III.  Momento  d’inerzia  di  una  sezione  trapezio  ABCD  {fig.  72) 
rispetto  ad  uno  dei  suoi  lati  paralleli. 

Siano  rispeltivamcntc  b',  b"  ed  a le  due  basi  parallele  AD,  BC  e 
Taltezza  BI  del  trapezio  proposto,  e si  immagini  e.sso  decomposto 
nel  Iriangolo  ABII  e nel  parallelogramma  BCDH  di  basi  AH;zz6' — b" 
e BC  = ò"  e di  altezza  comune  Bl  = a.  Il  momento  d’inerzia  I del 
trapezio  ABCD  rispetto  alla  base  AD  vale  la  somma  dei  momenti 
d'inerzia  degli  accennati  parallelogramma  e triangolo  rispetto  alla 
retta  AD,  e quindi  si  ha  ^ 

Volendosi  il  momento  d'inerzia  I,  dello  stesso  trapezio  rispetto 
ad  un  asse  parallelo  alle  sue  basi  e condotto  pel  suo  centro  di 
superficie,  bisogna  trovare  la  superficie  Q non  che  la  distanza  d 
del  detto  centro  dalla  base  AD  e allora  si  deduce  il  valore  di  1, 
dalla  relazione  [nula  (»•)] 

I=I,-|-dSQ. 

99.  n/Iomenti  d'ineraia  delle  sezioni  poligonali  qualunque.  — 

Il  più  comodo  dei  melodi  che  si  possano  seguire  in  pratica  per 
trovare  il  momento  d'inerzia  della  superficie  di  una  sezione  poligo- 
nale qualunque  rispetto  ad  un  asse  in  essa  condotto,  consiste  nel- 
l’abbassare  da  tulli  i suoi  vertici  allrellanle  perpendicolari  alla 
retta  per  rapporto  alla  quale  vuoisi  il  momento  d’inerzia  e nel 
premiere  la  sointna  dei  momenti  d'inerzia  rispetto  a questa  retta 

L'Arte  di  fabdricari  lìesislema  dei  materiali,  eoe.  — IS, 
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di  tulle  le  figure  in  cui  resta  decomposto  il  total  poligono  pro- 
posto. Cosi,  nel  caso  del  poligono  rappresentalo  nella  figura  74,  il 
suo  momento  d'inerzia  rispetto  alla  retta  xx  vale  la  somma  dei 
momenti  d'inerzia  rispetto  a questa  retta  dei  trapezii  A' AB  li', 
B'BCC',  C'CDI)',  D'DKK',  F'KGC',  G'tillH'  e dei  triangoli  ret- 
tangoli KF'F,  lll'll  diminuita  della  somma  dei  momenti  d'inerzia 
dei  triangoli  AA'I,  EE'K.  1 momenti  d'inerzia  dei  trapezii  si  otten- 
gono coll'equazione  (1)  del  numi  ro  precedente  e quelli  dei  trian- 
goli rettangoli  si  possono  avere  colla  stessa  formola  supponendo 
die  sia  nulla  una  delle  due  basi. 

Il  metodo  clic  ho  indirato  per  trovare  il  momento  d'inerzia  di 
un  jioligono  qualunque  rispetto  ad  un  asse  in  esso  condotto,  torna 
anche  utile  e comodo  (|uando  si  tratta  di  poligoni  regolari  pei  quali 
ben  sovente  avviene  di  dover  trovare  i momenti  d'inerzia  rispetto 
ad  assi  passanti  pei  loro  centri. 

100.  Momenti  d'inerzia  delle  sezioni  circolari  e delle  sezioni 

ellittiche  — 1-  Momento  d’inerzia  della  sezione  circolare  rispetto  ad 
un  suo  diametro  AB  'Jig.  75). 

Ter  il  centro  0 si  conducano  nel  piano  del  circolo  due  rette  xx' 
ed  yy'  perpendicolari  fra  di  loro  la  prima  delle  quali  si  conronda 
in  direzione  col  diametro  AB,  e si  chiamino  a;  ed  j/  le  coordinate 
del  centro  d'un  elemento  di  superficie  compreso  fra  due  raggi 
ahhraccianti  un  angolo  infinitamente  piccolo  e fra  due  archi  i cui 
raggi  ammettono  una  differenza  pure  iniiuitamente  piccola.  1 mo- 
menti d'inerzia  dcH'iiitiero  circolo  rispetto  ai  due  assi  xx’  ed  yy' 
sono  rispettivamente  Swy’  e e,  siccome  queste  due  somme 

sono  eguali,  si  ha  fra  esse  ed  il  domandato  momento  d'inerzia  I 
rispetto  ai  diametro  AB 


Ora,  essendo  si  ha  che  I 

non  è altro  che  la  meta  della  somma  dei  prodotti  di  tulli  gli  ele- 
menti analoghi  all'elemento  M in  cui  si  può  scomporre  l'intiero 
circido  per  quadrati  delle  loro  distanze  dal  punto  0,  ossia  la  metà 
del  momento  d'inerzia  polare  del  circolo.  Ma,  essendo  r il  raggio 

del  circolo  e r il  noto  rapporto  5,1415 della  circonferenza  al 

diametro,  si  è trovato  (num.  52  e 55)  che  il  detto  momento  d'iner- 
zia polare  vale  per  et*' 
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! n.  Momento  d'inerzia  della  sezione  circolare  vuota  rispetto  ad  un 
suo  diametro. 

Sia  r il  raggio  interno,  r"  il  raggio  esterno,  e siano  concentriche 
le  due  circonferenze  che  limitano  la  sezione  proposta.  Per  quanto 
già  si  è detto  altre  volte  nella  ricerca  dei  momenti  d'inerzia  di 
sezioni  vuote,  si  avrà  che  il  domandalo  momculu  d'inerzia  I vien 
dato  da 

-r'% 

III.  Momento  d'inerzia  della  sezione  ellittica  rispetto  ai  suoi  due 
assi. 

I due  semi-assi  dell'ellisse  siano  rispeltivamenlc  0 Arra  e 0Crr6. 
Considerando  un  elemento  di  superficie  compreso  fra  due  rette  FG 
e F'G'  parallele  ad  AB  e vicinissime  fra  di  loro,  si  ha  che  il  mo- 
mento d'inerzia  V dell'ellisse  rispetto  all'asse  xx'  è dato  da 

l'rrSFG.ÉE'.ÒÈ’. 


Ora,  immaginando  descritta  la  circonferenza  di  centro  0 e di  rag- 
gio OC  = 6,  fra  la  doppia  ascissa  F G dell'ellisse  corrispondente  alla 
ordinata  0 F e la  doppia  ascissa  H I del  circolo  corrispondente  alla 
stessa  ordinala,  si  ha 


per  cni  il  valore  di  V diventa 


SIII.EE'.OE’. 

b 

Ma  la  somma  SHl.EF/.OE’  non  è altro  cheli  momento  d'inerzia 
del  circolo  di  raggio  OC  = 6 il  quale  per  quanto  si  è trovalo  al 

\ 

problema  1 di  questo  numero  vale  cosicché 

Yz=.\r.aì^. 

• 4 
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Analogamente,  immaginando  descritta  la  circonferenza  di  centro 
0 e di  raggio  OA=a  c considerando  una  superficie  elementare 
compresa  fra  due  rette  vicinissime  fra  di  loro  e parallele  all’asse 
CD,  con  un  ragionamento  in  tutto  eguale  a quello  già  fatto  per 
trovare  il  momento  d’inerzia  1',  si  viene  a conchiudere  che  il  mo- 
mento d'inerzia  1"  rispetto  all’asse  yy  vicn  dato  da 

r—\T:ba\ 

4 

IV.  Momenti  d'inerzia  della  sezione  ellittica  vuota  rispetto  ai  due 
assi  dell'ellisse  esterna  confondentisi  in  direzione  con  quelli  dell'ellisse 
interna. 

Essendo 

a'  e b'  'i  due  semi-assi  OE  cdOG  {/iy.  77)  dell’dlisse  interna, 
a"  e b"  i due  semi-assi  UA  ed  Uti  dell'ellisse  esterna, 
r ed  1"  i momenti  d'inerzia  domandali  rispetto  agli  assi  xx' 
ed  yy\ 

c coincidendo  in  0 i loro  centri , per  quanto  già  più  volte  si  è 
detto  sul  modo  di  trovare  i momenti  d'inerzia  delle  sezioni  vuote, 
si  ha 


r=Ì7r(a"6"»— a'è'’), 
r=lrr(ra"’-é'n"’). 

101.  Momenti  d'inerzia  delle  sezioni  a contorno  currilineo 

qualunque.  — Diversi  sono  i metodi  che  si  possono  impiegare  per 
ottenere  i momenti  d'inerzia  delle  superficie  delle  sezioni  piane  a 
contorno  qualunque  rispetto  ad  assi  in  esse  contenuti , ed  in 
quello  che  segue  trovansi  esposti  il  metodo  di  Poncclet  e quello  di 
Belniiger. 

Essendo  ABCDE  {fìg.  78)  una  superficie  piana  compresa  fra  la 
retta  A E,  iliie  perpendicolari  AB  ed  ED  a questa  retta  ed  una 
curva  BCD,  ecco  come  si  applica  il  metodo  di  Poncelet  alla  ricerca 
del  suo  momento  d'inerzia  rispetto  all'asse  xx'  assunto  nella  dire- 
zione A E.  Si  divilla  la  lunghezza  A E in  un  numero  pari  2n  di 

parti  eguali  piccole,  pei  punti  di  divisione  A^,  A,,  A,,  A^ 

Aj„_,  si  conducano  altrettante  perpendicolari  aU’asse  xx'  e si  chia- 
mino 


Digitized  by  Google 


— 197  — 

k le  lunghezze  eguali  AA,,A,A„  A5A3,  AjA^,  A,„_,E  delle 

2i)  parli  ili  cui  si  è divisa  la  relln  A E, 
yo*  Vi'  Vv  *Jì<  y* yin-i.  Vt«  le  lunghezze  delle  ordinate  AB, 

atìt,,  à;b„  àtb;,  aTs; a^ì^Tb.»-..  kd. 

y Tordinata  condona  per  il  punto  di  divisione  qualunque  P 
della  A E. 

I il  momento  d'inerzia  domandalo, 

una  suriiina  estesa  a tutti  i momenti  d'inerzia  delle  superficie 

ABB.A,,  A,B,lt,A„  A,B,BjAj,  AjBjB.A, A„_,  B„._,  DE 

in  cui  si  è decomposta  la  superlieie  intiera  ABC  DE. 

Ciascuna  delle  piccole  figure  come  la  CFGH,  componenti  la  to- 
tal figura  proposta,  per  la  picciolezza  di  FGsi  può  considerare  sic- 
come un  rcllangolo  di  luti  FG  — A ed  FC=i/;  il  momento  d’inerzia 

i 

di  un  tal  rettangolo  rispetto  all'asse  xai' vale  c quindi  si  ha 

Ora,  la  somma  ~ki/,  estesa  come  sopra  si  è detto,  si  può  consi- 
derare siccome  nippreseiilaiite  l'area  di  una  curva  compresa  fra 
ima  retta  lunga  2n/>,  fra  due  perpendicolari  y,)’  ed  i/;„’  innalzate 
per  gli  estremi  di  questa  retta  ed  una  curva  le  cui  2n — 1 ordi- 
nate intermedie  a distanza  k le  ime  dalle  altre  e dopo  la  y^^  sono 

ordinatamente  1/,’,  y,’,  y^’,  y,’, Ciò  premesso,  applicando  la 

formola  di  Simpson,  torna  agevole  il  trovare  l'indicata  superficie  e, 
siccome  va  essa  moltiplicala  per  1/3  onde  avere  il  domandato  mo- 
mento d'inerzia  I,  si  ha 

1 = ,3  * ( 2 !/,’  +4  j/j’-|-2 1/4’-!- !/./)  (i  ). 

Belanger,  considerando  una  figura  piana  ABCD  {/'tg.  79)  com- 
presa fra  due  rette  AB  e CD  parallele  all'asse  xx'  per  rapporto  al 
quale  vuoisi  il  momento  d'inerzia  e conducendo  per  un  punto  qua- 
lunque G della  xx'  la  retta  GF  ad  essa  perpendicolare,  divide  la 
parie  EF  di  questa  perpendicolare  in  un  numero  pari  2 11  di  parli 
eguali  e pei  punti  di  divisione  conduce  altrettante  parallele  alla 
retta  xx'.  Chiamando 

y^  la  distanza  G E di  A B dall'asse  xx’. 
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Xn,  X,.  x„  Xj,  x^ x„_„  x,„  le  liinijliez^e  delle  ielle  All, 

À,  B,,  A,B,,  Aj  Bj,  AjJl,,  Aj„_,  B,o_,,  I)C, 

X la  lunghezza  HI  di  ima  qualunque  delle  parallele  all'asse  xx' 
avenle  da  queslo  disianza  GM=ry, 

k la  lunghezza  di  una  delle  parti  in  cui  si  è divisa  la  retta  EF, 
I il  domandalo  momenlo  d'inerzia, 

X lina  somma  estesa  a lutti  i momenti  d'inerzia  delle  superficie 

ABB.A,,  A.B,B,A,.  A,B,B,A,,  A,B,B,A, A.„_,B.„_,CU 

in  cui  si  è decomposta  l'intiera  figura  ABCl), 
siccome  una  qualunque  delle  piccole  figure,  HIKL  ad  esempio,  si 
può  considerare  sìccoitic  un  retlangolQ  di  hase  Hl  = x e di  altezza 
piccolissima  MN=A  col  suo  centro  di  superficie  distante  dall'asse 
xx'  di  GM  = y,  si  ha 


A'xy’. 

Se  ora  si  rammenta  come  deve  essere  valutata  la  somma  lAxj/’, 
agevolmente  si  comprende  rappresentare  essa  l'area  compresa  fra 
una  retta  lunga  2nA,  fra  due  perpendicolari  a questa  retta  lunghe 
e eil  una  curva  le  cui  oniinate  intermedie  a 

distanza  k le  une  dalle  altre  e dopo  la  perpendicolare  sono 
ordinatamente  x,fy„+/.)’,  x,(y„-+-i2 

x,„_,  [!/u-f-(2ii  — 1)/^]*.  cosicché  apiilicaiido  la  forniola  di 

Simpson  si  olticuc 


^0  !/u’  + ( 1I0-+-  A)’  4-  2 X,  3 A-  )’+ 4xj  (yo4-  3 A)' 1 

4-2xj  (yo-f-tA)’-»- -l-4Xto_,  |.Vo4-(2n-l)  Al')(2). 

4-a:in(yo-+-2«A)’'  I 


La  formola  di  Poncelel  è da  preferirsi  a quella  di  Belangcr  allor- 
quando, in  seguilo  alla  forma  del  contorno  della  figura  data,  le 

1 

diverse  parti  della  linea  avente  ^y'  per  ordinale  si  accostano  ad 

archi  di  parabole  coi  loro  assi  perpendicolari  all'asse  xx'  più  di 
quello  che  la  linea  avenle  per  ordinale  xy‘  abbia  le  sue  diverse 
parti  che  si  approssimano  ad  archi  di  parabole  coi  loro  assi  paral- 
leli alla  retta  xx'.  Si  prende  la  seconila  formola  nel  caso  contrario. 
Quando  vi  ha  incertezza  sulla  convenienza  di  impiegare  l'una  piul- 
loslo  che  l'altra  delle  due  formolo,  o quando  si  stima  operazione 
troppo  faticosa  lo  stabilire  rindicalo  confronto,  si  possono  far  ser- 
vire i risultati  ottenuti  colle  due  formolo  siccome  di  controllo  l'uno 
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dell'alli'u.  Getiei'aliiieiile  però  busta  impiegare  una  sola  ilelie  due 
formule  date  e di  conlndlare  il  risultalo  ottenuto  rousideraiido  uo 
certo  numero  d'ordinale  con  quello  clic  si  ottiene  cou  un  numero 
doppio. 

Quando  la  superfìcie  di  cui  vuoisi  trovare  il  momento  d'inerzia 
presenta  uu  conlornn  curvilineo  come  lo  dimostra  la  figura  80,  si 
conducono  prima  le  due  rette  AB  e CI)  tangenti  alla  curva  AECF 
e perpendicolari  alla  retta  xx\  e si  trovano  colla  forinola  (1)  i 
monienli  d'inerzia  delle  due  figure  BAEC.D  e B.\FCD:  la  loro 
differenza  rappresenta  il  momento  d'inerzia  domainlalo.  Se  poi 
l'asse  xx'  {jU).  81)  per  rapporto  al  quale  vuoisi  valutare  il  momento 
d'inerzia  taglia  il  contoriio  della  figura  data,  pei  punti  d'interse- 
zione B e D si  elevano  le  due  perpendicolari  BA  e DC,  colla  for- 
niola  (I)  si  fanno  i momenti  d'inerzia  delle  due  parti  BACO  e 
BUI),  col  metodo  clic  si  è detto  doversi  tenere  nella  ricerca  del 
momento  d'inerzia  della  superficie  piana  rappresentala  nella  fi- 
gura 8U  si  trovano  i momenti  d'inerzia  delle  due  superfìcie  AFB  e 
CGD,  e la  somma  dei  quattro  momenti  d'inerzia  cosi  ottenuti  rap- 
|iresenla  il  momento  d'inerzia  domandato. 

Più  comoda  della  forniola  di  Poncelel  è quella  di  Belanger  per 
la  valutazione  dei  momenti  d'inerzia  nei  casi  rappresentati  dalle 
ligure  80  ed  81.  Conilolle  le  due  relte  BS  e TU  parallele  all'assn 
xx\  nel  caso  della  figura  80  si  ottiene  il  momento  d'inerzia  ri- 
spetto al  dello  asse  applicando  l'equazione  ('2)  col  fare  in  essa 
a-fl  = 0 ed  *,„z=0:  nel  caso  poi  della  figura  81  basta  procurarsi  i 
due  momenti  d'inerzia  delle  parli  BFEGI)  e BIID  applicando  la 
citata  equazione  (2)  ed  osservando  che  Xj„  = 0 ed  yg—Q,c  som- 
mare i momenti  d'inerzia  die  cosi  risultano. 

102.  Determinazione  degli  assi  principali  d'inerzia  delle  fi- 
gure piane.  — In  quasi  tulli  i casi  clic  si  possono  presentare  nella 
pratica  deH'ingegnere  costruttore  si  determinano  gli  assi  principali 
passanti  per  un  determinato  punto  di  una  data  sezione  piana 
traendo  partito  dell'osservazione  die  venne  falla  sul  linire  della 
nula  (m),  giacché  generalmente  torna  possibile  il  condurre  nel 
piano  della  sezione  e pel  punto  dato  una  retta  di  simmetria  la 
quale  costituisce  cosi  uno  dei  due  assi  principali  d'inerzia.  >'d  caso 
ben  raro  in  cui  non  esista  l'accennata  retta  di  simmetria  è neces- 
sario calcolare  l'angolo  x'Ox—i  {/ig.  48)  mediante  la  forroola 


tang2£: 
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marrata  (4)  nella  citala  nota  e nella  quale  ì'mx*  e i'oiy-  sono  ri- 
speltivamentc  i momenti  d'inerzia  per  rapporto  a due  assi  ortogonali 
0^  ed  Oa;  condotti  pel  plinto  0 nel  piano  della  figura  data.  Suxg 
una  somma  estesa  a tutti  gli  elementi  della  siiperGuie  della  stessa 
figura  ed  « l'angolo  che  l'asse  principale  Ox'  da  determinarsi  fa 
coll'asse  dato  Ox.  Una  volta  trovalo  l’asse  principale  Ox'  passante 
pel  punto  0 torna  agevole  il  trovare  l'asse  suo  compagno,  giacché 


trovasi  questo  perpendicolare  al  primo 

I momenti  d'inerzia  l’ux*  e sono  elementi  facili  ad  otte- 

nersi mediante  le  norme  che  vennero  esposte  negli  ultimi  sette  nu- 
meri, e solo  rimane  a vedersi  come  in  ogni  caso  si  possa  ottenere 
il  valore  della  somma  ^otacy.  Si  consideri  perciò  una  figura  piana 
qualunque  ABC  (fiy.  82),  nel  cui  piano  si  trovano  i due  assi  coor- 
dinati ortogonali  Oa;  ed  Oy,  siano  OE=o  ed  OF=A  le  ascisse 
dei  due  punti  A e D del  contorno  di  detta  superficie  ed  i quali  sono 
l'uno  più  vicino  e l'altro  più  lontano  dall'asse  Oy,  e siano  y ed  Y 
quelle  certe  funzioni  di  x le  quali  esprimono  rispettivamente  le  or- 
dinate dei  diversi  punti  delle  due  parli  ACD  ed  ABI)  del  contorno 
della  superfìcie  piana  proposta.  Immaginando  condotte  due  rette 
G L ed  H.M  perpendicolari  all'asse  delle  ascisse  cd  infinitamente  vi- 
cine fra  di  loro,  non  che  due  altre  rette  NQ  e PR  perpendicolari 
all'asse  delle  ordinate  c pure  infìnilumenle  vicine  fra  di  loro,  ri- 
sulta relemento  di  superfìcie  IKST  espresso  dal  prodotto  da;  dy 


per  cui,  cangiando  il  simbolo  I nel  simbolo 


c prendendo  il 


doppio  integrale  fra  convenienti  limili,  si  ha 


Può  avvenire  di  dover  calcolare  la  somma  lo>xy  di  una  data 
figura  piana  rispetto  a due  assi  in  essa  condotti  conoscendosi  la 
somma  lum,  y,  della  medesima  superfìcie  rispetto  a due  assi  pa- 
ralleli ai  primi  e passanti  pel  suo  centro  di  superfìcie.  Può  anche 
accadere  di  dover  risolvere  il  problema  inverso,  cd  a raggiungere 
s'i  l'uno  che  l altro  dei  due  scopi  serve  il  seguente  semplicissimo 
teorema:  la  somma  Xiiixy  per  una  figura  qualunque  data  e per 
due  assi  in  essa  condotti  è eguale  alla  medesima  somma  per  la 
stessa  Ggura  e per  rapporto  a due  assi  paralleli  passanti  pel  suo 
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renlro  ili  superficie,  più  il  prodotto  Ùx' y della  sua  arca  ft  per  le 
coordinale  x’  ed  y del  suo  ceiilro  rapporlate  agli  assi  primi- 
tivi (v). 

105.  Esperienze  dirette  « studiare  i fenomeni  che  si  mani- 
festano nella  flessione  dei  solidi  rettilinei.  — Diiliamcl  di  Mon- 
ceaux  fu  il  primo  ad  inslitiiire  esperienze  atte  a constatare  i falli 
che  si  manireslano  nella  flessione  dei  solidi  rettilinei,  e fin  dal  1707 
[Mèmoires  de  l' Acadrmie  des  iìcìences  de  Paris)  pulililicò  i risultati 
di  queste  sue  esperienze,  le  quali  vennero  fatte  su  legno  di  salice, 
giacché  questo  legno,  oltre  di  avere  densità  uniforme  e gran  pie- 
ghevolezza, presenta  gli  strati  annui  meno  distinti  che  non  gli  altri. 
I pezzi  solloposli  ad  esperimento,  che  vennero  tagliali  a foggia  di 
parallelepipedi  con  sezione  quadrala  di  metri  0,075  di  lunghezza  e 
di  metri  0,040  di  squadratura,  si  ricavarono  da  alfieri  giovani,  ba- 
dando accuratamente  a che  il  midollo  rimanesse  secondo  il  loro 
asse,  orizzonlalmeule  si  collocarono  su  cavalletti  posti  a distanza 
di  metri  0,925,  e si  caricarono  nel  loro  mezzo  d’un  peso  che  gra- 
datamente si  aumentò  lino  a produrre  la  rottura.  Quattro  serie 
d'esperimenti  vennero  instituile  : nella  prima  serie  si  impiegarono 
cinque  pezzi  quali  or  ora  si  sono  descritti  ; nella  seconda  serie  si 
cimentarono  due  pezzi  nel  cui  mezzo  e dalla  parte  della  faccia  su- 
periore venne  praticalo  un  taglio  di  sega  prolungato  fino  ad  1/5 
della  loro  grossezza;  nella  terza  si  esperirneutarono  pure  due  pezzi 
in  cui  il  dello  taglio  di  sega  si  affondò  fino  ad  1/2  del  loro  spes- 
sore ; e finalmente  nella  quarta  si  operò  sopra  sci  pezzi  per  cui  il 
taglio  di  sega  si  estese  fino  ai  5/4  del  loro  spessore.  In  ciascuno 


(?)  Siano 

X e<l  y le  coordinate  ÒP  e PM  (flg.  45)  di  un  punto  qualunque  M di  una  figura 
piana  data  ABC  rispetto  a due  assi  Ox  ed  Oy  In  essa  condotti, 
xi  ed  jfi  le  cuordiiiate  G Pi  e Pi  M dello  stesso  punto  per  rapporto  ad  assi  paralleli 
ai  primi  passanti  pel  centro  di  superficie  G, 

X'  ed  y'  le  due  coordinate  del  detto  centro  0 per  rapporto  agli  assi  primitivi 
0 X ed  0 p. 

Siccome 

x=Xf-fx'  y=yi-*-y', 

si  ba 

y') 

la  quale,  facendo  i prodotti  ed  osservando  che  x',  y'  ed  x’p'  sono  costanti,  che 
Zu=n,  che  5ux,=;0  e che  (giacché  gli  assi  a cui  intendonsi  riferite 

le  coordinate  X|  ed  Pi  passano  pel  centro  di  superficie  G della  ABC)  si  riduce  a 

S«xy  = 5 mX,  -t-  ax' y'. 
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dei  tagli  falli  colla  sega  venne  introdotta  una  piastrella  di  legno 
di  quercia  secca  per  riempire  il  vuoto  lasciato  dalla  grossezza  del 
taglio,  e per  ciascuna  serie  d’esperimenti  si  trovarono  i seguenti 
risultali  medii  dei  pesi  i quali  cagionarono  la  rottura  ; 

cg 

Pei  pezzi  intieri 25fl,91 

Pei  pezzi  segali  ad  f/ó  del  loro  spessore  . . 260,71 

Pei  pezzi  segali  ad  1/2  del  loro  spessore  . . 265, ól 

Pei  pezzi  segali  ai  3/4  del  loro  spessore  . . 259,76 

Dalle  citate  esperienze  evidentemente  risulta  ; che  i tagli  di  sega 
non  hanno  indeholili  i pezzi  in  cui  vennero  praticati,  giacché  essi 
non  hanno  impedito  alle  fibre  eolloeale  dalla  parte  roncava  di  com- 
|irimersi  contro  la  piastrella  di  quercia  posta  per  riempire  il  giunto 
lascialo  dal  taglio,  di  resistere  come  se  in  esse  non  fosse  avvenuta 
interruzione  e quindi  di  accorciarsi  ; che  le  fibre  legnose  collocate 
dalla  parte  della  convessità  dei  pezzi  intiessi  sonosi  allungate;  che, 
dovendo  d'altronde  gli  allungamenli  e gli  arcorciamenti  delle  di- 
verse fibre  essere  tanto  più  grandi  quanto  più  sono  esse  vicine  alle 
superficie  esteriori,  devono  essi  andare  diminuendo  verso  l’interno 
fino  a diventare  nulli,  in  mudo  da  esservi  uno  strato  di  fibre  le 
quali  non  subiscono  nè  allungamenti,  nè  accorciamenti.  In  quanto 
poi  al  Icggier  aumento  di  resistenza  che  hanno  presentato  i pezzi 
segati,  si  può  esso  attribuire  a ciò  che  le  piastrelle  di  quercia,  più 
dure  del  salice  di  cui  tenevano  il  posto,  abbiano  olTerlo  un  punto 
d'appoggio  più  fermo  alla  compressione  delle  fibre. 

Duhamcl  iiistilu'i  delle  esperienze  analoghe  a quelle  che  or  ora  si 
sono  riferite  anche  su  pezzi  parallelepipedi  con  sezione  rettangolare 
di  pino  del  Nord  colla  lunghezza  di  metri  0,975,  colla  larghezza  di 
metri  0,016  e cullo  spessore  di  metri  0,034,  e,  praticando  i tagli 
di  sega  ail  1/3,  ad  1/2  ed  ai  2/3  di  detto  spessore  a partire  dalla 
faccia  concava,  trovò  che  i tagli  di  sega  facilitavano  bensì  la  fies- 
sione,  ma  che,  siccome  pel  salice,  non  diminuivano  considerevolmente 
la  resistenza  alla  flessione. 

Dupin  nel  suo  Corso  di  meccanica  industriale  riferisce  alcune 
esperienze  che  egli  esegui  a Rocliefurl,  dalle  quali  risulterebbe  che 
una  sezione  piana  qualunque  di  un  prisma  si  conserva  ancora  sen- 
sibilmente piana  anche  dopo  una  flessione  per  cui  non  sia  avve- 
nuto snervamento  uel  corpo.  — Il  celebre  esperimentalure  segnò 
su  due  facce  parallele  di  un  parallelepipedo  rettangolo  di  legno 
delle  linee  rette  perpcudicolari  alle  altre  due  facce,  collocò  questo 
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soliilo  su  (lue  iippn'Tg)  posti  allo  stesso  livello,  lo  capirò  di  un 
peso  nel  mezzo  della  sua  lunghezza  , riconobbe  che , in  seguito 
ad  inflessione  del  corpo,  le  linee  tracciate  non  cessavano  di  con- 
servarsi rette  e normali  alle  stesse  facce  a cui  lo  erano  prima 
della  flessione,  e dedusse  che  le  parti  di  fibre  comprese  fra 
due  sezioni  qualunque  prima  della  flessione  restarono  comprese 
fra  le  stesse  sezioni  anche  dopo,  e che  per  conseguenza  si  allun- 
garono 0 si  accnrrinronn  di  quantità  proporzionali  alle  loro  di- 
stanze dall'asse  intorno  a cui  si  può  supporre  aver  rotalo  una 
sezione  relativamente  all’altra. 

Duleaii  riferisce  d'aver  forzatamente  incurvalo  un  pezzo  di  ferro 
con  sezione  quadrala  di  metri  0,02  di  lato , d’averlo  foggiato  a 
guisa  di  arco  di  circolo  conservando  piane  le  due  facce  laterali 
sulle  quali  aveva  segnate  delle  linee  perpendicolari  all’asse  del 
pezzo  e di.stanti  di  metri  0,025  l’una  dall'altra , d’avergli  fallo 
subire  Ire  curvature  tali  che,  su  una  lunghezza  d'arco  di  metri 
0,50,  le  saette  corrispondenti  erano  di  metri  0,022,  di  metri  0,037 
e di  metri  0,058 , e d'aver  trovato  che  le  linee  rette  primitiva- 
mente tracciate  sulle  facce  piane  anche  dopo  la  flessione  erano 
rette  perpendicolari  all'asse  del  pezzo  incurvato  e che  l'allunga- 
mcnlo  della  parte  convessa  era  eguale  all'accorciamento  della  parte 
concava.  Lo  esperimenlatore  dedusse  dalla  citata  esperienza  : che 
le  fibre  del  ferro  poste  dalla  parte  convessa  avevano  sub'ilo  un 
allungamento  ; che  quelle  situale  alla  parte  concava  si  erano  ac- 
corciale ; che  esisteva  nel  corpo  uno  strato  di  flhre  nè  allungale 
nè  accorciate  ; che  gli  allungamenti  e gli  accorciamenti  delle  di- 
verse Gbre  risultavano  proporzionali  alle  loro  distanze  dall’asse 
del  pezzo;  e che,  essendo  avvenuto  snervamento  nelle  fibre  del 
corpo  esperimenlato,  a più  forte  ragione  le  citate  conseguenze  si 
dovevano  ritenere  come  verificale  nei  ferri  non  snervati  per 
flessione. 

Numerose  osservazioni  ed  esperienze  di  Fairbairn,  di  Hodgkin- 
son,  di  Clark  e di  altri  autori  inglesi  confermarono  i risultali  delle 
citate  esperienze  di  Duhamel , di  Diipin  e di  Duleau.  Hodgkinson 
ha  segnalalo  come  nella  rottura  |iuer  flessione  dei  prismi  in  ghisa 
si  staccili  verso  il  mezzo  della  parte  concava  una  specie  di  cuneo  C 
(Jig.  85),  il  quale  talvolta  vien  lanciato  al  di  sopra  del  solido,  e 
come  questa  proiezione  sia  evidenleraente  un  efTelto  della  pressione 
che  ha  luogo  in  delta  parte  concava. 

Il  Morin,  nel  suo  interessante  lavoro  intitolato  Risiilance  des  malé- 
riaux,  riferisce  i risultali  d'un'esperienza  che  venne  fatta  al  Conserva- 
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torio  ili  iirli  c mestieri  di  Parigi  sull'estensione  e sulla  compressione 
dei  solidi  sottoposti  a flessione,  in  seguilo  a proposta  e cui  concorso 
dell'iiigegnere  llichard.  Un  parallelepipedo  rettangolo  di  larice,  lungo 
metri  2,  colla  sezione  trasversale  di  metri  0,0974  per  0,0973  e 
pesante  chilogrammi  8,9,  venne  orizzontalmente  collocato  su  due 
appoggi  distanti  di  metri  1,803.  Nei  bel  mezzo  di  questo  pezzo  e 
perpendicolarmente  alla  sua  lunghezza  si  collocò  un  rullo  all'asse 
del  quale  si  appese  mi  piatto  che,  imitamenle  ad  un  carico  addi- 
zionale di  chilogrammi  6,91  ed  a quello  rappresentante  l'azione  del 
peso  proprio  del  solido,  costituiva  un  carico  costante  di  50  chilo- 
grammi. Nel  senso  della  lunghezza  delle  facce  superiore  ed  infe- 
riore si  praticò  in  ciascuna  di  queste  facce  una  piccola  scanalatura 
in  cui  si  introdusse  con  lieve  fregamento  una  linguetta  sottilissima 
di  legno  un  po’  più  lunga  del  prisma  sottoposto  ad  esperimciilp  e 
che  venne  unta  con  poco  di  grasso  nell'intento  di  renderla  più  mo- 
bile. Appena  collocato  il  solido  sugli  appoggi,  in  corrispondenza 
dei  suoi  estremi,  si  segnarono  sulla  linguetta  due  tratti  finissimi,  e 
quindi  si  cominciò  a collocare  dolcemente  dei  pesi  sul  piatto.  A 
misura  che  sotto  l'azione  di  pesi  ognor  crescenti,  il  solido  s’inflet- 
teva, avveniva  : che  i tratti  marcati  sulla  linguetta  superiore  sempre 
più  si  mostravano  sporgenti  alle  estremità  del  solido  inflesso  ; e 
che  i tratti  segnati  sulla  linguetta  inferiore  rimanevano  ricoperti 
dalle  estremità  di  detto  solido  con  prova  manifesta  ed  incontesta- 
bile di  accorciamento  nella  parte  concava , di  allungamento  nella 
parte  convessa  e dell'esistenza  di  fibre  uè  allungate  nè  accorciate 
neH'interno  del  solido.  Sotto  il  più  gran  carico  poi,  che  fu  di  600 
chilogrammi,  l'accorciamento  della  faccia  superiore  si  trovò  di  me- 
tri 0,0017  e l'allungamento  della  faccia  inferiore  di  metri  0,00195. 

Allo  stesso  Conservatorio  di  arti  e mestieri  vennero  eseguite  nel- 
l’anno 1866  altre  esperienze,  e si  instituirono  esse  su  travicelli  di  la- 
rice e di  quercia,  su  travi  in  ferro  e su  travi  in  ghisa.  Per  fare  queste 
esperienze  si  stabilirono  due  robusti  massi  in  pietra  da  taglio  sopra 
una  solida  fondazione  e si  disposero  in  modo  da  poter  operare 
anche  con  portate  di  4 metri.  Su  questi  massi  si  collocarono  delle 
piastre  in  ferro  ben  levigate,  c la  distanza  degli  spigoli  interni  di 
queste  piastre  determinava  la  portata  delle  travi  che  si  sottopone- 
vano ad  esperimento  orizzontalmente  collocandole  sulle  delle  pia- 
stre. I carichi  si  facevano  agire  nel  mezzo  della  loro  lunghezza 
coH'intcrmezzo  d'un  cilindro  o rullo  al  cui  asse  era  appeso  un 
piatto  di  bilancia  sul  quale  si  ponevano  delle  cassette  piene  di 
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piccole  palle.  Per  osservare  le  saette  o gli  abbassamenti  cbe  su- 
biva il  mezzo  della  trave  sotto  i diversi  cariebi , colla  massima 
e.saltezza . 
sime,  lina’ 

samento  della  loro  intersezione  mediante  un  catetometro  che  per- 
metteva di  valutare  i centesimi  di  millimetro.  In  ciascuna  esperienza 
si  verificava  se  non  era  avvenuta  depressione  negli  appoggi , e 
quando  i solidi  sottoposti  ad  esperimento  mostravano  qualche  ab- 
bassamento al  loro  contatto  colle  piastre,  se  ne  teneva  conto  di- 
minuendo la  misura  della  saetta  di  quest’abbassamento.  — Nelle 
facce  superiore  cd  inferiore  dei  travicelli  in  legno  si  -praticavano 
delle  scanalature  in  ciascuna  delle  quali  a dolce  fregamenlo  si 
poneva  una  linguetta,  terminata  alle  estremità  da  piccole  piastre  in 
ferro  su  cui,  prima  della  flessione,  venivano  segnate  delle  linee  di 
confronto  che  si  estendevano  anche  sulla  trave.  Ad  una  delle  estre- 
mità del  solido  sottoposto  ad  esperimento  si  fissava  sulla  faccia  su- 
periore e sulla  faccia  inferiore  un  ritegno  contro  il  quale  si  fermava 
restremità  della  linguetta,  in  modo  cbe  tutta  la  sua  variazione  di 
lunghezza  trovavasi  riportata  all'altra  estremità.  Dopo  la  flessione 
e col  mezzo  di  cannocchiali  a reticolo,  immediatamente  si  verifi- 
cava se  aveva  luogo  la  coincidenza  fra  le  linee  di  confronto  di  un 
estremo  ed  in  seguito  all'altra  estremità  si  leggeva  l'accorciamento 
delle  fibre  collocate  sulla  faccia  superiore  e l'allungamento  delle 
fibre  poste  sulla  faccia  inferiore  della  trave  sottoposta  ad  esperi- 
mento. — Per  le  travi  metalliche  operavasi  in  un  modo  analogo, 
ma,  invece  di  misurare  gli  accorciamenti  delle  fibre  collocate  sulla 
faccia  superiore  e gli  allungamenti  delle  fibre  poste  sulla  faccia  in- 
feriore mediante  la  linguetta,  si  faceva  uso  di  sottili  lame  d'acciaio 
mantenute  in  direzioni  rettilinee  mediante  piccoli  sostegni  forati  e 
disposti  sulle  dette  facce.  — Tutte  le  osservazioni  sono  state  ese- 
guite colla  massima  diligenza.  Verificate  dal  signor  Tresca,  vice- 
direttore del  Cun.servatorio  il  quale  ne  aveva  ordinati  i dettagli,  e 
ripetute  almeno  due  volle.  Nello  scopo  di  allontanare  l’influenza 
della  non  omogeneità  che  poteva  verificars^elle  travi  in  legno  ed 
anche  in  quelle  metalliche,  tutte  si  esperi mentarono  mettendo  suc- 
cessivamente sotto  e sopra  ciascuna  delle  due  facce  di  posa.  Le 
casse  costituenti  i pesi  sotto  i quali  si  instituivano  le  esperienze, 
con  precauzione  e senza  produr_scos.se,  venivano  poste  nel  piatto 
di  bilancia,  e si  aveva  ravvertenza  di  aspettare  qualche  tempo  prima 
di  misurare  le  saette  e le  variazioni  di  lunghezza  delle  fibre,  per 
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essere  sicuri  die  tulle  le  oscillazioni  erano  terminate.  — Le  espe- 
rienze vennero  ìnsliliiile  ; 

4'  Su  un  travicello  di  larice  avente  metri  0,46  di  larghezza, 
metri  0,20  di  altezza  c metri  a, 80  di  portala  : 

2'  Su  due  travicelli  di  quercia  con  metri  0,45  di  larghezza, 
metri  0,20  di  altezza  e metri  3,80  di  portala,  l'uuo  assai  secco  e 
l'altro  meno  secco  ; 

3°  Su  una  trave  semplice  in  ferro  con  sezione  a doppio  T 
simmetrico  avente  metri  0,045  di  larghezza  delle  tavole,  metrico, 160 
di  altezza,  metri  4 di  portala  e colle,  tavole  raccordale  al  gambo 
del  doppio  T mediante  un  contorno  arrotondalo  ; 

4’  Su  una  trave  in  ghisa  con  sezione  a doppio  T simmetrico 
colla  larghezza  delle  tavole  di  metri  0,051,  coll'altezza  di  metri 
0,242,  collo  spessore  delle  tavole  di  metri  0,040,  collo  spessore 
del  gambo  di  metri  0,015  e colla  lunghezza  di  4 metri; 

5*  Su  una  trave  in  ghisa  con  sezione  a doppio  T non  simme- 
trico lunga  4 metri,  culla  tavola  inferiore  larga  metri  O.OÌHi,  colla 
tavola  superiore  larga  metri  0,032,  alla  metri  0,243  od  avente 
rispctlivamente  gli  spessori  di  metri  0,014  e di  metri  0,012  nelle 
due  tavole  superiore  ed  inferiore  e nel  gambo; 
ed  il  riassunto  dei  risultati  dalle  medesime  ottenuti  si  ha  nella 
tavola  che  segue,  integralmente  tolta  dalla  già  citata  opera  del  ge- 
nerale Arturo  Murili  : 
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Traticrilo  di  larice  . . . 

t 

1/334 

1.37 

0,351 

0,245 

1,024 

Lo  stesso  travicello  voi- 

‘J 

1/227 

1.38 

0,236 

0.241 

0.967 

5 

1/226 
tedia  . 

1.39 

1,38 

0.253 

0.346 

0.262 

0.250 

0.965 

0,965 

Travicello  di  quercia  as- 

1 

UÌ12 

1,21 

0.166 

0.210 

0.787 

sai  secco  

2 

1/275 

1.19 

0,189 

0,209 

0.905 

Lo  stesso  travicello  voi- 

3 

1/279 

1.10 

0.165 

0.196 

0,842 

tato 

4 

1/279 

1,11 

0.184 

0.209 

0.880 

Hediu.  . 

1.17 

0.176 

0.206 

0,853 

Travicellodi  quercia  meno 

1 

1/174 

1.84 

0.325 

0,324 

1.005 

secco  del  precedeote. 

2 

1/171 

1.88 

0.310 

0,330 

0,939 

Lo  stesso  travicello  voi- 

3 

1/167 

1.84 

0,313 

0,335 

0.9:i4 

lato  . . 

4 

1/168 

1.83 

0,319 

0,355 

0.899 

Media.  . 

1.85 

0.317 

0,336 

0,943 

Trave  in  ferro  a doppio 

1 

1/415 

0.79 

0,096 

0,102 

0,941 

T simmetrico 

s 

1/376 

0,82 

0,097 

0,100 

0.970 

La  stessa  trave  voltala  . 

3 

4 

ir’98 

1/398 

0,86 

0,85 

0,105 

0.107 

0,112 

0.117 

0.938 

0.915 

Media.  . 

0.83 

O.tOI 

0.108 

0,935 

Trave  In  ghisa  a doppio 

1 

1/1120 

0.34 

0,062 

0,058 

1,069 

T simmetrico 

2 

1/1150 

0,38 

0.067 

0.068 

0,983 

La  stessa  trave  voltata  . 

3 

4 

1/1150 

1/1110 

0.36 

0,36 

0.060 

C.064 

0,066 

0,064 

0,909 

1,000 

Media.  . 

0.36 

0,063 

0,064 

0,991 

Trave  in  ghisa  a doppio 

T non  simmetrica  po- 
sata sulla  tavola  pib 

1 

2 

» 

1/1138 

0,37 

0,38 

0.071 

0.076 

0,055 

0,053 

1,291 

1,461 

Media.  . 

» 

• 

• 

1,376 

La  stessa  trave  posala 

1 

1/1180 

0,38 

0,059 

0,080 

0,737 

sulla  tavola  più  stretta. 

2 

1/1141 

0.38 

0,058 

0,074 

0,784 

Media.  . 

0,38 

• 

• 

0,760  i 
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Dall’esame  dei  risultali  conleiiiiti  nella  precedente  tavola  si  può 
dedurre  col  Morin  che  ii<ù  limili  delle  ilessioui  ammissibili  nella 
pratica  sicuramente  si  verlGcann  i se^menli  falli  ; 

1'  Che  nei  solidi  prismatici,  caricali  di  un  peso  nel  loro  mezzo 
le  cui  sezioni  trasversali  siano  simnieiriche  rispetto  alla  verticale 
ed  alla  orizzontale  passante  pel  loro  centro  di  superficie  gli  accor- 
ciamenti delle  libre  collocale  sulla  faccia  concava  sono  eguali  agli 
allungamenti  delle  fibre  poste  sulla  faccia  convessa,  e che  i detti 
accorciamenti  ed  allungameuti  sono  proporzionali  ai  carichi  che 
producono  le  flessioni  ; 

V Che  nei  solidi  prismatici  caricati  di  un  peso  nel  loro  mezzo 
le  cui  sezioni  trasversali  sono  simmetriche  rispetto  alla  verticale, 
ma  non  rispetto  airorizzontale  passatile  pel  loro  centro  di  superfi- 
cie, come  avviene  per  le  travi  con  sezione  a doppio  T non  simme- 
trico, gli  accorciamenti  delle  fibre  della  faccia  concava  e gli  allun- 
gamenti delle  fibre  della  faccia  convessa  sono  proporzionali  alle 
distanze  di  queste  facce  dal  piano  che  loro  è parallelo  e che  passa 
pei  centri  di  superficie,  delle  diverse  sezioni  trasversali. 

Fra  i diversi  risultati  contenuti  neirulliina  tavola,  quelli  sola- 
mente che  si  riferiscono  al  travicello  di  (piercia  assai  secco  presen- 
tano poca  regolarità,  ed  il  Morin  attribuisce  questo  alla  presenza  di 
un  nodo  piuttosto  grosso  che  si  riconobbe  esistere  nel  detto  travi- 
cello. In  generale  la  stessa  mancanza  di  regolarità  si  manifesta  in 
tutti  i solidi  non  omogenei  sottiqiosti  a flessione,  per  cui  il  costruttore, 
che  vuol  applicare  la  teoria  della  flessione  neU'a.ssegnare  forma  e 
dimensioni  convenienti  alle  diverse  parti  dei  suoi  lavori  in  cui  la 
detta  resistenza  vien  provocata,  per  quanto  gli  è possibile  deve 
procurare  di  porre  in  opera  dei  solidi  omogenei,  senza  fenditure, 
con  fibre  non  interrotte  c senza  nodi. 

104.  Esperienze  dirette  a ricercare  secondo  qual  legge  va- 
riano le  saette  che  prendono  i solidi  parallelepipedi  orizzon- 
talmente collocati  su  due  appoggi , sotto  l'azione  di  un  peso 
applicato  nel  loro  mezzo  e sotto  l’aziooe  di  un  peso  uniforme- 
mente distribuito  sulla  loro  lunghezza.  — Queste  esperienze  fin 
dal  1811  vennero  instituite  da  Carlo  Dupin,  dal  medesimo  furono 
pubblicale  in  una  memoria  presentala  aH'Istitulo  di  Francia  nel- 
l’anno 1813,  ed  ecco  una  succinta  esposizione  di  quesl’imporlante 
lavoro. 

Preparali  dei  parallelepipedi  rettangoli  di  quercia,  di  cipresso,  di 
faggio  e di  abete  lunghi  2 metri  e<l  aventi  sezione  qiiailrata  di  me- 
tri 0,03  di  lato,  vennero  essi  collocati  sopra  due  sostegni  posti  ad 
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una  distanza  di  poco  inferiore  alla  loro  lunghezza  e caricali  nel 
loro  mezzo  mediante  pesi  successivamente  crescenti.  Si  osserva- 
rono accuratamente  le  saette  che  i delti  parallelepipedi  prendevano 
sotto  i diversi  carichi  c si  ottennero  i risultali  contenuti  nella  se- 
guente tavola  : 


qualità 

Densità 

SAETTE  XEL 

MEZZO 

PMODOTTC  DAI  CARICHI  DI 

DEI  LECITI  IMPIEGATI 

4''* 

8'» 

p 

12"ft  1 16'^P 

20‘-8 

24^« 

28'  * 

Quercia 

0,7324 

mm 

5,8 

mm 

11,2 

mm 

17.1 

mm 

22.6 

nio) 

28,2 

mm 

34.9 

nm 

40.6 

Cipresso  

0.C640 

7,0 

14.2 

21,5 

28.7 

■■5.9 

44.2 

51,0 

Faggio 

O.Ci.->95 

8.4 

16,9 

25,9 

54,5 

43.4 

54,0 

63,5 

Abele  del  Nord.  . . 

0,4428 

13,0 

26,2 

■ 

• 

- 

• 

■ 

Facendo  il  rapporto  delle  saette  ai  carichi  da  cui  esse  vennero 
prodotte,  il  celelire  esperimentatore  agevolmente  potè  dedurre  es- 
sere questi  rapporti  seiisiliilmenle  costanti  per  una  stessa  qualità  di 
legno  finché  le  saette  non  eccedevano  40  millimetri,  e quindi  stahi- 
lire  che  le  saette  siilùle  da  parallelepipedi  rettangoli  della  stessa 
sostanza , di  eguali  dimensioni , collocali  orizzontalmente  su  due 
appoggi  e caricali  di  pesi  diversi  nel  loro  mezzo  devono  essere  pro- 
porzionali a carichi,  finché  le  dette  saette  si  possono  tollerare  nelle 
costruzioni. 

Confrontando  le  saette  prese  dai  parallelepipedi  sui  quali  Dupin 
institui  le  sue  esperienze  colle  loro  densità,  agevolmente  si  rico- 
nosce come  ai  legni  più  densi  corrispondano  le  snelle  minori,  per 
cui  sembra  potersi  concliindere  che  in  parallelepipedi  di  eguali  ili- 
mensioni  e soilnposti  airazione  di  carichi  identici  le  .saette  diminui- 
scono culla  loro  densità,  e quindi  che  la  resistenza  dei  legni  alla 
flessione  cresce  colla  loro  densità. 

Carlo  Dupin  mediante  a|»positc  esperienze  ha  anche  cercato  di 
confrontare'reirello  di  carichi  uniformeuienlc  dislrihnili  con  quello 
di  carichi  agenti  nel  mezzo  della  lunghezza  di  un  solido  prismatico 
orizzontalmente  collocato  su  due  appoggi,  ed  i risultati  di  tali  espe- 
rienze sono  riportati  nella  tavola  che  segue  ; 

L’Arte  oi  fauiricare.  Ilditleiiia  dei  materiali,  tee.  — 14. 
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QUALITÀ,  FORMA  E DIMENSIONI 

DEI  SOLIDI  ESPCMIIOTaTI 

*1 

-I2 
à fi 

* £ C 
'c 

« ? 
C = 

; 1 

co  C 
e 

2 5 
0 sia 

1.  ^ 

ParallpIepipNin  ili  quercia  colla  sezione  trasver- 
sale avente  metri  0.0*i  di  lato  verittalc  e nuv 

Cit 

min 

Cg 

tri  0,03  di  lato  orizzontale 

9,0 

32 

5.818 

Cilindro  di  quercia  col  diametro  di  metri  0,02  . 

3.0 

Z8 

1,900 

Lo  stesso  riliiuiro ■ 

7.5 

123 

4,730 

Trovando  i rapporti  fra  i curirlii  della  quarta  e quelli  della  se- 
conda colonna,  si  viene  a riconoscere  che  essi  sono  poco  diversi  da 
0,025  che  è il  rapporto  di  5 ad  0,  e qninili  si  può  cunchiiidere  che 
per  prismi  di  egiial  sostanza  e di  eguali  dimensioni  i pesi  da  porsi 
nel  mezzo  o da  distrihiiirsi  iinirormcmente  su  essi  per  ottenere 
eguali  saette  devono  stare  fra  loro  come  5 ad  8,  ossia  ancora  che 
per  produrre  in  un  dato  prisma  una  determinata  saetta  è necessario 
applicare  nel  suo  mezzo  un  peso  che  sia  soltanto  i 5 il  di  ipiello 
che  hisogncrehhe  distrihuire  miifurmcniente  su  tutta  la  sua  lun- 
ghezza per  ottenere  la  medesima  saetta. 

Se  poi  si  prenilc  un  solido  parallelepipedo,  se  orizzontalmente  si 
colloca  su  due  appoggi  prima  in  piatto  e poi  in  c<dtello,  si  ricono- 
sce che  le  saette  prese  sono  hen  diverse  nei  due  casi,  e Dupin,  ope- 
rando su  un  |)arallelepipedo  d'ahete  avente  metri  0,05  e metri  0,02 
per  lati  della  sua  sezione  trasversale,  ottenne  i risullamenti  che 
trovansi  consegnati  nella  tavola  che  segue  ; 


Carichi  posti  nel  mezzo  del  solido  esperi- 
nieiìlatn 

B 

6'  B 

8'g 

I0'«  j 

Saette  trovandosi  il  solido  colla  dimensione 

1 

0“*,02  verticale 

16““ 

32““' 

48™"' 

64">‘" 

Saette  trovandosi  il  solido  colla  dimensione 
0*»,05  verticale 

6,80 

t4 

21,30 

28„30 

i 

37.60  j 

Facendo  i rapporti  delle  saette  corrispomicnìi  alla  prima  posi- 
zione data  al  solido  con  quelle  corrispoudeuti  alla  seconda,  si  tro- 
vano essi  poco  discosti  da  2,25,  il  qual  numero  si  può  assumere 
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siccome  nipprescntantc  il  loro  valor  medio  ; e,  osservando  che  le 
due  dimensioni  della  sezione  trasversale  del  parallelepipedo  sotto- 
posto ad  esperimento  stanno  fra  loro  come  3 a 2 e che  2,25  non 
è altro  che  il  quoziente  del  quadrato  di  3 ossia  di  9 per  il  qua- 
drato di  2 ossia  per  4,  si  può  conchiudere  con  Dupiii  che  le  saette 
prese  da  un  parallelepipedo  collocato  orizzontalmente  su  due  ap- 
poggi, prima  colla  dimensione  minore  e poi  colla  dimen.^ione  mag- 
giore della  sua  sezion  retta  verticale,  stanno  fra  di  loro  in  ragione 
diretta  dei  quadrati  delie  diinensioni  orizzontali,  ossia  in  ragione 
inversa  dei  quadrali  delle  dimensioni  verticali,  ossia  ancora  che  le 
saette  sono  in  ragione  inversa  del  prodotto  della  dimensione  oriz- 
zontale della  sezione  tr.asversale  per  il  cubo  della  dimensione  verti- 
eale.  — Alla  stessa  conseguenza  arrivò  Diipin  sottoponendo  ad 
esperimento  un  altro  parallele|iipedo  d’ahete  avente  metri  0,05  e 
metri  0,02  per  lati  della  sezione  trasversale. 

Altre  utili  esperienze  sono  quelle  dirette  a riconoscere  come  nei 
solidi  parallelepipedi  caricati  di  un  peso  nel  loro  mezzo  dehhano 
variare  le  saette  che  essi  prendono  col  variare  le  distanze  dei 
punti  d'appoggio.  Dupin  fece  variare  le  distanze  dei  punti  d'ap- 
poggio senza  però  ridurre  le  lunghezze  dei  solidi  sottoposti  ad 
esperimento  le  quali  erano  sempre  un  po’  maggiori  di  2 metri, 
cosicché,  oltre  i punti  d'appoggio,  esisteva  sempre  una  parte  del 
solido  su  cui  veniva  instiliiito  l'esperimeulo,  la  quale  coiitrihuiva  ad 
attenuare  l'effelto  del  carico  e per  conseguenza  anche  la  saetta.  E 
però  facile  il  vedere  come  la  dimiiiiizioiie  di  saetta  prodotta  da 
questa  condizione  di  cose  deliba  essere  impercettibile,  e come  il 
non  tenerne  conto  ben  poco  possa  influire  sid  risultato  tinaie  delle 
esperienze,  le  quali  vennero  iiistilnite  su  un  parallelepipedo  di 
quercia  avente  metri  0,02  e metri  0,03  per  lati  della  sua  sezione 
trasversale,  posto  di  piatto  e pesante  chilogramini  0,04  e su  un 
parallelepipedo  di  abete  del  Nord  con  metri  0,02  e 0,05  per  lati 
della  sua  sezione  trasversale,  pure  posto  di  piatto  e pesante  chilo- 
grammi 1.104.  La  tavola  che  segue  dà  i principali  risultali  di  que- 
ste esperienze  : 
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PAItLLILCrlPCDO  DI  QDEDCU 


DisUrize  degli  appoggi. 
Saette 


m 

m 

m 

m 

m 1 

1.0 

1,2 

1.4 

1.0 

1,8  1 

mm 

mm 

mm 

lom 

iDm 

6,0 

1U.(< 

16,7 

25.0 

36.0  ! 
1 

Paballelepipedo  di  abete  del  Nord 


m 

2.0 

mni 


Distanze  degli  appoggi. 
Saette  


m 

in 

m 

n 

1 

1.25 

1,5 

1,75 

mm 

mm 

raro 

ram 

IO 

2|.'J0 

56,7 

58,00 

mm 

84 


Se  ora  si  fanno  i cubi  delle  distanze  degli  appoggi  e se  le  saette 
si  dividono  pei  cnbi  corrispondenti,  si  trova  che  approssimativa- 
mente tutti  ipiesli  quozienti  risultano  eguali,  per  cui  sembra  potersi 
stabilire  con  Dupin  che  le  saette  clic  prendono  i solidi  parallelepi- 
pedi di  egual  sostanza,  aventi  le  stesse  dimensioni  nella  loro  se- 
zione trasversale  ed  orizzontalmente  collocati  su  due  appoggi  posti 
a diverse  distanze  stanno  fra  loro  come  i cubi  di  queste  distanze. 

Tulli  i risultati  che  Dupin  fece  conoscere  per  via  di  esperienze, 
come  in  seguito  si  vedrà , sono  perfettamente  in  accordo  con 
quanto  si  deduce  dalla  teoria  sulla  resistenza  alla  flessione  ; ma 
convien  ricordare  che  essi  si  verilicano  soltanto  lìnchè  nei  solidi 
sottoposti  a flessione  non  vieti  provocala  la  resistenza  allo  sner- 
vamento. 

105.  Risultati  a cui  possono  condurre  le  esperienze  sulla 
flessione.  — Instiliiendo  delle  es|)erienze  sulla  resistenza  dei  solidi 
prismatici  alla  flessione  c seguendo  in  esse  metodi  accurati  e vale- 
voli ad  inspirare  fìdiicia,  (piali  -sono  qm  lli  che  già  vennero  adottati 
al  Conservatorio  di  arti  e mestieri  di  Parigi  (nnm.  lOÒ),  si  possono 
determinare  : gli  accorciamenti  delle  libre  situate  sulle  facce  dive- 
nute concave  : gli  allungamenti  delle  libre  poste  sulle  Cacce  diven- 
tate convesse  ; le  saette  delle  curve  secondo  cui  si  sono  disposti  gli 
assi  dei  solidi  sottoposti  a flessione  ; i carichi  massimi  sotto  cui 
l'elaslicilà  non  è ancora  alterala,  i quali  carichi  sono  i più  grandi 
di  quelli  che,  divisi  per  gli  accorciamenti  e per  gli  allungamenti 
corrispondenti,  danno  dei  quozienti  sensibilmente  costanti  ; le  saette 
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corrìspunilenti  agli  accennali  carichi  massimi  ; cd  i carichi  che  im- 
medialattienle  prudnconu  la  flessione. 

Inlegrandu  rcqiinziune  diflerenziale  del  secondo  ordine  indicata 
(5)  al  ninnerò  90  per  avere  l’etpiazioiie  uz=f(z)  della  curva  se- 
condo cui  si  è disposto  l'asse  del  solido  sottoposto  ad  esperimento 
e ponendo  in  essa  i dati  del  problema,  l'ascissa  del  punto  per  cui 
sperinientalmenlc  si  è trovata  la  saetta  invece  di  z,  e questa  saetta 
invece  di  u,  si  può  calcolare  il  valore  di  E che  entra  nell'acccnnala 
equazione  e cosi  ottenere  il  eoeflìcicnte  di  elasticità  del  prisma  sul 
quale  si  è prodotta  la  flessione.  Questo  metodo  di  determinazione 
dei  coefficienti  ili  elaslicilà  già  venne  seguito  da  varii  esperimenta- 
tori,  i quali  quasi  sempre  sono  arrivati  a risullamenli  poco  diversi 
da  quelli  che  si  deducono  operando  come  già  si  è detto  al  nu- 
mero 15. 

.Alcuni  ingegneri,  dopo  d'aver  instilnilc  delle  esperienze  sulla  re- 
sistenza alla  rottura  per  flessione  operando  sopra  solidi  prismatici 
orizzontalmenlc  collocati  su  due  appoggi,  aventi  sezioni  trasversali 
simmetriche  rispetto  a due  rette  fra  loro  perpendicolari  e passanti 
pei  centri  di  siipei'ficie,  calcolarono,  applicando  una  delle  due  equa- 
zioni (1)  del  numero  91,  le  quali  nel  caso  della  sezione  simmetrica 
rispetto  alle  due  rette  accennate  diventano  identiche,  il  valore  di 
Q,z=Q,  e,  confrontando  questo  valore  colle  resistenze  alla  rottura 
per  estensione  c per  compressione,  riferite  airunilà  di  superficie, 
trovarono  quasi  sempre  dei  notevoli  disaccordi  i quali  diedero  pre- 
testo , ad  alcuni  di  promuovere  delle  obbiezioni  contro  la  teoria 
sulla  resistenza  alla  flessione,  ad  altri  di  dubitare  dell'esattezza  della 
medesima.  Se  però  si  osserva  come  la  della  teoria  si  fondi  a fatti 
che  con  mollissima  approssimazione  si  verificano  bensì  nei  limiti 
degli  sforzi  a cui  si  assoggettano  i corpi  nelle  costruzioni,  ma  non 
quando  si  sottopongono  essi  a sforzi  capaci  di  produrre  la  rottura, 
agevolmente  si  comprende  come  alle  forinole  teoriche  non  debhasi 
attribuire  una  generalità  di  cui  non  sono  suscettive,  e come  i disac- 
cordi debbano  essere  i risulfali  urdinarii  che  si  possono  attendere 
dalla  loro  verificazione  sperimentale  per  deformazioni  e per  forze 
molecolari  capaci  di  produrre  la  rottura. 

106.'  Forinole  convenienti  al  caso  della  flessione  prodotta  in 
un  solido  rettilineo  da  forze  perpendicolari  ai  suo  asse  e con- 
tenute nel  piano  passante  per  uno  degli  assi  principali  centrali 
d'inerzia  di  tutte  le  sezioni  trasversali.  — In  questo  caso  l'an- 
golo TiG'y'  (Jig.  47),  che  al  numero  88  venne  chiamato  9,  eviden- 
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l6Tnciit6  è nuMo,  c tjuindi  lorns  facile  il  dedurre  le  seguenti  con- 
seguenze : 

1’  Che  il  valore  dell’angolo  a:G'U  = '^  dato  daireqnazione  (2) 
del  numero  89  è anche  nullo,  per  cui  l asse  neutro  U U diventa  per- 
pendicolare al  piano  di  sollecitazione  e con  questo  si  confonde  il 
piano  di  flessione  ; 

2"  Che  le  equazioni  (2)  e (3)  del  numero  90,  ponendo  £!'=£, 
si  riducono  a 


1 

£ - 
P 


~ U 


(1). 


(2), 


nelle  quali  t rappresenta  il  momento  di  flessibilità; 

3°  Che  le  equazioni  (l)  del  numero  91,  esprimenti  le  resistenze 
riferite  aH’unità  di  superticie  che  in  una  sezione  qualunque  e pel 
fatto  della  sola  flessione  dehhono  opporre  le  libre  raaggiorinente 
allungale  e quelle  maggiormente  compresse,  diventano 


o,=V- 


t>  u. 


Qs — I' 


(3); 


4"  Che  le  equazioni  di  stabilità  dedotte  dalle  resistenze  allo 
snervamento  (num.  92)  assumono  le  semplicissime  forme 


m Q = 


C\"  ^ 

ììl 


W; 


.')*  Che  lo  stesso  ha  luogo  per  le  equazioni  di  stabilità  dedotte 
dalla  resistenza  alla  rottura  (num.  93;,  le  quali  risultano 
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«'R'=L'1= 


n"R"=^^ 


n^R” 


-^1 
~ ù 


1U7.  Problemi  sulla  determÌDaziono  delle  curve  elastiche 
secondo  cui  si  dispongono  gli  assi  di  solidi  prismatici  oriz- 
zontalmente disposti  su  non  più  di  due  appoggi,  caricati  di 
pesi  e con  sezioni  trasverssdi  simmetriche  rispetto  alle  verti- 
cali passanti  pei  loro  centri  di  superficie.  — Fru  i n)ullc|tlici 
pnilili'iiii  clic  si  possono  risolvere  coiisiilercrò  (pielli  che  sono  di 
liso  più  rreqiiciile  nella  pratica  ; esaminerò  alcuni  casi  di  solidi 
orizzorilalineiilc  incastrali  per  mi  estremo  c di  solidi  orizzonlat- 
menle  disposti  sopra  due  appoggi  senza  e con  incastramento  ; e 
per  quanto  spella  ai  pesi  producenli  la  llessiuiic  tratterò  il  caso  in 
cui  Irovansi  essi  concentrali  in  dati  punti  e quello  in  cui  sono  iini- 
forineinente  distriliiiili  lungo  i prismi  che  li  sostengono.  La  simme- 
tria di  tutte  le  sezioni  trasversali  rispetto  alla  verticale  passante 
pei  loro  centri  di  su|ierGcie  necessariamente  renile  soddisralla  la 
condizione  di  essere  conleniito  nel  piano  di  sollecitazione  uno  degli 
assi  principali  ceiilrali  d'inerzia  di  ciascuna  delle  sezioni  stesse,  e 
quindi  è reqiiazionc  (2)  del  precedente  numero  quella  che  conduce 
alla  risoluzione  dei  prohlemi  che  seguono. 

I.  Trovare  T equazione  della  curva  AB  (fy.  G4)  secondo  cui  si  dis- 
pone Tasse  di  un  solido  prismatico  orizzontalmente  incastrato  pel  suo 
estremo  A,  caricalo  d'un  peso  alT altro  estremo  B e di  un  peso  um- 
formemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza. 

Si  assuma  il  punto  A,  centro  della  sezione  d'incastro,  per  ori- 
gine delle  coordinate,  la  orizzontale  \z  per  asse  positivo  delle 
ascisse  z c la  verticale  A u per  asse  positivo  delle  ordinate  u.  Si 
chiamino 

a la  distanza  orizzontale  AB'  fra  il  centro  A dell.a  sezione  d'inca- 
stro ed  il  centro  B dell'estrema  sezione  libera, 

P il  peso  applicalo  in  B, 

p il  peso  costante  distribuito  su  ogni  unità  di  lunghezza  del  so- 
lido sottoposto  a flessione. 
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3 ed  u le  due  coordinate  Am'  ed  m'm  di  un  punto  qualunque 
della  curva  secondo  cui  si  dispone  l’asse  del  prisma  incaslrato  a 
motivo  della  (Icssione  prodotta  dai  pesi  che  il  medesimo  sop|iorla, 
s la  saetta  o abbassamento  U'U  che  subisce  l’estremo  del  suo 
asse. 


a l’angulo  che  la  tangente  alla  curva  nel  punto  B fa  col- 
l’asse A 3. 

Il  momento  inflettente  u rispetto  aH'asse  neutro  della  sezione 
trasversale  che  ha  il  suo  centro  nel  punto  m consta  del  moineuto 
P(o  — z)  del  peso  P applicato  all’estreino  B e del  momento 

^p{a  — s)*  del  peso  p(a — z)  che  trovasi  unirormemente  distri- 
2 


builo  sul  tratto  m B del  solido  considerato,  il  qual  peso,  atteso  la 
piccola  flessione  subita  dall’asse  del  solido,  giacché  si  suppone  che 
le  roi7.e  estrinseche  non  abbiano  prodotto  lo  snervatiiento,  si  può 
considerare  siccome  applicato  in  un  punto  della  verticale  che  passa 

, , 1 

per  il  mezzo  dell  orizzontale  m B'  e quindi  a distanza  g (o — z) 


dal  punto  ni.  La  somma  dei  momenti  indicati,  costituente  il  mo- 
mento inflettente,  deve  fare  il  momento  resistente  alla  flessione 
d*  M 

e , e quindi  si  ha  la  seguente  equazione  difTercnziale  del  secondo 
ordine  della  curva  AB 


d’« 


Essendo  costante  il  momento  di  flessibilità  t,  riesce  facile  l’inte- 
grare una  prima  volta  quest’equazione  e,  determinando  la  co- 
stante in  modo  che  per  s = 0 risulti  ~ =0,  si  ottiene 


£ 


du 

di 


~az--h 


Integrando  una  seconda  volta  ed  osservando  che  per  1 = 0 si 
ha  u = 0,  si  trova  requazione.  della  curva  A B la  quale  si  ri- 
duce a 
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Per  avere  ora  i valori  di  tang  x e di  s basta  porre  nelle  ul- 
time due  equazioni  ed  osservare  che  allora  ed  u di- 

ventano rispellivaiueiite  eguali  a tangz  c ad  s,  eosiceliè  si  ba 


tans  * 


(1). 


(21. 


In  iin  prisma  sottoposto  a flessione  sempre  esiste  il  peso  uiii- 
formemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza,  giacché  siccome  tale 
va  considerato  il  peso  del  prisma  stesso.  Quando  però  questo  peso  è 
piccolo  in  confronto  del  peso  P si  può  trascurare  ed  allora,  cbia- 
mando  rispettivamente  a'  ed  s'  i valori  che  prendono  l’angolo 
BTi  e la  saetta  BB'  e facendo  nelle  equazioni  (1)  e (2)  p = 0, 
si  ha 


,_1V 
3e  ■ 


Quando  invece  la  flessione  è solamente  prodotta  da  un  peso 
uniformemente  distribuito  sulla  lunghezza  del  prisma,  bisogna  fare 
P=zO  nelle  citate  equazioni  (I)  e (ì)  ed  i valori  x"  ed  s"  dell’an- 
golo BTz  e della  saetta  BB'  tliventano 


tang  a" = 


pa‘ 

67’ 


ff 


pa* 

~¥7' 


Supponendo  che  ad  uno  stesso  solido  prismatico  si  applichi 
prima  il  peso  P all’estremo  B e poi  lo  stesso  peso  P uniformemente 
distribuito  su  tutta  la  sua  lunghezza,  la  saetta  corrispondente  al 
primo  caso  è rappresentata  dal  valore  di  s'  e quella  del  secondo 
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caso  dal  valore  di  i”  ponendo  in  esso  P invece  di  pa,  e risulla 
quindi  clic  il  rajiporto  della  prima  saella  alla  seconda  è 

!l  — § 

s"  ~ 3' 

Ossia,  che  rabbassamento  subito  daH'estremo  libero  del  solido  è 
nel  caso  del  peso  concentralo  all'estrcino  assai  maggiore  di  qiioilo 
ebe  si  veriGca  quando  lo  stesso  peso  è unirnrmemeiile  distribuito 
e che  la  quantità  di  cui  si  abbassa  l'estremo  B nel  secondo  caso 
è appena  i ó/8  di  quella  die  ha  luogo  nel  primo. 

II.  Trovare  le  eifuaxioni  delle  curve  AB,,  B,  B,,  B,B, , 

Bm-1  Bb,  {fig.  85),  secondo  le  guuli  si  dispone  Tasse  di  un  solido  pris- 
motivo  oriitontalmenle  incastrato  pel  suo  estremo  A,  caricato  di  pesi 
nei  punti  B,,  B,,  B, B„_,,  B„  e di  un  peso  uniformemente  di- 
stribuito su  ciascuno  dei  tratti  AB,,  B,  B,,  B,  B,, B„_,  B„. 

I dati  del  problema  sono  ; 

u,,  a,,  a,,  a„„  ossia  le  distanze  orizzontali  che  i punti  B,, 

B,,  B] e B„,  hanno  rispettivamente  dai  punti  A,  B,,  B,, 

e B„,_,,  le  quali  distanze  per  flessioni  piccole  quali  sono  quelle 
tollerabili  nelle  rostruzioni  si  possono  ritenere  siccome  sensibil- 
mente eguali  alle  lunghezze  dei  tratti  A B,,  B,  B,,  B,  B,,  

Bn-i  B della  curva  B„,  secondo  la  quale  si  è disposto  l'asse  del 
solido  ; 

P, , P,,  P] P„_,  c P„,,  ossia  i pesi  applicati  nei  punti 

B|,  Bj,  B,, B„_,  e B„,  ; 

p, , p,,  p, e Pb,,  ossia  i pesi  distribuiti  su  ogni  unità  di 

lunghezza  dei  tratti  AB,,  B,  B, , B,B, , B„,_, B„,  del  solido 

sottoposto  a flessione. 

Assumendo  A,  centro  della  sezione  d'incastro,  per  origine  delle 
coordinate,  rorizzoiilale  Ai  per  asse  delle  ascisse  e la  verticale 
Am  volta  all'ingiù  per  a.sse  delle  ordinale,  considerando  nel  solido 
lina  sezione  qualunque  per  ciascuno  dei  tratti  AB,,  B,B,,  B, Bj, 
B„_,  B„  ed  essendo  m,,  hi,,  hi, hi„  i centri  di  su- 
perficie di  queste  sezioni  e quindi  i punti  in  cui  si  proiettano  i 
corrispomlenli  assi  neutri,  racilmenle  si  possono  stabilire  le  equa- 
zioni difTerenziali  del  secondo  ordine  delle  curve  airellalc  dai  delti 
tratti,  giacché  producono  un  momento  infletteule  : i pesi  P,,  P,, 

P,,  P„_,,  P„  ed  i pesi  uniformemente  distribuiti  sui  tratti 

ni,B,,  B,B,,  B,  B,,  B,„_,  B„  per  rapporto  ali  asse  neutro  rap- 
presentato in  HI,;  i pesi  P,,  P,,  P„_,  e P„  ed  i pesi  uui- 
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rui'ineiiienle  distribuiti  sui  Initti  Hij  Bj,  B,  Bj , B„_,B„  per 

rapporto  all'asse  neutro  rappresentato  in  ni,  ; i pesi  P, , 

Pu-f  Pn  cd  i pesi  uniruriueineute  distribuiti  sui  tratti  B,Bj, 

Pm-1  Pb  pel'  rapporto  all’asse  neutro  rappresentato  in  m,  ; ; 

e lilialmente  il  peso  P„  ed  il  peso  uniroriueinenle  distribuito  sul 
tratto  »n„B„  per  rapporto  all'asse  neutro  rappresentato  in  m„. 

Una  volta  stabilite  le  m ei|uaziuni  dilferenziali  del  secondo  or- 
dine degli  m tratti  di  cui  componesi  l'intiera  curva  AB„,  ciascuna 
di  essa  deve  essere  integrata  due  volte  di  seguito.  Le  integrazioni 
di  quella  relativa  al  tratto  AB,  vanno  fatte  in  modo  che  per  ^=0 

risultino  ^=0  ed  n~0.  Ponendo  : = a,  neH’equazione  che  dà 

il  valore  di  ^ ed  in  quella  che  dà  il  valore  di  m,  si  trovano  la  tan- 
gente trigonometrica  dell'angolo  a,  che  la  tangente  alla  curva  nel 
punto  B,  fa  coH'asse  delle  : e l'ordinata  B,'B,  =x,  del  punto  B,. 
Determinate  le  due  quantità  tang  x,  ed  s, , si  passa  all  integra- 
zione  deireqtiazione  diiferenziale  del  secondo  ordine  relativa  al 
tratto  B,B,,  si  determinano  le  due  costanti  in  mudo  che  per  z = a, 

i valori  di  ^ e di  u risultino  rispettivamente  tang  a,  ed  *,  e, 

ponendo  invece  di  : nelle  espressioni  di  ^ e di  u,  si  tro- 

vano la  tangente  trigonometrica  dell’angolo  a,  che  la  tangente 
alla  curva  nel  punto  B,  fa  coil'asse  delle  z e l'ordinata  B,'B,  = i,. 

d u 

Cosi  procedendo  si  ottiene  l'espressione  generale  di  e dì  u 

per  il  tratto  B,  Bj  e si  arriva  a determinare  la  tangente  dell’an- 
golo a,  della  tangente  nel  punto  B,  coll'asse  delle  z e l'ordinata 
B/Bj  = Sj.  Passando  successivamente  da  uno  all'altro  tratto  in 
cui  trovasi  divisa  la  curva  B,B„,  si  finisce  col  trovare  l'equa- 
zione della  curva  B„_,B,„,  la  tangente  trigonometrica  dell'angolo 
B„T  z = x„  e la  saetta  Ba'B„  = «„,  e cosi  si  ha  la  completa  ri- 
soluzione del  problema. 

III.  Trovare  Tei/uazione  della  curro  AB  (Jig.  86)  secondo  cui  si 
dispone  Tasse  di  un  solido  prismatico  orizzontalmente  collocato  su 
due  appoggi  e caricalo  di  un  peso  nel  suo  punto  di  mezzo  C e di 
un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  suo  lunghezza. 

Si  prenda  nel  punto  A l'origine  delle  coordinale,  l'asse  delle 
ascisse  orizzontale,  l'asse  delle  ordinale  verticale  culla  parte  po- 
sitiva volta  all'ingiù,  c si  chiamino  : 


Digitized  by  Google 


— 220  — 


2a  la  distanza  AB  dei  due  appoggi; 

2P  il  peso  applicato  nel  punto  di  mezzo  C del  solido  ; 

p il  peso  costante  distribuito  su  ogni  unità  della  lunghezza  AB; 

a ed  u le  due  coordinate  A m'  ed  nim'  di  un  punto  qualunque 
della  curva  AC; 

s l'abbassamento  C'C  che  pel  fatto  della  flessione  ha  subito  il 
mezzo  C dell'asse  del  solido. 

Supponendo  che  i due  appoggi  in  A e B siano  talmente  fatti 
da  aver  luogo  in  ciascuno  di  es.si  una  sola  reazione  verticale,  nel 
presente  caso,  in  cui  tutte  le  forze  applicale  al  prisma  trovansi 
siniinetricamente  disposte  rispetto  al  mezzo  C'  della  distanza  dei 
due  appoggi , ogni  reazione  è rappresentala  da  una  forza  P+a;> 
verticale  e volta  all'insù  e le  due  parli  C A e C B della  curva  se- 
condo cui  si  è disposto  l'asse  del  prisma  dopo  la  flessione  sono 
identiche,  cosicché  determinata  la  prima  parte  CA  di  della  curva 
rimane  anche  determinata  la  seconda  parte  CB. 

11  momento  inflettente  p rispetto  all'asse  neutro  della  sezione 
trasversale  avente  il  suo  centro  in  m vale  il  momento  2P(a  — s) 

del  peso  2P  applicato  in  C autneulalo  del  momento  ^p(2a — z)* 

del  peso  p(2a — z)  uniformemente  distribuito  sul  tratto  m'B  ap- 
plicato nel  mezzo  di  dello  tratto  e diminuito  del  momento 
(P-f-o;))  (2o — z)  della  reazione  P-f-a/)  applicala  in  B,  cosicché 
applicando  l'equazione  (2)  del  numero  106  e convenientemente 
riducendo,  risulta 


d’ u 


,—.=  ~-{P-Ppa)2-+--^pz\ 


Integrando  quest'  equazione , ed  osservando  che  per  x = a si 

deve  avere  ^ = 0 a motivo  della  simmetria  con  cui  trovansi  dis- 
d s 


poste  le  forze  estrinseche  per  rapporto  al  punto  di  mezzo  C del 
solido  sottoposto  a flessione,  si  ha 


Integrando  una  seconda  volta , e determinando  la  costante  colla 
condizione  che  per  z = U sia  y = 0,  si  ottiene  l’equazione 
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'«  = — 3 V ; J**— “’*)> 

la  quale  è l'equazione  della  curva  AC. 

La  saetta  C'C^s  si  ottiene  facendo  neH’uUima  equazione  z — a 
ed  u = a,  e risulta 


Quando  il  peso  unifortnemente  distribuito  su  tutta  la  lunghezza 
della  trave  è trascurabile  in  coiifronlo  del  peso  P applicato  nel 
suo  nnezzo,  la  saetta  C'  C prende  un  valore  » espresso  da 


Se  invece  esiste  il  solo  peso  uniformeineiite  distribuito  sull'in- 
tiera lunghezza  della  trave  e non  il  peso  P applicato  nel  suo 
mezzo,  la  saetta  C'  C acquista  un  valore  z"  dato  dalla  formola 


s 


•f 


_ 5 

~24  T' 


Supponendo  ora  che  la  trave  orizzontalmente  collocata  sui  due 
appoggi  A e B sia  a sezione  rettangolare,  che  siano  rispettiva- 
mente ni  ed  n la  larghezza  ossia  il  lato  orizzontale  e l'altezza  di 
questa  sezione,  che  il  peso  2P  si  applichi  dapprima  nel  mezzo 
C e che  quindi  si  distribuisca  unirormemente  sulla  lunghezza  AB, 
siccome  £ vale  il  coeflicicnte  d'ela.stieità  E moltiplicato  per  il  mo- 
mento (l'inerzia  1'  che  nel  caso  della  sezione  rettangolare  di  lato 

orizzontale  me  verticale  n è j^niii’,  bisogna  fare  nelle  due  es- 
pressioni di  s'  e di  %" 

£ = EI'=  ^^2  po  = P) 


ed  allora  esse  diventano 
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* 2È»«n’' 

Se  |)oi  si  fa  il  rapporlo  della  saetta  s'  alla  saetta  s"  si  ha 

s"  ~ 5' 

Dall’iiltima  espressione  di  >'  si  dediire  rlie  a circostanze  efniali  le 
saette  prese  da  travi  con  sezione  rcllaiijiolare  , orizzontalmente 
collocate  su  due  appoggi  e caricate  di  un  peso  nel  loro  mezzo 
sono  : 

1‘  Proporzionali  ai  carichi  che  proilucono  la  flessione; 

2’  In  ragione  inversa  della  larghezza  e del  cubo  dell'altezza 
della  sezione  trasversale  ; 

5*  Proporzionali  ai  cubi  della  distanza  degli  appoggi. 

Dall'equazione  la  quale  esprime  il  rapporto  risulta  che  la  saetta 

*"  prodotta  da  un  carico  unirorniemenle  rii)artilo  è i 5.’3  di  quella  *' 
dovuta  allo  stesso  carico  posto  nel  mezzo  della  trave.  Queste  leggi, 
le  quali  vennero  dedotte  da  formole  teoriche  stahililc  sulla  fles- 
sione dei  solidi  rettilinei,  trovatisi  luminosamente  conrermate  dalle 
esperienze  ili  Carlo  Dupin  delle  quali  si  è fatto  un  breve  cenno 
al  numero  104. 

IV.  Trovare  le  ev/uazioni  delle  due  curve  AC  e CB  [fitf.  37)  se- 
condo le  quali  si  dispone  l’asse  di  un  solido  prismatico  orizzontal- 
mente collocalo  su  due  appoijgi  A c B,  caricato  d’un  peso  in  un  punto 
qualunque  C della  sua  lutu/hezza,  e di  pesi  uniformemente  -islribuiti 
su  ciascuno  dei  tratti  AC  e CB. 

I dati  del  problema  sono  la  distanza  AB  = 2a  dei  due  appoggi, 
il  peso  *2P  applicato  nel  punto  qualunque  C della  lunghezza  della 
trave  e la  distanza  orizzontale  .\C/~b  di  questo  [muto  dal  punto 
A assunto  come  origine  delle  coordinale,  il  peso  costante  di- 
stribuito su  ogni  unità  di  lunghezza  di  A C'  ed  il  peso  costante /i, 
distribuito  su  ogni  unità  di  lunghezza  di  C'B. 

Chiamando  rispettivamente  B,  ed  B,  le  due  reazioni  verticali  che 
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gli  appoggi  esercitano  in  A ed  in  R contro  gli  estremi  della  trave, 
torna  agevole  il  calcolarle  mediante  le  due  equazioni 

2P-4-P,  fr+p,  (2o  — b)  — R,  — R,=0 
2P64-|p,  t»+lp,{4a’-6^-2R,a=0 


fornite  dalla  statica  dei  corpi  solidi,  la  prima  delle  quali  esprime 
che  la  somma  algebrica  delle  forze  verticali  è nulla,  e la  seconda 
che  la  somma  algebrica  dei  momenti  di  tutte  queste  forze  rispetto 
al  punto  A è pure  nulla.  Una  volla  determinale  le  due  reazioni 
R,  ed  Rj,ecro  qual  è il  procedimento  che  conduce  alla  detenni- 
nazione  delle  ilue  curve  AU  e CR. 

Si  chiami  u l'angolo  che  la  tangente  alla  curva  ACB  nel  punto 
C fa  foU'asse  delle  z,  ed  s l'abbassamento  CC'  del  punto  C sotto 
forizzonlale  AB.  Scrivasi  requazione  differenziale  del  secondo  or- 
dine conveniente  alla  parte  AC  dell'intiera  curva  AB  prendendo 
per  origine  di  coordinate  il  punto  A,  l'asse  delle  z orizzontale  e 
quindi  diretto  secondo  AR  e l'asse  delle  u verticale  volto  all'in- 
giù;  quest'equazione  si  integri  due  volte  <li  seguito  colla  condi- 

(I  u 

zione  che  per  z — b risulti  ^ stanga  e che  per  5 = 0 si  abbia 


11  = 0;  e neU'equazione  Ittiila  fra  le  coordinate  z ed  u che  cosi 
risidta  si  faccia  5=6  onde  ricavare  il  valore  deH'ordinala  C'C=s. 
Fatto  questo,  scrivasi  Tequazione  dilTerenziale  del  secondo  ordine 
conveniente  alla  parte  CB  dciriuticra  curva  AB;  si  integri  due 

dii 

volle  di  seguilo  colla  condizione  ebe  per  5 = 6 si  abbia  ^ = laiig  a 

c che  per  5 = 2 « risulti  u = 0;  e neU'equazione  fra  le  coordinate 
5 ed  u che  cosi  ottieusi  si  faccia  5=6  per  nuovamente  ricavare 
il  valore  dell'erdinata  C'C  = s.  Si  eguaglino  fra  loro  i due  valori 
di  s e risulta  un  equazione  fra  i dati  ilei  problema  e la  tangente 
trigonometrica  dell'angolo  a la  quale  per  tal  modo  rimane  deler- 
iiiinata.  Il  valore  di  lang  a posto  in  una  delle  due  espressioni  della 
saetta  s e nelle  due  equazioni  fra  le  coordinate  z ed  u,  l'una  spet- 
tante al  ramo  AC  e l’altro  al  rame  CB,  permette  di  trovare  l'ab- 
bassameiito  s che  pel  fallo  della  Hcssione  viene  a subire  il  punto 
d'applicazione  del  peso  2P  ed  in  pari  tempo  le  due  equazioni  fra 
le  coordinate  z ed  « degli  accennati  rami. 
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V.  Trovare  Vequaziunc  della  curva  ACB  (/iV/.  88)  iecontìo  cui  si 
dispone  l’asse  di  un  solido  prisinalico  orizzontaliiicnic  incastralo  alle 
sue  estremità,  caricalo  di  un  dato  peso  nel  suo  punto  di  mezzo  C e 
d'vn  peso  uniformemente  distribuito  su  tutta  la  sua  lunghezza. 

I dati  di  questo  prolilenia  sono  come  quelli  del  problema  111, 
e l'unica  diversità  die  esiste  fra  rimo  e l'altro  sta  in  ciò  clic  i 
due  appoggi  posti  in  A ed  in  B , invece  di  essere  due  semplici 
punti  fissi,  sono  incastramenti  clic  mantengono  orizzontali  le  tan- 
genti alla  curva  AtlB  nei  suoi  estremi  A c B.  Si  può  aiiiiiiettere 
che  quest'effetto  venga  prodotto  per  mezzo  di  pressioni  verticali 
discendenti  esercitate  sui  prolungamenti  del  solido  al  di  là  delle 
sezioni  fatte  in  A ed  in  1),  sulle  ipiali  coiitinucrebliero  a svilup- 
parsi delle  reazioni  verticali  ascendenti.  Se  adiiiiqiie  si  trasportano 
nel  punto  B tutte  le  pressioni  esercitate  verso  l'estreniilà  di  destra, 
bisognerà  aggiungere  una  coppia  a queste  forze  trasportate,  e la 
stessa  cosa  avrà  luogo  per  l'appoggio  di  sinistra.  Segue  da  ciò  che 
le  reazioni  opposte  dagli  appoggi  fatti  in  modo  da  produrre  un 
incastramento  orizzontale  vengono  sostituite  da  iiiiu  forza  verti- 
cale applicata  in  ciascuno  dei  due  appoggi  A e B e da  una  cop- 
pia il  cui  momeulo  verrà  indicalo  con  M.  In  quanto  alla  forza 
verticale  si  osserva  che,  se  il  caiico  consiste  in  un  peso  2P 
applicato  nel  mezzo  del  solido  ed  in  un  peso  ipa  uniforme- 
mente ripartilo  su  tutta  la  lunghezza  AB,  cessa  la  medesima  jier 
ciascun  appoggio  ed  eguale  a P-t-/Ki.  Il  momenlo  M della  coppia 
si  determina  col  metodo  che  immediatamente  vado  ad  esporre. 

Si  prenda  per  origine  delle  coordinate  il  centro  A della  sezione 
d'incastro  a sinistra,  l'asse  delle  ascisse  orizzontale  e passante  per 
conseguenza  pel  centro  B dell'altra  sezione  d'iiicaslrn,  l'asse  delle 
ordinale  verticale  e volto  all'iiigiù.  Essendo  i pesi  simmetricamente 
disposti  rispetto  al  mezzo  C del  solido  sotlopostn  a flessione,  i due 
rami  AC  e BC  deiriiilicra  curva  ACB  sono  eguali  per  modo  che 
basta  occuparsi  solo  di  uno  di  essi.  C<insidcraudo  nel  solido  una 
sezione  trasversale  qualunque  il  cui  centro  sia  in  m sul  ramo  A C, 
il  momento  iunettente  u rispetto  aH'assc  delle  libre  invariabili  con- 
tenuto in  questa  sezione  è lo  stesso  tmimeiilo  iiillellentc  che  venne 
cercato  per  risolvere  il  problema  III  aumentalo  del  già  delinilo 
momeulo  M per  cui  l'equazione  (2)  del  tinniero  lOG  diventa 

= + + (3). 


Digilized  by  Google 


— 225  — 


Integrando  quest’equazione  in  modo  die  per  2 = 0 sia 
si  ottiene 


dii 


Ora,  a motivo  della  simmetria  con  cui  si  trovano  disposti  i pesi 

(i  u 

rispetto  al  mezzo  del  solido,  per  z—a  deve  essere  ^=0,  cosic- 
ché risulta  la  seguente  equazione  dcterminatricc  del  momento  M 

0 = — ^Pa‘  — ipo’-f-Mfl, 

d'onde 

M=|Po-+-gpa»  (4). 

Determinato  il  momento  M , si  può  facilmente  ottenere  l’equa- 
zione della  curva  ACB.  Perciò  nell’espressione  di  sostituisca 

il  trovato  valore  di  M,  e risulta 

la  quale,  integrata  in  modo  che  per  s=0  sia  n=:0,  conduco  a 
trovare  la  seguente  equazione  della  curva  AGII 

— + 1(5'’ +3P 

L'ahbassamento  C'Crzs  subito  dal  mezzo  G drll’asse  del  prisma 
sottoposto  a flessione  non  è altro  che  il  valore  di  <1  che  ricavasi 
dall’ultima  equazione  quando  in  essa  si  ponga  z =a,  per  cui  si  ha 


L'Asti  bi  rABSSiCASi.  Iteuitema  dei  maleriali,  ecc.  — IS 
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Se  il  peso  iinirormemi'nte  dislrilmito  è li-asciiraMle  a fronte  del 
peso  P,  la  saetta  C'C  prende  il  valore  s'  espresso  da 

, Fa’ 

^ — 12e  ’ 

il  qual  risultato,  confrontato  col  valore  di  s'  ottenuto  nel  risolvere 
il  prnldema  III  riferentesi  al  caso  di  un  solido  non  incastrato  ma 
siblienc  semplicemente  collocalo  su  due  appoppi,  porla  a conchiu- 
dere  clic  la  saetta  che  prende  un  sidido  prisnialico  orizzoiitalmente 
incastrato  alle  due  estremità  c caricalo  d’iin  dato  peso  nel  suo 
mezzo  è appena  1 '4  di  quella  ehe  prenderebbe  qualora  lo  stesso 
solido  fosse  semplicemente  a|)popgiato. 

Quando  non  esiste  il  peso  applicato  nel  mezzo  del  solido  ma 
soltanto  il  peso  uniformemeuLe  distribuito  sulla  sua  lunghezza,  il  va- 
lore s'  della  saetta  C'C  è 


ossia  appena  1/5  della  saetta  che  lo  stesso  solido  prenderebbe 
qualora  invece  degli  incastramenti  vi  fossero  due  semplici  appoggi 
alle  estremità. 

Supponendo  ora  che  il  peso  pa  uniformemente  distribuito  fra 
le  due  sezioni  sia  equivalente  al  peso  P,  in  consepuenza  di  questa 
ipotesi  facendo  pa=V  neH’espressione  di  s"  e facendo  quindi  il 
rapporto  di  *'  ad  s'\  si  trova 


ossia  che  la  saetta  o massima  ordinala  della  curva  secondo  cui  si 
è disposto  l’asse  del  prisma  nel  caso  del  peso  concentralo  nel  suo 
mezzo  è doppia  di  quella  che  si  verifica  quando  lo  stesso  peso  è 
uniformemente  distribuito. 

Imporla  ora  di  studiare  come  varia  in  una  sezione  qualunque 
il  momento  iiilletlentc  p,  il  quale  non  essendo  altro  che  il  secondo 
membro  deireqnaziotie  (5),  quando  si  sostituisca  ad  M il, suo  valore 
dato  dairequazionc  (4),  |ier  una  sezione  quuium|uc  di  ascissa  vien 
dato  da 
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= ^ (P  + po)i-t-2l  «+3?»  • 

Questa  quantità,  la  quale  è positiva  per  s = 0 e negativa  perz=a, 
diventa  nulla  per  un  valore  z di  z compreso  fra  0 ed  a il  quale 
facilmente  può  essere  calcolato  mediante  l'cquazioue 

— (P-4-prt)c'-f-^Pa-l-|pa*=:0  (5), 


Per  l’ascissa  z'  il  momento  inflettente  u diventa  nullo  e lo  stesso 

d' w 

succede  del  cociricicnte  difTercnziale  per  cui  la  curva  presenta 

un’inflessione  nel  punto  D corrispondente  a detta  ascissa.  I mo- 
menti infletleuti  per  le  diverse  sezioni  comprese  fra  A e D sono 
tulli  positivi  c sono  tutti  negativi  quelli  per  le  sezioni  coni|>rese 
fra  D e C.  La  curva  ADC  sarà  dunque  convessa  verso  l’asse  delle 
£ da  A in  D c concava  invece  da  I)  in  C.  u in  altri  termini  fra 
le  diverse  fibre  del  solido  si  troveranno  allungate  nel  tratto  AD 
quelle  poste  al  di  sopra  dello  strato  delle  fibre  invariabili,  ed  ac- 
corciale quelle  collocale  al  di  sotto  di  dello  strato,  e precisamenlc 
il  contrario  avrà  luogo  per  le  fibre  poste  nel  trailo  l)C. 

Trascurando  il  peso  unirormcmenle  dislribuilo  in  confronto  del 
peso  applicato  nel  mezzo  del  solido  sollupustu  a flessione,  il  valore  di 

s' dato  daH’equazione  (5)  si  riiluce  ad  ^ = 0,500  a ; diventa  invece 

0^1 — j^^  = 0,42ón  quando  vi  è il  solo  peso  uniformemente 

distribuito;  e questi  due  valori  costituiscono  due  limili  fra  i quali 
è compreso  il  detto  valore  di  z'  nel  caso  della  simultanea  esi- 
stenza del  peso  applicalo  nel  mezzo  e del  peso  uniformemcule 
dislribuilo. 

VI.  Trovare  le  equazioni  delle  due  curve  AL  e GII  {fig.  8!))  se- 
condo le  quali  si  dispone  Tasse  di  un  solido  prisiiialico  orizzontai- 
mente  incastralo  in  ciascuna  delle  sue  esireiiiilù,  caricalo  di  un  dato 
peso  in  UH  ileleniiinalo  punto  C della  sua  lunghezza  e di  un  peso 
uniformemente  dislribuilo  fra  le  due  sezioni  d'incastro. 

Conoscendosi  la  distanza  orizzontale  A D dei  due  appoggi,  la  di- 
stanza AL  dal  punto  d'applicazione  del  peso  concentrato  nel  punto 
C , il  valore  di  questo  peso  ed  i pesi  costanti  dislriliuili  su  ugni 
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unità  di  lunghezza  di  AC'  e di  C'B,  ecco  riiidicazinne  succinta  del 
metodo  da  tenersi  onde  arrivare  alla  rnni|detn  risoluzione  del  pro- 
blema. Suppongasi  che  gli  incastranienli  nei  due  punti  A e B siano 
rispettivamente  prodotti  da  due  reazioni  verticali  B,  ed  R,  congiunte 
a due  coppie  di  momenti  M,  eil  .M...  Prendendo  per  origine  delle 
coordinate  il  centro  della  sezione  d’incastro  A,  l'asse  della  s oriz- 
zontale e (piindi  diretto  secondo  AB,  l’asse  della  u verticale  volto 
all'ingiù,  e partendo  daH’equazione  diirerenzialc  del  secondo  ordine 
relativa  al  ramo  AC  ed  integrando  quest ’eipiazionc  due  volte  di 

seguilo  in  modo  che  per  z = 0 siano  ed  u=0,  si  trovino 

due  equazioni  esprimenti  i valori  ili  e ^ ed  eu  per  un  punto 

qualunque  del  dello  ramo  c si  ricavino  da  esse  i valori  di  s ^ 

e di  SII  corrispondenti  al  punto  C.  Formando  dopo  l'equazione 
dilTerenziale  del  secondo  ordine  relativa  al  ramo  CB  si  integri 
anehe  due  volle  di  seguilo  e le  due  costanti  si  determinino  in 

modo  che  per  a eguale  aH’ascissa  del  punto  C c ^ ed  su  siano 
quelli  già  determinali,  considerando  il  detto  punto  siccome  appar- 
tenente al  ramo  AC.  I due  valori  di  e di  su  che  cosi  si  tro- 

d i 


vano  si  eguaglino  a zero  ponendo  in  essi  l’ascissa  del  punto  B , 
e cosi  si  ottengono  due  equazioni  colle  quali  si  possono  calcolare 
R,,  c M,  in  funzione  dei  dati  dei  problema.  Ottenuti  i valori  di  R, 
e di  .M„,  trovansi  determinale  le  equazioni  dei  due  rami  AC  cCB 
e riesce  agevole  il  discutere  i loro  andamenti  come  si  è fallo  nel 
precedente  problema. 

'Volendosi  calcolare  la  reazione  R,  ed  il  momento  M, , si  avrà 
ricorso  alle  due  equazioni  che  vengono  fornite  dalla  statica  dei 
corpi  solidi  le  quali  risultano  dal  porre  che  la  somma  algebrica 
delle  forze  verticali  applicate  al  solido  deve  esser  nulla,  c che  la 
somma  algebrica  dei  momenti  di  tutte  queste  forze  e dei  momenti 
M,  c M,  risiiello  al  punto  A deve  esser  nulla. 

VII.  Dekrmimre  le  ihie  curve  AC  cCB  (fir/.  90)  secondo  !c  quali 
si  dispone  l’asse  di  un  solido  prismolico  orizzonlalmenic  collocalo  su 
due  appoqqi,  incastrato  per  un  estremo  ed  appoqqiato  all'altro,  cari- 
cato di  un  dato  peso  in  un  punto  C della  suo  lunijliczza  e di  un  peso 
uniformemente  distribuito  su  ciascuno  dei  due  tratti  AC  e CB. 
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I dali  ilrlla  qnislione  sono  quelli  slessi  del  problema  precedente, 
ossia  la  distanza  orizzontale  A B dei  due  appo;Xj,'i,  la  distanza  oriz- 
zontale Ali'  fra  il  punto  d'applicazione  del  peso  cunccnlralo  nel 
pillilo  C e la  sezione  d’incastro  A,  il  valore  di  questo  peso,  e cia- 
scuno dei  due  pesi  costanti  distribuiti  sulle  unità  di  lunghezza  dei 
tratti  A C'  c C'B.  Si  tratta  di  determinare  le  reazioni  R,  ed  R,  ap- 
plicale in  A ed  in  B,  il  momento  di  una  coppia  M da  unirsi  alla 
forza  R,  per  tener  conto  deiriiicaslramento  , e le  due  equazioni 
delle  due  curve  AC  e CR  rispetto  ai  due  assi  coordinali  Az  ed 
A (4,  passanti  pel  centro  della  sezione  d’incastro,  orizzontale  il  primo, 
verticale  e volto  all'ingiù  il  secondo. 

Applicata  requazioue  (2)  del  numero  fOG  per  una  sezione  qua- 
lunque posta  fra  A e C,  si  integri  la  medesima  due  volle  di  se- 


guito colle  condizioni  che  per  siano  u=0,  e nelle 


due  equazioni  die  cos’i  risultano  si  ponga  per  z l'ascissa  AC'  del 

punto  C onde  avere  i due  valori  di  e di  cu  relativi  al  detto 

punto.  Si  venga  dopo  ad  applicare  la  già  citata  equazione  (2)  del 
numero  fOG  per  una  sezione  qualunque  situata  fra  C e B ed  in- 
tegrando si  determinino  le  due  costanti  in  modo  che  per  z eguale 

all'ascissa  del  punto  C i valori  di  c^  e di  cu  siano  quelli  che 

già  sonosi  trovati  considerando  il  punto  C siccome  appartenente 
al  ramo  AC.  Il  valore  di  cu  cos'i  ollcmito  si  eguagli  a zero  ponendo 
in  esso  l'ascissa  AB  del  pillilo  B invece  di  ; c si  ottiene  un’equa- 
zione la  quale  permette  di  determinare  la  reazione  R,.  Il  valore 
di  R,  posto  nelle  equazioni  delle  curve  dei  due  rami  AC  e CB  rende 
compiutamente  determinati  i coelTlcienti  della  variabile  z che 
entra  in  queste  equazioni  le  quali  si  prestano'  allora  ad  essere 
discusse. 

La  reazione  R^  ed  il  momento  M si  calcolano  ponendo  che  la 
somma  algebrica  delle  forze  verticali  applicate  al  solido  sottoposto 
a flessione  deve  essere  nulla,  e che  lo  stesso  deve  succedere  della 
somma  algebrica  dei  momenti  di  tulle  queste  forze  e del  momento 
M rispetto  al  punto  A. 

108.  Problemi  sulla  determinazione  delle  sezioni  pericolose, 
dei  momenti  inflettenti  e degli  sforzi  di  taglio  massimi  per  so- 


lidi prismatici  orizzontalmente  disposti  su  non  più  di  due  ap- 
poggi e caricati  di  pesi.  — Due  sono  le  sezioni  pericolose  da 
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consiilerarsi  nai  solidi  prismatici  omogenei  solloposli  alla  flessione 
prodotta  da  forze  contenute  in  lino  stesso  piano  passante  pei  loro 
assi  ed  a questi  p(!rpeiidieulari.  La  prima  è quella  per  rapporto 
alla  quale  il  momento  inllettente  u.  ar(piista  il  maggior  valore  as- 
soluto (num.  IM);  la  seconda  è (piell'altra  per  cui  la  risultante 
N di  tutte  le  forze  applicate  al  solido  fra  essa  sezione  ed  una 
delle  due  sezioni  estreme,  la  qual  forza  è (juella  che  tende  a pro- 
durre lo  scorrimento  trasversale  e die  chiamasi  anche  sfurzu  di 
iKjlio,  acquista  pure  il  maggior  valore  assoluto  N„  (iiurn.  02). 

I.  netfniiinarc  le  sezioni  pericolose , il  momcnlo  injlelleìtle  e lo 
sforzo  di  lofilio  di  miigijior  valore  assoluto  per  un  solido  prismatico 
orizzoiitalmeiite  incastrato  pel  suo  estremo  A \Jly.  84),  caricalo  di  un 
peso  all'estremo  B e di  un  peso  uniformemente  distribuito  su  tutta 
la  sua  lunghezza. 

Essendo  a la  lunghezza  orizzontale  AB'  del  solido,  P il  peso 
applicato  nel  centro  di  superficie  B della  sua  base  estrema,  e p 
il  peso  costante  distrihuilo  su  ogni  unil,à  di  lunghezza  di  AB;  se 
si  considera  una  sezione  Irasvei’sale  qualunque  di  centro  m posta 
a distanza  Am'=:j  dalla  sezione  d'incastro,  il  momento  inflettente 
p e lo  sforzo  di  taglio  N rispetto  alla  detta  sezione  nascono  dalle 
forze  applicate  al  tratto  niB,  le  quali  si  riducono  al  peso  P ed  al 
peso  nniforinemente  distribuito  su  niB,  per  cui  si  ha 

P (a—:)  + ^ p (a  — z)* 

N = P-f-p(a — z). 

Cercando  ora  qual  è quel  valore  di  z compreso  fra  0 ed  o al 
quale  corrisponde  il  maggior  valore  di  p si  trova  che  esso  è 0. 
Si  deduce  da  ciò  che  la  sezione  d’incaslro  è la  sezione  pericolosa 
per  rapporto  alla  llessione,  e che  il  valore  di  vicn  dato  da 


Lo  stesso  valore  ; = 0,  cui  corrisponde  il  maggior  valore  di  p, 
è pur  quello  cui  corrisponde  il  maggior  valore  di  N,  cosicché  la 
sezione  peric(dosa  per  rapporto  allo  scorrimento  trasversale  è anche 
la  sezione  d'iucasti  o,  ed  il  valore  di  risulta  dalla  formula 

= P-(-p  a. 
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I valori  ili  c di  N„  si  rendono  adalli  al  caso  in  cui  il  peso 
unirornieinenle  distriliiiilo  è trascurabile  a fronte  del  peso  applicato 
in  B facendo  in  essi  p=0;  ed  è facendo  P=:0  die  si  ollengono 
quelli  chi!  convengono  al  caso  in  cui  esiste  solaniente  il  peso  uni- 
formemente dislriliuilo. 

II.  Di’terwimre  le  sezioni  pericolose,  il  momenlo  inflellenle  e lo 
sforzo  di  liit/lio  di  maggior  valore  assoluto  per  un  solido  prismatico 
orizzoiitulmenle  collocalo  su  due  appoggi  e caricato  di  un  peso  in 
UH  dato  punto  C (/ig.  U7). 

Se  rhiamansi 

2 II  la  distanza  orizzontale  AB  dei  due  appoggi, 

21*  la  forza  applicala  nel  punto  C e 

0 la  distanza  orizzontale  AC'  fra  l'appoggio  A ed  il  detto  punto, 
le  reazioni  B,  ed  B„  prodolle  dagli  appoggi  contro  il  solido  che 
su  essi  trovasi  orizzonlalmenle  disposto  vengono  date  dalle  eipia- 
zioni  della  statica  dei  corpi  solidi  applicate  al  dello  solido.  Una 
di  queste  equazioni  è 


2P_R,_ R,z=0 


esprimente  che  la  somma  algebrica  delle  forze  verticali  è nulla,  e 
l’altra 

2PI;  — 2R,rt  = 0 


la  quale  dice  che  la  somma  algebrica  dei  momenti  di  tutte  le  forze 
rispetto  al  punto  A è pure  nulla.  Ricavando  il  valore  di  R,  dalla 
seconda  equazione  si  ba 


e sostituendolo  nella  prima  si  deduce 

R — 

‘ a 

Considerando  ora  la  parte  di  corpo  compresa  fra  A e C,  il  mo- 
menlo inlletlenle  e la  sforzo  di  taglio  N,  rispetto  ad  una  se- 

zione qualunque  passante  pel  punto  m,  di  ascissa  Amf=s  sono 
prodotti  dalle  forze  applicate  al  solido  nciriutervallo  m,B,  le  quali 
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sono  il  peso  2 P e la  reazione  H,  sull'appoggio  B,  e quindi  am- 
nietloiio  i valori 


p.,  = 2P(6-:)-R,(2a-z) 

N,=:2P  — R,. 

Considerando  invere  la  parie  di  corpo  compresa  fra  C e B,  il  mo- 
menlo  inflelleiite  p,  e lo  sforzo  di  laglio  N,  rispetto  ad  una  sezione 
quniunipir  passante  per  m,  di  ascissa  Ani,'  ~z  derivanti  unica- 
mente dalla  reazione  R„  trovansi  espressi  da 

p,=— R,(2o  — z) 


N,=  — R,. 

Per  decidere  a qual  sezione  trasversale  del  s(dido  sottoposto  a 
flessione  corrisponde  il  momento  inflettente  p„  di  maggior  valore 
assoluto  si  scrivano  in  altro  modo  i valori  di  u^  e di  u,  ponendo 

P,=-2P(^-6)-^R,(^-2a) 


P,=:+R,(i— 2o), 

< 

ed  immediatamente  risulta  come  tanto  il  massimo  di  p,  quanto 
quello  di  pj,  il  primo  fra  e z=.b  ed  il  secondo  fra  z=b 

e z = 2a  currispundano  a z — b.  Segue  da  ciò  che  la  sezione 
pericolosa  per  rapporto  alla  flessione  è quella  corrispondentemente 
alla  quale  trovasi  applicato  il  peso  2 P,  e che  per  conseguenza  il 
momento  inflettente  p„  di  maggior  valore  assoluto  è quel  valore 
assoluto  particolare  che  prende  p,  oppure  p,  quando  in  uno  di 
essi  si  faccia  z~b.  Ponendo  nell'espressione  di  p',  l'ultimo  indi- 
cato valore  di  z,  eliminando  Rj,  convenientemente  riducendo  e te- 
nendo soltanto  conto  del  valore  assoluto  del  secondo  membro,  si 
trova 


f,6i2a — b) 
tl-m  = 1 


0)- 


Per  ottenere  il  maggior  valore  assoluto  di  N basta  osser- 
vare che  N,  ed  N,  sono  costanti,  che  i loro  valori  assoluti  sono 
rispeiiivamentc  R,  cd  R,,  che  R,  è maggiore  o minore  di  R,  se- 
couduchè  b è niaggiorc  o miiiore  di  a,  e che  per  conseguenza  la 
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sezione  pericolosa  relativamente  allo  scorrimento  trasversale  è una 
delie  sezioni  corrispondenti  ai  minore  dei  due  tratti  CA  e CB  in 
cui  l'asse  ACB  del  solido  vien  diviso  dal  punto  C cui  trovasi  ap- 
plicato il  peso  2P.  Nel  caso  particolare  della  figura  87  si  suppone 
che  il  punto  d’applicazione  C del  peso  2P  sia  più  vicino  all’ap- 
poggio B anziché  all’appoggio  A e quindi  si  ha 

P6 

N..=R,  = ^"  (2). 

Allorquando  il  peso  2P  trovasi  applicato  in  un  punto  posto  ad 
egual  distanza  fra  A e B (/ig.  86)  la  sezione  di  mezzo  del  solido 
è la  sezione  pericolosa  relativamente  alla  flessione,  e le  due  sezioni 
corrispondenti  agli  appoggi  sono  egualmente  pericolose  sotto  il  ri- 
guardo della  rottura  per  scorrimento  trasversale.  In  questo  caso 
basta  fare  6=a  nelle  equazioni  (1)  e (2)  per  avere  i valori  di 
e di 

Il  momento  inflettente  e Io  'sforzo  di  taglio  variano  col 
cangiare  della  posizione  del  peso  2P  ossia  col  variare  di  6.  Il  va- 
lore di  |u„,  conleiiendo  la  distanza  6 soltanto  al  numeratore  nel 
prodotto  dei  due  fattori  6 e 2 a — 1/  i quali  sono  le  due  parti  in 
cui  la  distanza  AB=2a  dei  due  appoggi  viene  divisa  dalla  dire- 
zione del  peso  2P,  acquista  il  massimo  valore  quando  6=2<i — b 
ossia  quando  b=:a.  Il  valore  di  N„  invece,  trovandosi  espresso 

p 

dal  solo  fattore  b moltiplicato  per  la  costante  — , prende  il  più 

gran  valore  quando  si  considera  il  peso  2P  in  quella  posizione 
deH’intcrvallo  compreso  fra  i due  appoggi  per  la  quale  h ha  il  più 
gran  valore,  ossia  quando  b—^a.  Segue  da  ciò  che  per  un  solido 
prismatico  orizzontalmente  collocato  su  due  appoggi  e sul  quale 
si  muove  un  dato  peso  ha  lungo  il  massimo  valore  del  momento 
inflettente  quando  il  peso  trovasi  a metà  distanza  dagli  appoggi, 
il  massimo  valore  dello  sforzo  di  taglio  quando  il  detto  peso  tro- 
vasi in  una  delle  due  sezioni  d’appoggio. 

III.  Determinare  le  sezioni  jiericvlose,  il  momento  inflettente  e lo 
sforzo  di  taglio  _jii  maggior  valore  assoluto  per  un  solido  prismatico 
orizzontalmente  collocato  su  due  appoggi  e caricato  di  un  peso  uni- 
formemente distribuito  nell'intervallo  compreso  fra  gli  appoggi  stessi. 

Essendo  2n  la  distanza  orizzontale  AB  (fig.  86)  dei  due  appoggi 
e p il  peso  costante  distrihuito  su  ogni  unità  di  lunghezza  della 
accennata  distanza  AB,  ciascuna  delle  due  reazioni  prodotte  sul 
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solido  (la({li  aiipopgi  vnln  fxi.  11  nioiiK  nlo  iiillelteiile  ;j.  e lo  sforzo  di 
taglio  N rispetto  ad  mia  sezione  qualiin(|iie  passante  per  ni,  derivando 
dal  |ieso  unirorinementc  distribuito  su  nrU=2<i  — :;c  dalla  reazione 
prodotta  dall’appoggio  11,  vengono  espressi  da 

U =;  g p (2 a—:y—pa[-ìa  — z) 

K=/)(2a  — :) — pa. 


Ponendo  ora  il  nimnenlo  iiillellcnlc  u sotto  la  forma 
“ = g P + J’  « 

ed  osservando  come  per  rniiiforme  distribuzione  dei  carichi  su  AB 
la  curva  Adi  debba  essere  siinnietrica  rispetto  al  suo  mezzo  C, 
agevolmente  si  riconosce  come  il  momeiilo  iiiflelteiitc  p debba 
avere  il  maggior  valore  per  quella  sezione  della  parte  di  solido  di 
asse  A C per  la  quale  il  valore  di  s ha  il  più  gran  valore,  ossia 
per  la  sezione  di  mezzo.  La  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto 
della  resistenza  alia  flessione  è adunque  quella  posta  ad  egual  di- 
stanza dagli  appoggi,  e quindi  il  maggior  valore  assoluto  p„  del 
momento  infletlente  si  ottiene  facendo  3z=:a  neircsprcssione  di  p e 
trascurando  il  segno  che  esso  prende,  per  cui 

P-m Q P 


111  quanto  al  valore  massimo  N„  dello  sforzo  di  taglio , esso  ha 
luogo  quando  l'ascissn  z che  entra  in  uno  dei  termini  negativi  del- 
l’espressione generale  di  N diventa  il  più  piccolo  possibile  ossia 
quando  z = 0.  Cosicché  In  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto  della 
resistenza  allo  scorrimento  trasversale  è una  delle  due  sezioni  d'ap- 
poggio ed  il  più  gran  valore  di  N„,  il  quale  risulta  dall'espressione 
generale  di  N ponendo  in  essa  ;=0,  vieii  data  da 

N„=pa. 

Se  neirequazionc  (1,  del  precedente  problema  si  fa  b—a  si  ha 
il  valore  assoluto  del  maggior  luomeuto  inflettente  nel  caso  di  un 
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solido  prismatico  orizzonlalmenle  collocalo  su  due  appo£!ij:i  cari* 
calo  d'iiii  peso  2P  nel  suo  mezzo,  e risulla  l’u  il  valore  di  questo 
massimo  momento  innetlenlc.  Supponendo  ora  die  il  peso  2P  in- 
vece di  essere  applicato  nel  mezzo  del  solido  prismatico  sia  uni- 
formemente distribuito  sulla  distanza  2 a degli  appoggi,  si  ha pa—P, 
e quindi  il  secondo  membro  deH’equazione  (3)  esprimente  il  mas- 
simo valore  assolulo  del  momento  iunellenle  nel  caso  del  peso  uni- 

\ 

formemenle  distribuito  diventa  ^Pa,  cosicché  sotto  il  riguardo  del 

momento  inflettente  di  mageinr  valore  assolulo  il  peso  uniforme- 
mente distribuito  sull'iiitiera  distanza  degli  appoggi  fa  lo  stesso 
elfello  della  metà  dello  stesso  peso  concentrato  nel  mezzo. 

IV.  Determinare  le  sezioni  pericolose,  il  momento  injlellente  e lo 
sforzo  di  taglio  di  maggior  valore  assoluto  per  un  solido  prismatico 
orizzontalmente  eollocato  su  due  appoggi  e caricato  di  due  pesi  posti 
ad  egual  distanza  dalla  sua  sezione  di  mezzo. 

La  distanza  .\B  (/ig.  91)  dei  due  appoggi  A e I)  sia  2 a,  P cia- 
scuno dei  due  pesi  applicali  in  D ed  in  E e 6 le  distanze  oriz- 
zontali eguali  Al)'  e BE'  dei  loro  punti  d'apjilicazione  dai  punti  A 
e B.  L'  asse  del  solido,  sotto  l'azione  dei  pesi  P , si  dispone  se- 
condo lina  curva  ADCEB  composta  delle  quattro  parli  AD,  DC, 
CE  ed  EB;  a motivo  della  simmetrica  disposizione  dei  carichi  ri- 
spetto al  mezzo  C,  il  ramo  AD  è identico  al  ramo  BE  ed  il  ramo 
CD  al  ramo  CE;  e quindi  basta  occuparsi  dei  due  rami  AD  e CD 
giacché  gli  altri  due  si  trovano  nelle  medesime  condizioni. 

Ciò  premesso,  se  considerasi  una  sezione  qualunque  il  cui  centro 
di  superficie  sia  il  punto  m,  di  ascissa  Am,'=z3,  il  momento  in- 
flettente p,  rispetto  a questa  sezione,  essendo  quello  causalo  dai 
due  pesi  P applicati  uno  in  D c l'altro  in  E e dalla  reazione  che 
ha  luogo  in  B di  valore  P,  o allrimenli  quello  causalo  dall'unica 
reazione  che  si  verifica  in  A pure  di  valore  P,  vien  dato  da 

p,=— Pz; 

e lo  sforzo  di  taglio  N,  per  la  stessa  sezione , somma  algebrica 
delle  forze  applicale  al  soliilo  da  m,  in  fi,  ha  per  valore 

N,=P. 

Per  ana  sezione  qualunque  invece  appartenente  al  ramo  DC  col 
suo  centro  nel  punto  m,  di  ascissa  Am,'=z,  il  momento  inflel- 
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lente  fjL„  essendo  quello  prodotto  dal  peso  applicalo  in  E e dalla 
reazione  che  si  veriGca  in  B,  vale 

(4); 

e lo  sforzo  di  taglio  N,  ha  un  valore  nullo  giacché  tale  è il  va* 
lore  della  somma  algebrica  delle  forze  applicale  al  solido  da  m, 
in  B. 

Per  stabilire  qual  è la  sezione  pericolosa  sotto  il  riguardo  della 
resistenza  alla  flessione,  basta  osservare  cbe  il  maggior  valore  as- 
soluto di  u,  lia  luogo  per  il  massimo  valore  che  può  prendere 
l'ascissa  s considerata  siccome  appartenente  ad  un  punto  della 
curva  AD.  Questo  massimo  di  s si  verifica  per  s=:b,  il  valore 
assoluto  del  momento  inflettente  [i,  diventa  P6  e quindi  eguale  al 
maggior  valore  assoluto  di  ju,  che  si  conserva  costante  per  tulle 
le  sezioni  del  solido  aventi  il  loro  centro  sulla  parte  CD  della 
curva  ADCEB.  Le  due  sezioni  in  D ed  in  C sono  adunque  due 
sezioni  egualmente  pericolose  sotto  il  rapporto  della  flessione  ed 
il  valore  assoluto  del  maggior  momento  inflettente  è 

fx„=P6. 

Tutte  le  sezioni  del  solido  aventi  i loro  centri  di  superficie  fra 
A e D e fra  B ed  E sono  egualmente  pericolose  sotto  il  rapporto 
della  resistenza  allo  scorrimento  trasversale,  giacché  per  tutte  queste 
sezioni  lo  sforzo  di  taglio  conserva  il  valore  assoluto  P. 

L’equazione  (4)  porta  a conchiudere:  come  il  momento  inflellenle 
p,,  relativo  ad  una  sezione  qualunque  avente  il  suo  centro  di  su- 
perficie sulla  curva  DCE  limitata  dai  punti  d'applicazione  dei  pesi, 
sia  costante  ; come,  per  quanto  risulta  dall'equazione  (1)  del  nu- 
mero 1U6,  debbano  essere  costanti  il  momento  resistente  alla  fles- 
sione ed  il  valore  di  p;  e come  per  conseguenza  la  curva  DCE 
debba  essere  un  arco  di  circolo. 

Se  oltre  i pesi  applicati  nei  due  punti  D ed  E esiste  anche  un 
peso  uniformemente  distribuito  sulla  lunghezza  del  solido , riesce 
facile  il  dimostrare  come  la  sezione  pericolosa  relativamente  alla 
flessione  sia  quella  corrispondente  al  punto  di  mezzo  C dell'asse 
del  prisma  inflesso,  e come  ambedue  le  sezioni  corrispondenti  agli 
appoggi  A e B si  debbano  risguardare  come  pericolose  sotto  il 
rapporto  della  resistenza  allo  scorrimento  trasversale. 
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V.  Determinare  le  sezioni  pericolose , il  momento  inflettente  e lo 
sforzo  di  taglio  di  maggior  valore  assoluto  per  un  solido  prismatico 
orizsontalmente  collocato  5U  due  appoggi  e caricato  di  un  peso  uni- 
formemente distribuito  <u  una  data  parte  della  sua  lunghezza. 

La  disianza  orizzontale  dei  due  appoggi  sia  XB—ìaOig.  92); 
b e b’  rappresentino  rispettivanieiite  le  distanze  orizzontati  AD'  ed 
AE'  dei  due  estremi  D ed  E della  parte  di  solido  su  cui  esiste  il 
peso  unirormemenle  distribuiti;  e sia  p il  peso  costante  distri- 
buito su  ogni  unità  di  lunghezza  di  D'E'  ed  anche  di  DE,  giacché, 
trattandosi  di  flessioni  tollerabili  nella  pratica  delle  costruzioni,- 
l'arco  di  curva  DE  può  sempre  essere  risgiiardato  siccome  sensi- 
bilmente conrondentesi  colla  sua  proiezione  orizzontale  D'E'  sulla 
retta  che  unisce  i due  appoggi.  Chiamando  R,  ed  R,  le  reazioni 
prodotte  in  A ed  in  B dagli  appoggi  sui  quali  il  solido  trovasi 
collocalo,  si  possono  esse  determinare  applicando  al  corpo  sotto- 
posto a flessione  le  equazioni  fornite  dalla  statica  dei  corpi  solidi. 
Nel  presente  caso  queste  equazioni  si  riducono  a 


p(y_é)_R,_R,  = 0 


|p(6'*-ò’)-2R,a  = 0, 

la  prima  delle  quali  esprime  che  è nulla  la  somma  algebrica  di 
tutte  le  forze  applicate  al  corpo,  e la  seconda  che  è nulla  la  somma 
algebrica  di  tulle  queste  forze  rispetto  al  punto  A.  Dalla  seconda 
di  queste  equazioni  si  ricava 

ia 


e quindi  dalla  prima 

R __r(f>’-b)(Aa-b'-b) 

* 4a 

Ponendo  in  A l'origine  delle  da  valutarsi  orizzontalmente  da 
A verso  B e chiamando  jJ.^,  u,  e uj  i momenti  inflettenti  relativi 
a tre  diverse  sezioni  qualunque  aventi  il  loro  centro  di  superGcie, 
la  prima  in  fra  A e D,  la  seconda  in  m,  fra  D ed  E e la  terza 
ili  m,  fra  E c B,  si  trovano  per  espressioni  dei  delti  momenti,  con- 


— -2?;8  — 

siclerandoli  siccome  prodotti  dalle  forze  rispetlivaracnle  applicate 
al  solido  fra  m,  e B,  fra  m,  e B e fra  wij  c B, 

f.,  = p {U  - b)  _ z)  _R,  (2a- 1) 


«3  = — Rj(2a  — z). 

Ponendo  in  questi  valori  di  ,u,,  ;z,  e u,  quello  già  trovato  di  R„ 
si  oUengoQO  queste  altre  espressioni 

p{b' — b)(b'+b  — ‘'ia)  ^ 


H — “2 


:)’  p(b'"—b^)(ìa-z) 


(5), 


p (ft'*  — b^)  (2«  — z) 

4 a 


dalle  (piali  risulta:  che  il  più  gran  valore  assoluto  u,'  di  a,  ha  luogo 
per  il  massimo  valore  che  può  prendere  l'ascissa  z considerala 
siccome  appartenente  ad  un  punto  della  curva  Al)  e quindi  per 
s = b\  che  il  più  gi'an  valore  assoluto  Uj'  di  «,  si  verifica  per  il 
minimo  valore  che  può  avere  l'ascissa  z considerala  come  espri- 
mente la  distanza  orizzontale  di  un  punto  qualunque  della  curva 
EB  daH'origiiie  A e quindi  per  z = b'\  che,  essendo 


~Ìi 


— p(b'—z)  -h 


p(O'ì-b^) 

A a 


(6), 


il  valore  Z di  : che  corrisponde  ad  un  massimo  o ad  un  minimo 
di  ;j.^  è dato  daH'cquazione 


— /ta{b'  — 'A)-hb'^  — b^^O 


d'onde 


Z = 6' 


4u 


(7). 
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Il  valore  del  momenlo  inflettente  che  corrisponde  al  valore  par- 
ticolare Z di  z si  ottiene  colla  formola  (5);  ha  esso  il  valore  ne- 
gativo 


4p(‘" 


-6*)( 


lOa’ 


e,  siccome  il 


~dz-- 


che  ricavasi  daU’cqnazionc  (6)  è la  quantità  po- 


sitiva ;i.  corrisponde  esso  ad  un  massimo  e non  ad  un  minimo. 

Indicando  con  il  valore  assoluto  del  massimo  del  momento 
inllettcnte  si  deve  decidere  quale  è la  maggiore  delle  tre  quan- 
tità f/,',  e Si  osservi  perciò  che  non  è altro  che  il  valore 
assoluto  preso  da  u,  nel  caso  particolare  di  s~b;  che  ftj'  non 
è altro  che  il  valore  assoluto  preso  pure  da  Uj  nel  caso  partico- 
lare di  z~b’\  c linalmenlc  che  essendo  fi,'  e due  valori  par- 
ticolari di  u,  ciascuno  di  quelli  deve  essere  minore  del  massimo 
valore  assoluto  fHj'  di  questo,  per  modo  che  la  sezione  pericolosa 
sotto  il  riguardo  della  flessione  vicn  determinata  dal  valore  di  Z 
che  ricavasi  dairequaziouc  (7)  ed  il  valore  assoluto  del  maggior 
momeuto  inflettente  è 


ò'«— //’ 
■llla‘ 


Gli  sforzi  di  taglio  N,,  N,  ed  Nj  relativi  alle  sezioni  trasversali 
aventi  i loro  centri  di  superficie  nei  punti  m^,  ni,  ed  ni,  sono 

N,=p(ò'— ò)— R,  = R, 

N,  = p{ò'-:)-R, 

.N,  = -R,, 

c,  per  essere  l'ascissa  z relativa  ad  un  punto  qualunque  della  curva 
DE  maggiore  di  b,  agevolmente  si  riconosce  essere  il  valore  asso- 
luto di  N,  sempre  minore  dei  valori  assoluti  di  N,  e di  N,.  Per 
stabilire  quale  dei  due  valori  assoluti  di  N,  c di  N,  è il  maggiore, 
basta  osservare  : che  essi  valgono  rispellivatncnle  le  reazioni 

R,  ed  H,;  che  R,  è maggiore  o minore  di  R,  secoiidochè 

è maggiore  o minore  di  a;  e che  per  conseguenza  la  sezione 
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pericolosa  relativamenle  allo  scorriiueiilo  trasversale  è una  sezione 
della  più  corta  delle  due  parti  del  solido  sulle  quali  non  trovasi 
il  peso  iinirormcmente  distribuito.  Nel  caso  della  figura  02  in  cui 

vD^-f-ÀF  b+b’ . . re  , . . , 

g = — 2 — maggiore  di  -^=a  la  sezione  pericolosa 

sotto  il  rapporto  della  resistenza  allo  scorrimento  trasversale  è una 
delle  sezioni  che  hanno  il  loro  centro  di  superficie  sulla  curva  EB, 
e tutte  le  sezioni  che  si  riferiscono  a questo  tratto  di  solido 
sono  egiialmenle  pericolose  finché  si  considera  il  solo  peso  distri- 
buito uniformemente  su  DE.  Il  valore  di  N„  sarà  adunque  dato  da 


N„  = R, 


p(//«  — 6«) 

4a 


Allorquando  il  tratto  DE  sul  quale  esiste  il  peso  uniformemenle 
distribuito  ha  il  suo  mezzo  in  corrispondenza  del  mezzo  C del 
prisma  sottoposto  a flessione,  essendo  Al)  =BE',  fra  6,  6'  e 2a 
si  ha  la  relazione 


b'  = <ìa—b, 

e quindi  i valori  di  R,,  R,,  Z,  ed  N„  prendono  rispettivamente 
i valori  R,',  R,',  Z\  ed  N„'  espressi  da 


R/=:R,'=p(u  — b) 
Z'  — a 


l^<n'  = lp{a^—b^) 

Nn'  = R,  = R,  = p(a  — 6). 

Le  due  quantità  ed  N„  variano  col  variare  della  posizione 
del  tratto  DE  sul  quale  esiste  il  sovraccarico.  Per  un  solido  pris- 
matico orizzontaliuenle  collocalo  su  due  appoggi  e sul  quale  si 
muove  un  sovraccarico  di  data  lunghezza  unirornienienic  dislrihiiito 
su  questa,  torna  agevole  il  diniosirarc  ; che  il  massimo  valore  del 
momento  itiflellenlc  ha  luogo  nel  mezzo  del  solido  allorquando  con 
questo  mezzo  coincide  quello  del  sovraccarico;  che  il  ma.ssimo 
dello  sforzo  di  taglio  si  verifica  in  una  delle  sezioni  d'appoggio 
appena  un’estremità  del  sopraccarico  la  raggiunge. 
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VI.  Determinare  le  sezioni  pericolose,  il  momento  inflettente  e lo 
sforzo  ili  taglio  di  maggior  valore  assoluto  per  un  solido  prismatico 
orizzontalmente  collocato  su  due  appoggi  e caricato  di  un  peso  uni- 
formemente distribuito  sulla  superficie  di  un  trapezio  orizzontale 
avente  la  linea  che  divide  per  mezzo  i due  lati  paralleli  nel  piano 
verticale  passante  per  l’asse  del  solido. 

Si  chiamino 

2a  la  disianza  orizzontale  = {fig.  93)  dei  duo  appo;»pi, 
6 la  base  AjA,  del  trapezio  su  mi  trovasi  nniformemenle  ilislri- 
builo  il  carico  che  ctravila  sul  solido  che  si  considera, 
c la  base  BjB,  dello  stesso  trapezio, 

g il  peso  costante  distribuito  su  ogni  unità  di  superficie  del  tra- 
pezio A,A,BjB,, 

n,  ed  H„  le  reazioni  che  gli  appoggi  in  A ed  in  R esercitano  sulle 
estremità  del  corpo  sottoposto  a flessione  e 

z la  distanza  orizzontale  Am'del  centro  di  superficie  m di  una 
sezione  qualunque  dalTurigine  A. 

Il  peso  sopportato  dal  solido  orizzontalmente  collocato  sui  due 
appoggi  A e B vale  la  superficie  del  trapezio  AjAjBjB,  moltipli- 
cata per  q,  e quindi  vien  espresso  da 

a{b-\-c)q. 

Questo  peso  poi  trovasi  applicato  nel  centro  di  superficie  fi,  del 
detto  trapezio  c quindi  la  sua  distanza  AG' = A, G,  da  A vale 

2o  6-f-2c 

3 b — f-c 

Ponendo  ora,  come  già  si  è fallo  in  altri  problemi  di  questo  nu- 
mero e del  numero  precedente,  le  condizioni  somministrate  dalla 
statica  dei  corpi  solidi,  si  hanno  le  seguenti  equazioni  determìna- 
trici  delle  reazioni  R,  ed  R, 

a {b-i-c)q  — R|  — R,  = 0 


g a-  (6  4-  2 c)  (/  — 2 a R,  = 0, 

dalle  quali  si  ricavano  i seguenti  valori  di  R,  e di  R, 

fletitlenza  dei  materiali,  eco.  — tS. 
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Ri  = ^a(*-l-2c)? 

\ 

n,  — -a{ìh-+-  c)  q. 


Determinale  così  le  due  reazioni  II,  ed  R,  si  passi  alla  rimea 
del  momento  iiiflelteiite  ^ rispetto  all'asse  neutro  della  sezione 
qualunque  avente  in  m il  suo  centro  di  siiperlicie  , e per  far 
questo  si  ineoniinci  dal  calcolare  la  Inngliezza  della  retta  m,  in, 
comlotta  nel  trapezio  parallelamente  alle  sue  basi  a distanza  A,  rn, 
z^-Am'  = z dal  punto  di  mezzo  A,  della  base  A, A,.  Immaginando 
condotta  per  A,  una  retta  A, F,  parallela  ad  A,R,.  interseca  essa 
la  m,m,  in  H,,  risulta  la  retta  BjF,  — c — b e quindi  la  retta 

- - ■ — _ ^ ^ 

= che  è la  somma  di  H,m,  = 6 con  II,  ni,  = — 2,  vieii 

data  da 


m. 

Il  peso  insistente  al  trapezio  ha  per  valore 

il  punto  d'applicazione  di  questo  peso,  il  qual  punto  si  conronde 
col  centro  di  superlicie  dell'or  accennalo  trapezio,  dista  da  m,  della 
quantità 

2a — z 6'-(-2c 

~r~  T+T’ 

e quindi  il  momento  inflettente  causato  dal  peso  insistente  alla 
parte  di  solido  compresa  fra  la  sezione  passante  per  m e l'appoggio 
B e dalla  reazione  che  il  detto  appoggio  fa  contro  il  solido  , ha 
per  valore 

u = g (6'-»-2c)  {U-zyq-y  (6+2 c)  (2  0 - 2)  9 , 
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il  quale,  ponendo  per  b’  il  valore  somministralo  dalla  (8)  e rìdu- 
ccndo,  diventa 

Per  trovare  ora  quel  valore  particolare  Z di  i il  quale  determina 
le  sezione  pericolosa  bisogna  fare  il  coeflicienle  differenziale  di  y 
per  rapporto  a ; ed  rguagliarlo  a zero.  Cosi  facendo  si  trova  che 
l’equazione  deterniinatrice  di  Z è 

c — b 3(c— 6) 
dalla  quale  si  ricava  il  seguente  valore  di  Z 

Il  valore  assoluto  del  massimo  momento  inflettente  si  ottiene 
ponendo  nella  (9)  y„,  invece  di  u,  Z invece  di  z e trascurando  il 
segno  meno  che  precede  il  secondo  membro,  e quindi  si  ha 

u.,  = iv(2aZ-Z«)("^Z-Hc-|-26). 

Per  quanto  spetta  agli  sforzi  di  taglio  è facile  il  vedere  come 
essi  variino  per  le  diverse  sezioni  del  solido  e come  per  le  due 
sezioni  cofrispondenti  agli  appoggi  assumano  valori  più  grandi  di 
quelli  che  hanno  per  qualunque  sezione  intermedia.  Queste  due 
sezioni  adunque  sono  le  sezioni  pericolose  sotto  il  rapporto  della 
resistenza  allo  scorrimento  trasversale  e,  siccome  i valori  assoluti 
degli  sforzi  di  taglio  che  ad  esse  si  riferiscono  sono  le  reazioni 
R,  ed  R„  risulta  che  la  vera  sezione  pericolosa  è quella  che  cor- 
risponde all'appoggio  che  produce  la  reazione  maggiore,  ossia  quella 
che  corrisponde  all'appoggio  posto  verso  la  base  maggiore  del  tra- 
pezio sul  quale  esiste  il  peso  uniformemente  distribuito.  Nel  caso 
della  figura  93  R,  c evidentemente  maggiore  di  R,  perchè  c è 
maggiore  di  b,  e quindi  il  valore  assoluto  N„  del  piu  gran  sforzo 
di  taglio  è 
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N„=Ja(6  + 2c)?. 

VII.  Determinare  le  sezioni  pericolose,  il  momento  inflettente  e lo 
sforzo  di  taglio  di  maggior  valore  assoluto  per  un  solido  prismatico 
orizzontalmente  incastralo  alle  sue  due  estremità,  caricalo  di  un  dato 
peso  nel  suo  punto  di  mezzo  e d un  peso  uniformemente  distribuito 
su  tutta  la  sua  lunghezza. 

^l'l  proliletii.i  V tifi  pivcedenle  iiiimcro  pia  si  è diMIo  roine  il 
niomenlo  iiifli;l(eiilc  u ris|u'llo  alla  sezione  i|iinliiii(|iie  |)assaii(i;  pri- 
tii  sia  espresso  dulTeqiiazione 

dove  0 è la  semi-disianza  orizzontale  AC'  (fig.  88)  dei  due  ap- 
poppi, P la  mela  del  peso  applicalo  nel  mezzo  C della  parie  di 
solido  compresa  fra  le  due  sezioni  d'inraslramenlo,  p il  peso  co- 
sLaiitc  dislriltuilo  su  ogni  unilà  della  lunghezza  di  qiiesla  parie  di 
solido,  z l'ascissa  Am'del  ceiilro  di  superficie  ni  della  sezione  a 
cui  si  riferisce  il  momenlo  inilellenle  p.  Queslo  mnmenlo,  posilivo 
per  tulle  le  sezioni  comprese  fra  il  pnnlo  A ed  il  punto  d'inlles- 
sione  D la  cui  ascissa  z’  si  determina  medianle  l'equazinne  (•^) 
del  citalo  prohlema,  diventa  negalivo  per  le  sezioni  comprese  fra 
D e C;  per  cui,  diminuendo  il  suo  valore  dalla  sezione  eorrispondenlc 
al  punto  A per  diventar  nullo  nella  sezione  con  ispondenln  al  punto 
D e di  nuovo  crcscemlo  in  valore  assoliilo  al  di  là  di  quest'ul- 
tima  sezione  per  nnovamenle  diventar  nullo  nella  sezione  eorri- 
spondenle  al  pillilo  E posto  da  C ad  una  disianza  orizzontale  C'K' 
=C'D',  ammette  esso  i più  grandi  valori  assoluti  per  z = 0 c per 
z = a e questi  valori  sono 

I i 
^Pa-d-^pa^ 

Di  questi  due  valori  il  primo  è evidcnlementc  più  grande  del  se- 
condo, per  cui,  nel  caso  di  un  solido  orizzonlulmente  incastrato  alle 
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sue  esiremiln.  cariciito  di  un  peso  iinirormemente  ilislribnilo  sulla 
sii.’i  lmi"lirir.z;i,  le  due  sezioni  d'iuraslro  sono  e^ualmenle  perieolose 
sullo  il  riuuni'do  della  resisleiizu  alla  flessione  ed  il  valore  di 
vien  dato  da 


(IO). 

In  quanto  agli  sforzi  di  taglio  non  danno  essi  luogo  ad  aicnna 
considerazione  partii’olare;  è facile  il  rieonoseere  come  le  due 
sezioni  (rineaslro  siano  pure  egualmente  peric(dose  sotto  il  rap- 
porto della  resistenza  allo  suorrimenlo  trasversale  e come  si  debba 
avere 


N„  = P-t-pa. 

Facendo  ueireqiiazionc  (1)  del  problema  lift  — a si  lia  che  il 
valore  assoluto  del  maggior  mumcnio  iufleltente  per  un  solido  pri- 
smatico orizzunlalnieule  posto  su  due  appoggi  e caricato  di  un 
peso  '21*  nel  suo  mezzo  è I*a.  Facendo  ncire(|uazione  (10)  p = 0 
si  ha  clic  il  valore  assolalo  del  maggior  momento  inflettente  por 
un  solido  prismatico  orizzontalmeule  incastralo  alle  sue  due  cslrc- 

1 

milà  c caricalo  pure  d un  peso  21*  nel  suo  mezzo  è^Po.  L iii- 

caslramenlo  adunque  diminuisce  il  valor  assoluto  del  maggior  mo- 
mento inilclleule,  e,  nel  caso  di  un  sidiiio  orizzontalmente  disposto 
e cai'iealo  nel  suo  mezzo,  lo  riduce  alla  metà  di  quello  die  avrebbe 
luogo  per  il  solido  scniplicemenle  appoggialo. 

Nel  caso  di  un  solido  prismatico  orizzoiilalincnle  appoggialo  alle 
sue  cslrcmilà  c caricalo  d’iiii  peso  uuiformemente  distriliuilo  sulla 
sua  Iniigliez/.a,  siccome  risiili  a daircipiazioiie  (ó)  del  problema  ili, 
il  valore  assoluto  del  maggior  momento  iiiflelleiile,  il  quale  si  ve- 
rifica nella  sezione  di  mezzo,  è Nel  caso  di  un  solido  pri- 

smatico orizzontalmente  incastrato  alle  sue  due  estremità  e cari- 
calo pure  d’iin  peso  uniformemente  dislribuilu  sulla  sua  lunghezza, 
come  lo  fa  vedere  reqiiazioiie  (10)  qiiamln  in  essa  si  faccia  P = 0, 
il  valore  di  die  ha  luogo  alla  sezione  d'incastramento,  divenla 
\ 

c quindi  nel  caso  di  un  solido  orizzontalmente  disposto  c 
ó 

caricato  d’iin  peso  uuiformemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza 
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rincastramento  riduce  il  valor  assoluto  del  maggior  momento  in- 

2 

flettente  ai  ^ di  quello  che  avrebbe  luogo  per  il  solido  semplice- 
mente  appoggiato. 

Se  nell'equazione  (IO)  si  fa  p = 0 si  ba  il  maggior  momento  in- 
flettente per  un  solido  prismatico  orizzontalmente  incastrato 
alle  sue  due  estremità  e caricato  d'iiii  peso  2P  nel  suo  mezzo; 
se  nella  stessa  equazione  si  pone  P = 0 si  ha  il  maggior  momento 
inflettente  aj'  quando  il  solido  è incastrato  orizzontalmente  alle 
sue  estremità  e caricato  il'uii  peso  uniformemente  distribuito  sulla 
SUB  lunghezza;  ed  i due  valori  di  u.'  e di  ,u„"  risultano 

=gP«’- 

Supponendo  ora  che  il  peso  2P  invece  di  essere  applicato  nel 
mezzo  del  solido  si  trovi  uniformemente  distribuito  sulla  distanza 
AB=:2a  dei  due  appoggi  si  ba  pa  = P e quindi  il  valore  di  u„" 

diventa  gP»,  cosicché,  per  un  solido  orizzontalmente  incastrato  e 

sotto  il  riguardo  del  momento  inflettente  di  maggior  valore  il  peso 
nniformemente  distribuito  sull'Intiera  distanza  dagli  appoggi  fa  lo 
2 

stesso  eOìetto  dei  g dello  stesso  peso  concentrato  nel  mezzo. 

409.  Calcolo  di  una  delle  dimeneioDi  della  sezione  trasver- 
aale  di  un  aolido  prismatico  omogeneo  sottoposto  a flessione.  — ■ 
Due  casi  coiivien  considerare  nell'esporre  le  norme  che  devono 
guidare  il  costruttore  nella  determinazione  delle  dimensioni  delia 
sezione  trasversale  di  un  solido  prismatico  ed  omogeneo  sottoposto 
a flessione  : il  caso  in  cui  la  sezione  trasversale  del  corpo  è sim- 
metrica rispetto  al  suo  asse  neutro;  ed  il  caso  in  cui  questa  sim- 
metria non  ba  luogo.  Nell'uno  e nell'altro  caso  si  risolve  il  pro- 
blema applicando  le  equazioni  di  stabilità  che  vennero  date  al 
numero  92,  oppure  quelle  del  successivo  numero  95.  Le  equazioni 
di  stabilità  del  numero  92  convengono  pei  casi  in  cui  si  conoscono 
i coefllcienli  di  snervamento  per  trazione , per  pressione  e per 
scorrimento  trasversale;  e le  equazioni  di  stabilità  del  numero  95 
si  adoperano  quando  sono  noti  i coelTIcienti  di  rottura. 
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Verifirandosi  la  ftinimelria  della  sc/.inne  Irasvcrsiile  del  solido 
ris|iell()  al  suo  asse  neiilro,  con  inelnili  e con  ragionamenli  ana- 
loghi a quelli  temili  nel  risolvere  i diversi  |>rolilemi  del  prece- 
dente numero  si  eercliino  i più  grandi  valori  assoluti  ed  N„ 
dei  nionicnti  inileltenli  e degli  sforzi  di  taglio  che  hanno  luogo 
nelle  diverse  sezioni  del  solido  sotto  razione  delle  forze  le  più 
sfavorevoli.  motivo  della  simmetria  della  sezione  trasversale 
rispetto  all'asse  neutro  i due  valori  di  e'  e di  o"  sono  eguali  e 
qiiiihli  diventano  identici  i due  secondi  memliri  delle  equazioni  di 
staliilità  relative  alla  flessione.  Cnnoscemlosì  i coefllcienli  di  rot- 
tura R'  e R",  si  osserva  quale  dei  due  è minore  c,  chiamando 
il  più  piccolo  degli  accennati  coefflcienli,  ed  n il  relativo  coeflUcienle 
di  staliilità,  risultano  le  seguenti  equazioni  delerminalrici  di  una 
delle  dimensioni  della  sezione  trasversale  del  solido  considerato 


0). 


nelle  quali  n",  R”,  y,  I'  I"  ed  Q hanno  i signifìcati  che  loro  ven- 
nero allrihuiti  ai  numeri  BC,  92  e 93.  Quando  invece  dei  cocflì- 
cicuti  di  rottura  sono  noli  i coefllcienli  di  snervamento  Q'  e Q", 
chiamando  Q,  il  più  piccolo  di  questi  coefllcienli  ed  m il  rela- 
tivo coefficiente  di  staliilità,  si  cangia  nelle  due  ultime  equazioni 
»iRp  in  niQp  ed  n"R'’  in  w”Q”.  Mediante  le  equazioni  (2)  si 
determina  una  stessa  dimensione  della  sezione  trasversale  del  so- 
lido e dei  due  valori  trovati  si  assume  il  maggiore. 

Quando  la  sezione  trasversale  di  un  corpo  prismatico  sottoposto 
a Hessione  non  è simmetrica  rispetto  all'asse  neutro  si  prenda  , 
come  al  numero  90,  l’asse  del  corpo  per  asse  della  z ed  una  retta 
ad  esso  perpendicolare  contenuta  nel  piano  di  flessione  per  asse 
delle  II,  e si  chiamino  : 

u„'  il  più  gran  momento  inflettente  positivo,  prendendo  per  senso 
positivo  quello  di  un  momento  che  tende  a far  venire  l’asse  delle 
3 positive  su  quello  delle  u positive  ; 

fjt„"  il  più  gran  valore  assoluto  dei  momenti  inflettenti  negativi  ; 

11'  la  più  gran  distanza  dei  diversi  elementi  della  .sezione  tras- 
versale del  solido  duM’asse  neutro,  essendo  presi  questi  elementi 


nR, 


Y- 


cos’ip 

~-yr- 


sen*e> 

■ 


N 
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dalla  parte  delle  u negative,  ossia  da  qiieiia  parie  dello  strato 
delle  libre  invariabili  in  cui  si  Irovano  le  libre  allungale  dove  il 
moinento  innellente  è positivo  ; 

u"  la  distanza  massima  analoga  dalla  parte  delle  m positive  , 
ossia  da  quella  parte  dello  strato  ilelle  libre  invariabili  in  cui  si 
trovano  le  libre  accorciate  dove  il  niuinento  iullettente  è pure 
positivo  ; 

Na  il  più  gran  valore  assoluto  dello  sforzo  di  taglio. 

II  momento  iiitbd lente  fij  produce  iiti’eslensiunc  dalla  parie  delle 
it  negative  cd  una  conq>ressione  dalia  parte  delle  u positive,  ed 
i valori  massimi  delle  tensioni  e delle  pressioni  riferite  all'iinilà 
di  su|>erGcie  e sopportate  rispettivamente  dalle  libre  maggiormeute 
allungate  e maggiormente  compresse  sono  (num.  91) 


Analogamente  il  momento  inlìetlente  di  valor  assoluto  produce 
uii’eslensione  dalla  parte  delle  u positive  cil  una  compressione 
dall'altra  parte,  ed  i valori  massimi  delle  lensioiii  e delle  pressioni 
corrispondenti  riferite  airunilù  di  superUcic  sono 


w " ì / 

w Um  1/ 


9 sen*  9 
s ^ J"s 


„l/cos* 

y-m  1/ 


/rnct(p  sen*9 
~J"S  • 


Segue  da  ciò  che  nel  caso  in  cui  siano  noti  i coellìcicnti  di  rot- 
tura per  estensione,  per  compressione  c per  scorrimento  trasver- 
sale si  devono  risolvere  le  equazioni  di  stabilità 
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cos’  0 

scn^'.j 

r* 

\ j./j 

cos*9 

sen*!p 

+- 

1'* 

cos*  ip 

sen'ip 

1'* 

4- 

Vos*^ 

^sen'ip 

n”R''  = -^y 


H2), 


nelle  quali  basta  cangiare  n'R'  in  m'Q',  «"R"  in  m"Q"  cd  n*’R" 
in  m”  Q'*,  quando  invece  dei  eoeflìcicnli  di  rnltiira  si  conoscono  i 
coettlcienli  di  snervamento,  e nelle  quali  alle  le'lere  n',  n",  «'*, 
R',  R",  R",  y,  r,  1",  m',  m",  m",  Q',  Q"  e Q"  bisojiua  conservare 
i sii^iiilicati  che  loro  vennero  altrilniiti  nei  ^’iù  citati  numeri  98, 
92  e 93.  Mediante  queste  equazioni  di  stahilila,  si  trovano  cinque 
diversi  valori  di  quella  dimensione  della  sezione  trasversale  del 
solido  lasciata  incognita,  ed  il  maggiore  di  questi  cinque  valori  è 
quello  da  adottarsi.  In  parecclii  casi  invece  di  risolvere  cinque 
equazioni  per  determinare  la  dimensione  incognita  basta  il  risol- 
verne tre,  e questo  avviene:  quando  i momenti  inflettenti  sono  dello 
stesso  slegno  per  tutte  le  sezioni  del  solido  sottoposto  a flessione  ; 
quando  è possibile  riconoscere  quale  dei  due  prodotti  e 

n"u„"  è il  maggiore,  e quale  è pure  il  maggiore  dei  due  prodotti 
ed  u fij'.  La  prima,  la  terza  e la  quinta  equazione  sono 
quelle  da  risolversi  allorquando  tutti  i momenti  inflettenti  sono  po- 
sitivi; la  seconda,  la  quarta  e la  quinta  sono  quelle  ila  considerarsi 
quando  tutti  questi  momenli  sono  negativi;  quella  cui  corrisponde 
il  più  grande  dei  due  prodotti  u ed  quella  cui  corri- 

sponde il  maggior  degli  altri  due  prodotti  u"u„'  ed  UjxJ',  e fl- 
nalmente  la  quinta  costituiscono  le  tre  equazioni  da  risolversi 
quando  si  può  vedere  quale  per  ciascuna  delle  due  accennate 
coppie  di  prodotti  è il  maggiore  , giacche  allora  si  ticn  conto 
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delln  massima  delle  lensioni  c della  iliassima  delle  pressioni  rife- 
rite aH  iiiiiià  (li  superlicie  le  ipiali  si  verificano  in  liilia  reslensiune 
del  solido. 

Tanto  nel  caso  di  mi  soliilo  prismatico  con  sezione  trasversale 
simmelrica  ris|ietlo  aliasse  delle  filirc  invarinliili,  quanto  in  quello 
in  cui  questa  simmetria  imn  ha  Inoffo.  le  equazioni  determinalrici 
di  una  dimensione  della  sezione  trasversale,  riferenlisi  alla  fles- 
sione, nolevolmeiile  si  sem|dilìi;ano  allorquaiiilo  il  piano  di  solle- 
citazione contiene  uno  degli  assi  principali  centrali  d'inerzia  di 
ogni  sezione;  giacché,  essendo  allora  ^ = 0.  le  citate  equazioni  as- 
sumono la  forma  delle  equazioni  di  slaliilità  che  vennero  date  al 
numero  106. 

I lo.  Disposizioni  e Torme  più  convenienti  da  assegnarsi  alle 
sezioni  trasversali  dei  solidi  da  impiegarsi  per  resistere  alla 

flessione.  — Essendo  c il  momento  di  flessibilità ^ 

sen’  ^ 
y j'i  • j"f~ 

(mim.  90),  il  quale  si  riduce  semplicemente  ad  ET  (niim.  106)  nel 
ca.so  della  flessione  prodotta  in  un  solido  rettilineo  da  forze  per- 
pendicolari al  suo  a.sse  e conleiiiile  nel  piano  passante  per  uno 
degli  assi  principali  centrali  d’inerzia  di  tutte  le  sezioni  trasver- 
•sali;  c conservando  alle  lettere  E,  9,  I'  ed  1"  i significati  che  loro 
vennero  attribuiti  al  numero  88,  dall'equazione  (2)  del  citato  nu- 
mero  90  si  deduce 


a — 


1 

t -, 
ù 


Quest’equazione  mostra  come  il  momciilo  inflellente  u allo  a pro- 
durre una  data  flessione  sia  i»ropoiziouale  al  momento  di  flessi- 
bilità £,  e quitidi  Ile  deriva  come  fra  due  corpi  prismatici,  con  se- 
zioni trasversali  di  forma  e dimetisioiii  diverse  od  anche  soltanto 
divcrsanienle  collocale  e foriiiti  di  identiche  o di  dilTcreiili  pro- 
prietà fisiche,  sia  capare  di  sopportare  il  maggior  momento  iiiflcl- 
lente  e quindi  sia  più  utile  ad  essere  impiegato  per  resistere  alla 
flessione  quello  cui  corrispomle  il  maggior  momeiilo  di  flessibilità. 
Ecco  alcuni  semplicissimi  iiroblemi  diretti  a far  vedere  come,  nie- 
diaiile  il  calcolo  dei  momenti  di  flessibilità,  possa  il  costruttore 
in  ogni  caso  assegnare  le  posizioni  e le  forme  più  convenienti  ai 
.solidi  die  deve  impiegare  per  resistere  alla  flessione. 
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I.  Una  trave  con  testone  rellangulare  st  deve  orizzontalmente  col- 
locare tu  due  appoggi  e caricare  di  pesi;  si  domanda  se  é più  con- 
veniente porla  in  opera  tenendo  verticale  la  dimensione  minore  op- 
pure tenendo  verticale  la  dimensione  maggiore  della  sua  sezione 
trasversale. 

Essemlo  a il  Iato  minore  e 6 il  lain  map:giore  della  sezione  tras- 
versale della  trave,  punenilola  in  opera  c(d  lato  b verticale,  il  cor- 
rìspundenle  momento  di  llessibiiilà  e,  vieii  dato  da 

mentre  ponendola  in  opera  col  lato  a verticale,  il  relativo  momento 
di  flessibilità  c,  si  trova  espresso  da 

e,  = ^^Ea^b. 

Il  rapporto  dei  dne  momenti  di  flessibilità  è 

li-*’’ 

~ à” 

e,  siccome  si  ha  ; cosiecliè  convien  disporre  la  trave 

mantenendo  verticale  la  maggiore  delle  due  dimensioni  della  sua 
sezione  trasversale. 

II.  Trovare  se  per  resistere  alla  flessione  conviene  di  più  impie- 
gare un  cilindro  pieno  oppure  un  eilitulro  ruoto  della  siesta  materia 
e di  sezione  equivalente  a quella  del  cilindro  pieno. 

Chiamando  r il  raggio  della  sezione  del  cilindro  pieno,  r'  ed  r" 
i raggi  interno  ed  esterno  del  cilindro  vuoto  , e,  il  momento  di 
flessibilità  relativo  al  primo  solido  ed  s,  il  momento  di  flessibilità 
relativo  al  secondo  solido,  siccome  il  piano  di  sollecitazione  passa 
per  gli  assi  principali  centrali  d'inerzia  di  tutte  le  sezioni  si  ha 

^ r . 

£,  =^Er:r‘ 

£,  = ÌE«(r''*-r'*). 
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Il  rapporto  del  roomeiilo  di  flessibilità  e,  al  momento  di  flessi- 
bilità £5  vieii  espresso  da 

V 

r*  r’ . r’ 

r^T'* ~ (r"»+^'^) 

ossia  ancora,  per  essere  a motivo  deireqnivalenza  delle  due  sezioni 
del  cilindro  pieno  e del  cilindro  vuoto 


£.  r"*  — r> 

Ora  si  Ila  evidentemente  r"*  — r'-<r"--(-r'*  e (piindi  anche  £,<£,, 
cosicché  il  cilindro  vuoto,  essendo  ((nello  che  ainnielle  il  maggior 
iMonienlo  di  flessibilità  , resiste  alla  llessioiie  meglio  del  cilindro 
(lieno  equivalente  e di  egnal  materia. 

III.  Sofiru  (lue  apjiufini  Icrminali  superiormeule  da  mi  piano  in- 
clinalo aH’onzzonte  si  deve  collocare  una  trace  in  ferro  destinata  a 
sopportare  un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza  ; 
si  domanda  se  è più  conrcnienle  di  fare  (lucsia  trave  con  sezione  ret- 
tangolare oppure  con  sezione  a doppio  T simmetrico. 

In  questo  caso  il  (liano  di  sollecitazione  non  passa  per  gli  assi 
(irineipali  centrali  d'inerzia  delle  sezioni  trasversali  delle  travi  e 
quindi  nel  calcolo  dei  momenti  di  flessibilità  bisogna  adottare  la 
formola 


bì  « 

Il  cos’  o seii*  ^ 

-75^  4-  j.,, 

"Per  la  trave  con  sezione  retlangolare,  essendo  a l'angido  BEO 
{/ig.  94)  del  (liano  in  coi  sono  contennii  i due  a|ipoggi  coll'oriz- 
zonte,  xx  ed  gy'  gli  assi  priiiripali  centrali  d'inerzia  di  detta  se- 
zione, il  primo  parallelo  ed  il  secondo  (lerpendicolare  airaecennato 
piano,  I,'  ed  I,"  i valori  particolari  che  lirenduno  i momenti  d’inerzia 
r ed  I"  nel  caso  della  sezione  proposta  e G V la  verticale  passante 
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pel  cenlro  di  snperficie  G la  quale  fa  l'angolo  VGy'  = 360'’  — o — x, 
il  moroeiilo  di  Qessibilità  t,  vien  espresso  da 


h 


E 


I /Vos-  X 

1'  T.  '^ 


scn'^a 

T"~' 


Per  la  trave  con  sezione  a doppio  T siminelrico  di  altezza  AI) 
eguale  e di  supcrlieie  c(|uivalcnlc  a quelle  della  sezione  rei  tango- 
lare,  e collocala  sugli  stessi  appoggi  sui  quali  questa  già  si  sup- 
pose collocala,  essendo  ancora  l'asse  principale  ceiiirale  d'inerzia 
xx'  parallelo  ed  il  suo  compagno  yif  perpendicolare  al  piano  degli 
appoggi  e per  conseguenza  manleneiidusi  x l'angolo  3fi0'' — ?=V  Gj/', 
il  corrispondente  momento  di  flessiliililà  c,  vien  dato  da 


' COS‘ X 
"pìT 


I "Y 

’y 


esprimendo  rispellivamenle  1/  ed  1,"  i momenti  d'inerzia  della  se- 
zione a doppio  T per  rapporto  agli  assi  xx'  ed  yij'. 

Ora  , a parità  di  supcrlieie  c di  altezza  nelle  sezioni  delle  due 
travi,  i momenti  d'inerzia  1/  ed  I,"  della  sezione  a doppio  T sono 
evidentemente  maggiori  dei  corrispondenti  momenti  d'inerzia  I,'  ed 
I,''  della  sezione  rettangolare,  giacche  le  snperlicie  di  queste  sezioni 
si  possono  considerare  siccome  composte  di  un  egiial  numero  di 
elementi  siipeiTiciali  i quali , più  nella  prima  che  nella  seconda  , 
trovatisi  distanti  dagli  assi  per  rapporto  a cui  si  prendono  i mo- 
menti. Si  può  adunque  dire:  che  l,'>  I,' e che  !,">  I,";  che 


|/cos*a  , sen’a  ^ ]/cos’2  ' sen’a. 

y ^ r 17^  ’ 

che  c che  hnaimcntc  una  trave  con  sezione  a doppio  T 

simmetrico  è più  conveniente  per  resistere  alla  llcssione  di  una 
trave  con  sezione  rettangolare  della  stessa  materia,  di  cgual  altezza 
e della  medesima  superficie. 

HI.  Applicazione  della  teoria  sulla  resistenza  alla  flessione 
olia  risoluzione  di  alcuni  semplici  problemi.  — I.  Uim  trave 
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tn  ghisa  avente  sezione  rettangolare  coi  lati  di  metri  O.Ott  e di  metri 
0,10  venne  orizzontalmente  collocata  su  due  appoggi  posti  a distanza 
di  4 metri  e caricata  del  peso  di  chilogrammi  400  nel  suo  mezzo. 
Trovare  il  coefficiente  d'elasticità  della  ghisa  costituente  la  detta  trave 
nell’ipotesi  che  siasi  verijicato  un  abbassamento  di  metri  0,01  nel 
mezzo  dell'asse  del  solido  disposto  colla  massima  dimensione  della 
sua  sezione  trasversale  verticale  e che  il  peso  del  decimetro  cubo  di 
ghisa  sia  di  chilogrammi  7,2(12. 

Il  peso  ap|ilicnlo  nel  nii-7.zo  della  trave  ed  il  peso  della  Irave 
slessa,  il  quale  iiiiirornienietile  si  trova  dislriliiiito  nella  sua  lun- 
plipzza , rosliliiiscniio  le  forze  che  hanno  prodolla  la  flessione , 
c l'eqiiazione  mediante  la  quale  si  deve  calcolare  il  coeflicientc  di 
elasticità  è 


già  trovala  risolvendo  il  problema  III  del  numero  407  ed  espri- 
mente la  saetta  s che  prende  nel  mezzo  un  solido  prismatico  oriz- 
zontalmente collocalo  su  due  ap|ioggi  dislanti  2 a caricato  di  un 
peso  2P  nel  suo  mezzo  c di  un  peso  uniforniemente  distrihuito 
in  ragione  di  p chilogrammi  per  ogni  unità  della  sua  lunghezza. 
Prendendo  il  metro  per  nnilà  di  lunghezza  , il  chilogramma  per 
unità  di  forza  , osservando  che  p deve  esprimere  in  chilogrammi 
il  peso  di  una  parte  di  trave  lunga  runilà  e rammentando  che  : 
vale  il  coellicieiite  d’elasticità  E moltiplicalo  per  il  momento  di 
inerzia  I',  si  ha: 


> a .i-" , ' a = ì"' , s O^.0 1 , 2 P = 400'  - , P = 200'  “' , 
p = 7,202  X 1 0 X I X 0,8  = 57 «,G 1 6 ; 


1'  = .4o,08X(0,10)>-'-^^, 


0,00002  „ 

r = ~^E. 


Ponendo  i valori  di  a,  s,  P,  j>  ed  s ucH’equazioue  (1)  risulta 


0,001  — 0 00002  (‘^00  4-g5/,610x2^ 

O—Z f?  N ' 
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E = 10880800000'  », 

cosicché  il  dnraandalo  cocllìcicnle  d’elasticità  riferito  al  metro  qua- 
drato è di  cliilograniini  lOftOfllUtOOIJO,  ossia  di  cliilogrammi  lOltdO 
quando  si  riferisce  al  millimetra  (|iiadrato. 

I(.  Trovare  qiial  è la  sarlla  che  prende  nel  suo  tnezzo  una  Irare 
in  ferro  urizzonlalmenle  collocala  su  due  appoggi  posti  a distanza 
di  8 metri , avente  sezione  costante  a doppio  T simmetrico  le  cui 
dimensioni  AB,  E F -=  K 1, 1!  C cd  E 11  (Jig.  59)  sona  rispettivamente 
metri  0,12,  metri  0,055,  metri  0,52  c metri  0,50,  e caricata  d’un 
peso  uniformemente  distribuito  in  ragione  di  200  chilogrammi  per 
ogni  metro  della  sua  lunghezza. 

Bue  sono  le  forze  le  quali  concorrono  a produrre  flessione  nella 
trave,  il  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza  ed  il 
peso  proprio  della  trave  medesima,  e questi  due  pesi,  considerali 
neH’intervallo  fra  i due  appoggi , costituiscono  un  peso  unico  il 
quale  va  risguardalo  siccome  uniformemente  distribuito  sulla  lun- 
ghezza del  solido  pel  (piale  devesi  determinare  la  saetta  s"  usando 
della  forinola 


ff 


5 p a* 


'U 


(2) 


già  trovala  risolvendo  il  problema  111  del  numero  107. 

Prendendo  il  metro  per  unità  di  lunghezza,  il  metro  quadrato 
per  unità  di  siiperlìcie,  il  chilogramnia  per  unità  di  forza  ed  as- 
sumendo chilogrammi  7,77  siccome  csprimenli  il  peso  del  deci- 
metro cubo  di  ferro  , la  supcrflcic  della  sezione  della  trave  è 
data  da 

AB X BC -- (O' -I- K 1) E 1 1 = 0, 1 2 X 0,82 - 0, 1 1 X 0,80  = 0'"  ,0054, 

e quindi  il  peso  della  sua  unità  di  lunghezza  vale 

0,54X  10X7,77  . 4r»,ti;.8. 

Essendo  poi 

2ar=8"'  a=i"', 


p = 200  -4-  41 ,958  = 241 958, 
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I'=  ;j^[0,12X(0,3l2)’-0,H  X(0,30)’]  =0,00008, 


E = 18492000000  e = ET  = 1479360, 


l'espressione  di  s"  dà 


* “21  14/9360 


0'%00H7  , 


rnsircliè  il  mezzo  deU’asse  della  trave  per  il  fallo  della  flessione 
verrà  cT  trovarsi  di  metri  0,01197  sotto  la  orizzontale  passante  pei 
dite  punti  in  cui  quest'asse  è ineontralu  dalle  sezioni  rorrispon- 
denli  ai  due  appoppi. 

III.  Una  trave  di  larice  roano  lum/a  C melri  ed  avente  sezione  rcl- 
laufiolarc  i rui  lati  AB  eHC  Ipg.  96)  devono  stare  fra  loro  cvtiìe  4 
a 5 ra  collocato  su  due  a]i]>oijiii  colle  loro  superlìcie  superiori  poste 
in  UH  piano  EF  inclinato  airorizzonic  di  un  angolo  FEO=25*  e ca- 
ricala di  i/«  peso  uniformemente  distribuito  in  ragione  di  200  chi- 
logrammi per  ogni  metro  della  sua  lunghezza.  Determinare  la  dire- 
zione dell' asse  neutro  e trovare  i due  lati  da  assegnarsi  alla  sezione 
trasversale  della  trave  affinchè  abbia  essa  la  necessaria  stabilità. 

Se  chiamasi  x la  lunghezza  del  lato  ,\  B espressa  in  metri,  vieti 

data  da  quella  del  lato  OC;  ed  immaginando  condotte  pel 

centro  G del  rettangolo  le  direzioni  a;  ed  degli  assi  princi- 
pali rentrali  d'inerzia,  la  |)rinia  delle  quali  è parallela  e la  seeomla 
perpendicolare  al  lato  A B,  i momeiili  d'inerzia  Tedi"  rispetto  a 
questi  assi  sono  rispcllivameiilc 


Osservando  ora  che  la  traccia  del  piano  di  sollecitazione  sopra  il 
piano  della  sezione  ABCK  è la  retta  verticale  GV,  si  ha  che  l'an- 
golo VGj/^=9  è eguale  all'angolo  FEO  = 25"  e che  quindi  l'an- 
golo UGx  = 'i  che  l'asse  nenlro  UIj  fa  coll'asse  delle  x,  il  qual 
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angolo  vien  dato  daU’equazione  (1)  del  numero  89,  ammette  il  va* 
lore  deducibile  daU’equazione 


tang]/=^-^tang25", 

d'onde 

|-=36«>4'38". 

Per  trovare  quali  lati  deve  avere  la  sezione  trasversale  della 
trave  affinchè  essa  presenti  la  necessaria  stabilità  basta  osservare 
cbe  i due  valori  di  v"  e di  i quali  sulla  6gura  trovansi  rispet* 
tivamente  rappresentati  dalle  due  perpendicolari  CH  ed  AI  abbas- 
sate dai  due  vertici  C ed  A sull'asse  neutro  UU,  sono  eguali  fra 
di  loro  e che  quindi  servono  le  equazioni  (4)  del  numero  409. 
Siccome  R"=  4500000'-*  è minore  di  R'=:  8500000'^*  (numeri  54 
e 47)  si  ha 


R,= 4500000"»; 


si  può  assumere  come  coefficiente  di  rottura  per  scorrimento  tras- 
versale (numero  76) 


R"= 4 300000"*, 

e come  valore  dei  coefficienti  di  stabilità  (num.  40  e 79) 

»=»"=4- 

I valori  di  Rp  e di  R'"  sono  riferiti  al  metro  quadrato. 

In  quanto  ai  valori  e di  N.  sono  quelli  che  vennero. trovali, 
risolvendo  il  problema  III  del  numero  4 08  , quaudo  in  essi  si 
faccia 

a=|  = 3-,  p=200'^ 

e quindi  ammettono  i valori  numerici 

L'Aste  bi  rtimicABK.  Seittlenta  éd  mataiaH , tu.  — 17. 
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f.„  = Ì200  x 3’=900, 
N„=200X3=600c«. 

Per  esprimere  il  valore  di  i'  iti  funzione  dei  dati  del  problema  e 
deirinrognila  x,  dal  punto  L in  cui  la  retta  xx'  taglia  il  lato  BC 
si  conducano  le  due  rette  LK  ed  LM,  la  prima  parallela  e la  se- 
conda perpendicolare  all'asse  neutro.  Dalla  Ggiira  risulta 

cn='CK-+-TM, 

e, siccome  G GLrr^BC^gi:  e BCKr:UGa:=| 

=r36’4'38",  dai  triangoli  rettangoli  CKL  e GML  si  hanno  i se- 
guenti valori  di  CK  e di  LM 

CK=Ìa:cos  36» 4' 38" 

O 

LM=|a;sen36'>4'38", 

i quali  posti  nell'espressione  di  CH  conducono  ad  ottenere 

eli  =:  v'=  ^x(^~  cos36»4'38"+sen36->4'38"^=0,7996a:. 

La  superficie  Q della  sezion  retta  della  trave  sottoposta  a fles- 
sione è espressa  da 


c finalmente  la  quantità  I / _l.  5£0l?  clic  trovasi  nel  secondo 

1 I'»  ^ j"» 

membro  della  prima  delle  equazioni  di  stabilità  (I)  del  numero 
109  vale 
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tj  cos'*  25°  sfln’25'’ 


sfln’  25’ 


« l_|/< 
' 5 r>K  I 


625 


cos*25'*-»-sen^25« 


= 6,8897 


\ 


Sostituendo  nelle  citale  equazioni  di  stabilità  i yalori  di  n , 


n",  R,„  R'%  fi„.  N„,  V,  U,  e 


sen^'p 

l"ir 


si  hanno  le  seguenti 


equazioni  doleittiiunlrici  di  due  distinli  valori  di  x,  il  maggiore 
dei  quali  sarà  quello  da  adottarsi  afTiucliè  sotto  tutti  i rapporti  si 
abbia  la  necessaria  stabilità. 


~ 4500000  = 0, 7096  . 900  X 0,8897 


^1300000= 


600 


Risolvendo  la  prima  equazione  trovasi 
.t=0"’,2225 

e risolvendo  la  seconda  risulta 


a:=0”,001  ; 


cosicché  il  valore  di  x ricavalo  dalla  seconda  equazione  di  stabi- 
lità è quello  che  determina  il  lato  AR  da  assegnarsi  alla  sezione 
trasversale  della  trave,  il  quale,  in  conformità  del  risultalo  ottennio, 
deve  essere  di  metri  0,2225.  11  lato  RC  poi,  dovendo  essere  i 5/1 
di  AR,  ammette  il  valore  di  metri  0,2781. 

IV.  Determinare  lo  spessore  da  asscf/narsi  alla  lavala  superiore  ed 
alla  tavida  inferiore  di  una  trave  in  ferro  con  sezione  a doppio  T 
simmetrico  ed  a parete  continua , orizzontalmente  collocala  su  due 
appoyiji  distanti  fra  <li  loro  di  40  metri,  in  modo  da  essere  oriz- 
zontale l'asse  principale  centrale  d'inerzia  x\'  {fi(j.  62),  caricata  di 
un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sim  lumjhezza  in  ràyìonè  di 
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5000  $kilogrammi  per  ogni  metro  e della  cui  tetione  trasvertale  si 
conoscono  le  seguenti  dimensioni; 

Ib = a = 0-.40,  Tc-4- Prf  =«'=  O-.l  45 , 

gl-trkm—a"=:  0“,2I,  p<-}-9ur=a"'=:0“,03  ; 

7f=b’=i\  /^6"=3-,»7,  ji=fr"'  = 3",76. 

Per  la  djsyogizioDe  che  ha  1^,  trave,  sui  suoi  appoggi  il  piano  di 
sollecitazione  passa  per  uno  degli  assi  principali  centrali  d'inerzia 
delle  sue  sezioni  trasversali;  per  la  sitnnielria  di  ciascuna  delle 
dette  sezioni  rispetto  agli  assi  neutri  loro  corrispondenti  i dup  va- 
lori di  v'  e di  v"  sono  eguali;  e quindi  si  risolve  il  problema  ap- 
plicando le  equazioni  (I)  del  numero  109  semplificate,  col  porre 
7 = 0.  Assumendo  il  metro  per  unità  di  lunghezza,  il  metro  qua- 
drato per  unità  di  superficie  ed  il  chilogrammo  per  unità  di  forza, 
siccome  R"=^5QOO(rào'  * è minore  di  R'= 40000000'^*  (num.  34 
e 17),  si  ha 

R,=25000000'»; 

e (num.  76) 

R”=eR'=32000000««. 

5 

I coefficienti  di  stabilità  n ed  n”  si  possono  prendere  eguali  rd 
espressi  da  (num.  40  e 79) 

n = n”  = i. 

Chiamando  x la  somma  dei  due  spessori  eguali  FB  e GG,  le  due 
distanze  eguali  v'  e v"  delle,  fi|)re  maggiorn^enle  allungate  e mag-> 
ginrmente  accorciate  dall'asse  nqulro  aix'  ampipltono  il  valpre 
espresso  da 

v'  = t>"  = ^ c/  ^ (4  -h®)- 

II  momento  d'inerzia  della  superficie  della  sezione  trasversale,  che 
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è il  Talore  che  prende  il  momento  d’inerzia  1'  troralo  rìsolrendo 
il  problema  VI  del  numero  97  quando  in  esso  si  pon^no  i ra- 
lori  noli  di  a,  a,  a",  a"\  h\  b"  e b'"  c quando  si  faccia 

b—b' 


vien  dato  da 

Y-  ;j^[0.40  (4+ic)*-0,Ì45  X Ì>-02,1  X(3,97)*-0,08X(3.76)*], 

> ; ...  a 

ossia,  riducendo  ad  un  solo  tutti  i termini  cogniti,  da  . 

l'=  [0,40  (4+x)*-24,0146].  ' ^ 

La  superficie  Q,  che  si'òtlierie  togliendo  dalla  superficie  de]  ret- 
tangolo ABCD  quelle  dei  rettangoli  cIM/’e  dFGe,  Igko  ed  mkin, 
Iptx  ed  uqrv,  vien  data  da 

0=0,40  (4-+.  *)-0, 145X4— 0,31  X3, 97— 0.03  X 8,76 
(issfa  aincora  da 


O=0,40(4+x)-1,5265. 

Per  quanto  spetta  ai  valori  di  e di  N_  si  ottengono  essi  colle 
formole  che  vennero  trovale  risolvaudo  il  problema  III  del  nomerò 
108  e facendo  io  queste  formole 

a=^  = 20-',  ^|)=5000^, 

per  cui  «i  ha  ' 

».  • tu.  ¥<V'4- 

■ |u.=  g5000X30*=1000000  " 

N,=5000x'2O=1ÒÒO0Ò. 

ì valori  dì  n,  n'\  R^,  R”',  T,  Q,  ^ ed  si  sostituiscano  nelle 
equazioni  (1)  del  numero  109  dopo  di  aver  fatto  in  esse  f=0  e 
si  ottiene 
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1 (4  4-a:)  1000000 

1 25000000=  

•>  ^1^0,40  (i-f-T)*- 24,0146  I 


132000000=: 

6 


100000 

0,4044-h-x)— 1,5265' 


La  prima  di  queste  equazioni  si  riduce  a 

(4-(-a:)’=3,6  (4+j)4-60,0365 


d'onde 


ed' 


4 -f- a"  ~ 4'” , 222 

,t=0'”,222; 


cosicché,  complessivamente  considerando  le  due  tavole  superiore 
ed  inferiore,  devono  esse  presentare  , aOìnchè  la  trave  sia  abba- 
stanza stabile  sotto  il  rapporto  della  resistenza  alla  flessione,  uno 
spessore  totale  di  metri  U,22'2  ed  aver  quindi  ognuna  delle  due 
lo  spessore  di  metri  0,111.  Dalla  seconda  equazione  si  ricava 

,v  * ,■  • • 

• , ■ 4-hJ:=3",863 

d’onde 

’ • a:=— 0",137, 


risultato  il  quale  essendo  negativo  significa  che  per  avere  nella 
trave  la  snlllcienle  stabilità  sotto  il  rapporto  della  resistenza  allo 
scorrimento  trasversale  non  sono  necessarie  le  due  tavede  ABFl 
e DCGM,  e che  la  lastra  verticale  ed  i ferri  d'angolo  danno  già 
un  eccesso  di  stabilità  sotto  questo  riguardo. 

112.  Solidi  omogenei  ad  asse  rettilineo  e di  egual  resistenza 
alla  flessione.  — -Al  numero  91  vennero  trovati  pei  solidi  prisma- 
tici sottoposti  a flessione  i valori  della  resistenza  alla  trazione  Q, 
C della  resistenza  alla  pressione  Q,  riferite  aU'unità  di  superficie 
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ed  opposte  rispi'llivamente  dalle  Obre  magf^iormenle  allungate 
e da  qmdle  maggiormente  compresse,  c si  fece  osservare  rome  i 
valori  di  queste  resistenze  variino  crescendo  o diminuendo  da  una 
sezione  all’altra  col  crescere  o col  diminuire  del  momento  inflet- 
tente u.  Segue  da  ciò  che  assegnando  ad  un  solido  prismatico  il 
quale  si  -deve  impiegare  per  resistere  alla  flessione  una  sezione 
trasversale  di  superflcie  eguale  a quella  die  vale  ad  ottenere  la 
necessaria  stabilità  nella  sezione  cui  corrisponde  il  più  gran  va- 
lore assoluto  del  momento  inflettente  fi,  in  tulle  le  altre  sezioni 
si  ba  un  eccesso  di  stabilità  cuirinconvenicnte  di  materia  sprecata, 
c che  quindi  i solidi  rettilinei  a sezione  trasversale  costante  non 
sono  i più  convenienti  ad  essere  impiegati  per  resistere  alla  fles- 
sione. Esprimendo  ebe  le  resistenze  alla  trazione  ed  alla  pressione 
riferite  airunità  di  supcrflcie  e sviluppale  dalle  fibre  maggiormente 
allungate  e da  quelle  maggiormente  compresse  sono  costanti  in 
tutte  le  sezioni  di  un  solido  sottoposto  a flessione  e,  regolando  le 
superficie  di  delle  sezioni  in  modo  ebe  questa  condizione  sia  ve- 
rificala, si  fa  in  modo  che  il  pericolo  di  rottura  sia  lo  stesso  in 
tutte  le  sezioni  del  corpo  e si  ottiene  così  un  iolido  di  egual  reji- 
slenza  alla  flessione. 

In  questi  solidi,  affinchè  presentino  essi  la  necessaria  stabilità, 
fa  d'uopo  die  le  costanti  a cui  si  eguagliano  le  accennale  due 
resistenze  riferite  airunìlà  di  superficie  siano  i coefficienti  di  sner- 
vamento Q'  e Q"  (mtm.  92),  oppure  i coefficienti  di  rottura  R'  ed 
R"  (niim.  93)  per  trazione  e per  pressione  moltiplicali  pei  rispet- 
tivi coefficienti  di  stabilità.  Segue  da  ciò  che,  ritenendo  le  denomi- 
nazioni stabilite  nei  numeri  8U,  91, 92  e 93,  le  equazioni  le  quali 
conducono  a determinare  dei  solidi  di  egual  resistenza  alla  fles- 
sione sono: 


m I 


m"Q‘ 


, „ 1 /cos* 

-pi 


cos’ip 

sen*f 

r‘  ' 

1", 

/ cos*  f 

, sen*9 

quando  si  conoscono  i coefficienti  di  snervamento  Q'  e Q"  per  In 
materia  di  cui  i solidi  sono  costituiti;  e 
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l/cos*f  sen’f 
I»  R = » ,u  1/  -p  -“f-— 


|/co8*p  sen'f 
n K — i’  /i  y — y,-  + -j,^- 


(2) 


alforqoando  kodo  noti  i coefficienti  di  rottura  R'  ed  R”. 

'fci  caso  di  solidi  rettilinei  orizxontalmente  disposti,  caricati  di 
pesi  ed  aventi  sezioni  trasversali  simmetriche  rispetto  alla  verticale 
passante  pei  loro  centri  di  super6cie,  ed  in  genere  per  tutti  i casi 
in  cui  trovasi  veriDcata  la  condizione  di  essere  contenuto  nel  piano 
di  sollecitazione  uno  degli  assi  principali  centrali  d'inerzia  di  cia- 
scuna delle  sezioni  trasversali  dei  solidi  stessi  le  equazioni  (1)  e (2) 
notevolmente  si  semplificano  giacché  9=0,  e si  riducono  a 


«'Q'=y 


m"Q"=y 


«inaudo  ai  conoscono  i coefficienti  di  snervamento,  a 


n"R"=^9^ 


(3) 


(*) 


quando  sono  noti  i coefficienti  di  rottura. 

Allorquando  vuoisi  determinare  un  solido  di  egual  resistenza  alla 
Sessione  con  sezione  simmetrica  rispetto  all'asse  delle  fibre  inva- 
riabili, basta  di  applicare  una  sola  delle  due  equazioni  contenute 
nei  sistemi  (1),  (2),  (5)  0 (4)  e di  applicare  la  prima  di  ciascun 
sistema  quando  è più  facile  che  il  solido  si  rompa  per  estensione 
anziché  per  compressione,  di  applicare  invece  la  seconda  quando  il 
primo  modo  di  rottura  é meno  facile  del  secondo.  Se  invece  la  se- 
zione trasversale  del  solido  di  egual  resistenza  non  è simmetrica 
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mpetlo  all'asce  neatro  è necesaarìo  di  applicare  arobedne' le  equa- 
zioui  di  uno  slesso  sistema  e di  prendere  quello  dei  due  risultali 
che  BommiBÌstra  le  sezioni  trasversali  di  maggiori  dimensioni. 

Nel  dedurre  le  sezioni  trasversali  di  un  solido  di  egual  resi- 
stenza alla  flessione  può  darsi  che  in  alcuni  sili  non  presenti  esso 
la  necessaria  resistenza  allo  scorrimento  trasversale,  la  qual  resi- 
stenza sempre  trovasi  messa  in  giuoco  quando  esiste  flessione  pro- 
dotta da  forze  normali  all'asse  del  corpo.  Sommamente  importa 
raccertarsi  di  questo  fatto  e dove  il  solido  ammette  usa  sezione 
dcGciente  sotto  questo  rapporto  convenientemente  anmentarìa  de- 
terminandola coll'equaaioae 

(5) 

quando  si  conosce’Q*’  ossia  il  coeflìciente  di  SDcrvamenlo  per  scor- 
rimento trasversale,  e coirequazioiie 

n-R"=^  (6) 

quando  invece  è dato  B”  ossia  il  coefficiente  di  rottura  per  scor- 
rinienlo  trasversale.  In  quanto  alle  lettere  m'*,  n",  N ed  0 che  en- 
trano nelle  due  ultime  equazioni,  hanno  esse  i signiflcali  che  loro 
vennero  allribuili  nei  numeri  88,  92  e 93. 

Visto  cos'i  quanto  vi  ha  di  più  generale  sui  solidi  di  egual  resi- 
stenza alla  flessione,  convien  esaminare  alcuni  casi  particolari  per 
ben  far  compreiMere  lo  spirito  col  quale. 'devono ''«fSdet^  applicate 
le  stabilite  equazioni,  ed  ecco  iromedialaroenle  alcuni  semplici  ed 
importanti  problemi. 

I.  Determinare  il  profilo  longitudinale  di  un  solido  omogeneo  di 
egual  resistenza  tnca5(ra/o  orizzontalmente  per  una  sua  estremità, 
caricato  all'altra  d’un  peso,  colle  facce  laterali  contenute  in  due  piani 
verticali  paralleli,  e terminalo  al  di  sopra  ed  al  di  sotto  da  due  super- 
ficie cilindriche  siinmelricametUe  disposte  rispetto  al  fimo  orizzonbUe 
passante  per  l'asse. 

Si  chiamino 

a la  lunghezza  AB  del  solido  (Jig.  97), 

b la  sua  larghezza,  ossia  la  distanza  dei  due  piani  verticali  da 
cui  lateralmente  vien  limitato, 

P il  peso  applicato  aireslremilà'B, 
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1 l’ascissa  AN  corrispondente  al  centro  di  superficie  di  una  se- 
zione qualunque, 

u le  due  ordinate  eguali  NM  ed  NM'  dei  punti  M ed  M'  di 
ascissa  * appartenenti  rispettivamente  ai  profili  o direttrici  delle 
superficie  cilindriche  inferiore  e superiore, 

U la  semi-altezza  A C = A C della  sezione  d’incastro, 
u' la  semi-altezza  BD  = BD' della  sezione  estrema  coi  trovasi 
applicato  il  peso  P. 

Supponendo  che  nel  corpo  più  facilmente  possa  avvenire  la  rot- 
tura per  estensione  anziché  per  compressione,  siccome  il  piano  di 
sollecitazione  passa  per  uno  degli  assi  principali  centrali  d’inerzia 
di  ogni  sezione,  si  può  partire  dalla  prima  equazione  del  sistema 
(4),  e facendo  in  essa 


«— «.  M=P(a-i),  r=;^6(2tt)*=^6u*, 

si  trova 

n'R'=— , 

s‘“- 


e quindi 


._8P(g-i) 


u'  = 


Un'K 

Facendo  in  quest'equazione  BN=(o — i)=z',  si  ha 
“ ~ 26n'R'  ’ 


(7). 


ossia  che  le  ordinate  u dei  profili  delle  due  superficie  cilindriche 
superiore  ed  inferiore  devono  variare  come  le  ordinate  di  una  pa- 

8P 

rabola  di  vertice  B,  di  asse  BA  e di  parametro  „ . 'n>- 

2 D n n 


La  semi-altezza  AC  = U della  sezione  d’incastro  si  ottiene  fa' 
cendo  nell’equazione  (7)  u = U e z = 0,  per  cui 


n_|/  3aP 
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Per  qiianlo  spetta  alla  semi-altezza  B D = u'  della  sezione  estrema 
cui  trovasi  applicalo  il  peso  P,  sembra  potersi  essa  deiliirre  dall’e- 
qiiazione  (7)  ponendo  in  essa  ii  = n'c  i=rt,  e cosi  procedendo 
trovasi  u'=rO.  Questo  risultalo  deriva  da  ciò  che  raecennata  equa- 
zione (7)  non  lien  conto  ilelle  azioni  dovute  allo  scorrimento  tras- 
versale, e per  , ottenere  un  risultalo  veramente  pratico  conviene 
dedurre  il  valore  di  u daireqiiaziooe  (6).  Si  osservi  perciò  che  per 
una  sezione  qualunque  del  solido  si  ha 

N^P  • , . Q=2ò«,  • ■ . 

1 * 

per  cui  la  citala  equazione  (6)  diventa  , 


, » 

d'onde 


P ■ 

2òh"R'” 


ossia  che  le  ordinate  u dei  profili  delle  superficie  superiore  ed  in- 
feriore del  solido,  aBlnchè  sia  esso  di  egual  resistenza  sotto  il  rap- 
porto dello  scorrimento  trasversale,  devono  essere  coslahli.  Segue 
da  ciò  che  la  semi-altezza  u'  della  sezione  cui  trovasi  applicato  il 
peso  P deve  essere  

P _ 


che  i due  profili  della  superficie  superiore  e della  superficie  infe- 
riore del  corpo  devono  prcsetilare  ciascuno  una  parte  parabolica 
cd  una  parte  rettilinea,  e che  la  sezione  E E'  la  quale  separa  le  parli 
]iarnh(iliche  dalle  rettilinee  è quella  la  cui  ascissa  AF  vien  deter- 
minala ricavando  daircqiiazioiie  (7)  il  valore  di  z che  corrisponde 
al  valore  particolare  u'  di  u.  ' 

II.  Delevminarc  il  profilo  luiigitudinale  di  un  solido  omogeneo  di 
egual  resistenza  incastrato  orizzontalmente  per  una  sua  estremità,  ca- 
ricato di  un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza,  culle 
facce  laterali  contenute  fra  due  piani  verticali  paralleli,  e generato  da 
un  rettangolo  avente  per  lato  orizzontate  la  distanza  degli  accennali 
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piani  verticali  il  'quale  si  muove  paraUela/neute -a  se  tìesso' percor- 
rendo ool  messo  del  suo  lato  superiore  la  oriszoHtale  AB  (fig.  'iS). 

Si  ritengano  le  denominazioni  già  stabilite  nel  precedente  pro- 
blema per  quanto  concerne  alla  lunghezza,  alla  larghézza  del  solido, 
aH'asciaaa  di  una  sezione  qualunque,  e si  chiamino 
p la  parte  di  peso  uniformemente  dislrilHiito  la  quale  corrisponde 
aH'unità  di  lunghezza  di  solido, 

u rattezza  NM  di  una  sezione  qualunque  a distanza  AN=z 
dalla  sezione  d'inrnstro, 

U l'altezza  A C dell’intiera  sezione  d'incastro. 

Nell'ipotesi  che  si  conosca  essere  nel  corpo  più  facile  la  rottura 
)ter  compressione  anziché  quella  per  estensimie,  passando  11  piano 
di  sollecitazione  per  uno  degli  assi  principali  centrali  d'inerzia  delle 
sezioni  trasversali  del  solido,  si  può  hwnediatamente  partire  dalia 
seconda  delle  equazioni  del  sistema  (4)  e dall'equazione  (6).  In 
queste  equazioni  si  faccia 

^=jp(u— zy,  r=^4u* 


N=i»(o— r), 

e si  ettongeno  le  due  equazioni 


'OSsfiU, 


a«sP(a— *)• 

n~R"=- 


i 


bu 

Halle  quali  si  deducono  t seguenti  valori  di  u 

«=(a-z)l/^ 


i) 

An"R” 


(9). 


Il  primo  valore  di  u ìndica  che  il  solido,  per  essere  di  egnal  resi- 
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sUBza  alla  flessione,  deve  avere  tp  altezze  delle  sue  sezioni  trasver- 
sali variabili  secondo  le  ordinale  di  una  linea  retta  la  quale  passa 
per  reslremovB  deU'orizzonlale  AB,  ed  il,  secondo  valore  di  u ac- 
cenna che  per  essere,  il  solida  di  egual  resistenza  allo  scorrimento 
trasversale  deve  pure  avere  le  aitezae  delle  sue  sezioni , trasversali 
variabili  secondo  le  ordinate  di  una  linea  retta  passante  anche  per 
restreiqo  B.  ma  generalmente  diversa  dalla  prima. 

Ponendo  nelle  ultime  due  equazioni  x=0,  si  ottengono  due  va- 
lori particolari  U'  ed  U"  di  u corrispondenti  alla  sezione  d'incastro, 
e questi  valori  sono 


U'=o 


K 


3p 


Quando  U'  risulta  maggiore  di  U",  si  assume  per,  altez^  U di  dettai 
sezione  il  trovalo  valore  di  U'  e le  altezze  di  tulle  le  altre  seziqni 
del  solido  dovranno  variare  come  le  ordinale  u della  retta  rappre- 
sentala dall'equazipne  (8).  Quando  invece  si;  trova  U'  minore  di  U", 
si  assume  V"  per  valore  dj.  U,  e le  altezze  di  tutte  Ip  sezioni  del 
solido  devono  variare  come  le  ordinate  della  retta  rappresentala 
dall’equazione  (9). 

Il  solido  considerato  in  questo  problema  ha  per  suo  asse,  ossia 
per  linea  luogo  geometrico  dui  centri  di  superfìcie  di  tutte  le  sue 
sezioni,  non  una  linea  retta  perpendicolare  alla  risultante  di  tulle 
le  forze  che  producono  la  flessione,  ma  sibbene  la  linea  6 E che 
unisce  il  centro  E della  sezione  d'incastro  col  mezzo  della  lunghezza 
dello  spigolo  rappresentalo  nel  punto  B,  per  cui  i risultali  ottenuti 
non  si  possono  dire  esatti,  ma  sibbene  soltanto  approssimati,  e 
tanto  più  prossimi  ai  veri  quanto  più  la  linea  EB  poco  si  scosta 
dall'asse  perpendicolare  alla  direzione  della  risaltante  delle  forze 
producenli  la  flessione.  Quest’osservazione  si  estende  in  generale  a 
tutti  i casi  in  cui  si  vogliono  fare  dei  solidi  di  egual  resistenza  gene- 
rali (num.  10)  da  una  figura  piana  di  forma  costante  e di  grandezza 
variabile  secondo  una  certa  legge,  la  quale  si  muove  parallelamente 
a se  stessa  e percorrendo  con  un  determinato  suo  punto  una  retta 
data  perpendicolare  alla  direzione  delle  forze  producenti  flessione, 
e pei  quali  la  linea  luogo  geometrico  dei  centri  di  superficie  di 
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tulle  le  figure  generalrici  uun  è quella  fissala  conte  direltrice  del 
lor«  movimento. 

III.  Dclerminare  il  profilo  lonyitiulinale  di  un  (alido  omogeneo  di 
egual  redsteuza  orizzunlalmenlc  collocato  su  due  appoggi,  caricalo  di 
un  peso  uniformemciite  distribuito  sulla  sua  lunghezza  ed  avente  per 
sezione  trasversale  un  triangolo  isoscele  colla  sua  base  orizzontale 
costantemente  della  stessa  lunghezza  e posta  sulla  faccia  supcriore 
del  corpo. 

Siauo  : 

la  la  distanza  orizzontale  Lt  !Jìy.  99)  dei  due  appoggi. 

6 la  larghezza  costante  dell.i  faccia  superiore  del  solido  ossia 
le  lunghezze  delle  basi  di  tutti  i triangoli  isosceli  costituenti  le  sue 
sezioni  trasversali , 

p la  parte  di  peso  uniformemente  distribuito  la  quale  corrisponde 
all'iinità  di  distanza  dei  due  appoggi , 

s l'ascissa  AN  corrispondente  al  centro  di  superficie  di  una  se> 
sione  qualunque, 

u l'ordinata  NM  del  punto  M di  ascissa  z appartenente  al  pro- 
filo longitudinale  della  superficie  supcriore  del  solido, 

U l'ordinata  CD  del  punto  D [>osto  nel  mezzo  del  detto  profilo 
longitudinale, 

u'  le  ordinate  eguali  A E e li  K dei  punti  E ed  F delle  sezioni 
d'appoggio  ed  appartenenti  pure  al  profilo  della  superficie  superiore 
del  solido. 

Non  essendo  le  sezioni  trasversali  del  solido  siminetrichc  rispetto 
ai  corrispondenti  assi  neutri,  ma  il'altronde  passando  il  piano  di 
sollecitazione  per  uno  dei  loro  assi  principali  centrali  d'iner/ia,  si 
può  arrivare  a risolvere  il  prohlema  mediante  le  due  equazioni  (4) 
congiunte  aU'equazione  (fi). 

Essendo  u la  distanza  del  centro  di  superficie  di  una  sezione 
qualunque  dalla  sua  base,  vien  espressa  da  óu  l'altezza  di  questa 
sezione  e quindi  i valori  di  v',  r”,  1 ed  tì  sono 

v'—'ìu,  lì"— Il 

.‘I 

Ù = ^bu. 

In  quanto  ai  valori  assoluti  del  momento  inflettente  U'C  dello  sforzo 
di  taglio  N,  assumemln  l'asse  delle  u positive  aH'itisù,  per  la  se- 
zione qualunque  MM'  trovatisi  essi  espressi  da 
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N=p(fl— i), 

So8lituendo  i trovati  valori  di  v,  v",  fi,  I',  N ed  Q aelle  già  ritate 
equazioni  (4)  e (6)  ai  ha 


dalle  quali  si  ricavano  i seguenti  valori  di  u 


Il  primo  ed  il  secondo  valore  di  u indicano  che  il  solido,  per  eS' 
sere  di  egual  resistenza  alla  flessione,  deve  avere  per  proflio  della 
sua  superflcie  superiore  una  semi-ellisse  ADB;  ed  il  terzo  valore 
di  14  dimostra  che  il  solido , per  essere  di  egual  resistenza  allo 
scorrimento  trasversale,  deve  avere  per  profilo  della  sua  superficie 
superiore  una  linea  retta  passante  per  il  mezzo  C dell'asse  A B, 
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Ponendo  nelle  due  prime  equazioni  x — a si  trovano  general- 
mente due  diversi  valori  di  u ed  il  maggiore  dei  due  rappresenta 
l’ordinata  CD  = U del  ii^oOlo  della  superfìcie  superiore  del  solido 
nel  suo  mezzo  e quindi  anche  l’asse  verticale  dell’ellisse  ADB. 

Facendo  poi  nella, terza  equazione  si  ottiene  l’ordinata 

AE=u'  del  profilo  della  superficie  superiore  del  solido  nelle  se- 
zioni d’appoggio  e quindi  a che  distanza  dall’origine  A la  retta  EC 
taglia  l’asse  delle  u. 

Eguagliando  il  secondo  membro  deH’equazione  (12)  al  secondo 
membro  deirequazione  (10)  o dell’equazione  (11)  secondochè  è 
quella  o questa  che  dà  il  maggior  valore  di  u per  z=a,  e risol- 
vendo l’equazione  che  ne  risulta  per  rapporto  a z si  ottiene  l’a- 
scissa AG  del  punto  H in  rui  la  retta  EC  incontra  l’ellisse  ADB. 
Cosicché  per  tutte  le  sezioni  del  solido  comprese  fra  A e G le 
ordinate  u varieranno,  come  quelle  della  retta  EU,  e per  tutte  le 
sezioni  comprese  fra  H e C le  ordinate  u varieranno  come  quelle 
della  semi-ellisse  A DB.  Per  la  parte  di  corpo  posto  a dritta  della 
sezione  di  mezzo  il  profilo  sarà  come  quello  già  definito  per  la 
parte  di  corpo  posto  a sinistra  della  stessa  sezione. 

Il  solido  di  egual  resistenza,  di  cui  già  si  è determinato  il  pro- 
filo della  sua  superficie  superiore  presenta  al  di  sotto  uno  spigolo 
E'H'D'l'F'  e consiste  esso  in  una  linea  spezzata,  composta  dei  due 
tratti  rettilinei  E'H',  l'F'  e dell’arco  ellittico  H'D'I'  la  quale  si 
costruisce  duplicando  per  una  sezione  qualunque  l’ordinala  corri- 
spondente del  profilo  della  superficie  superiore  del  solido. 

Nella  determinazione  dei  solidi  di  egual  resistenza  caricati  di 
pesi  si  può  anche  tener  conto  dei  loro  pesi  e cos'i  arrivare  a ri- 
sultati che  nulla  lascino  a desiderare  allorquando  si  considerano 
dal  lato  teorico.  I metodi  però  che  conducono  a questi  risultati 
rigorosi  richiedono  calcoli  lunghi  e diflicili  inammessibili  in  pra- 
tica, per  cui  usano  i costruttori  di  tener  conto  soltanto  delle  forze 
che  nelle  circostanze  più  sfavorevoli  devono  sopportare  i solidi  che 
vogliono  eostrurre  lasciandosi  guidare  dal  solo  sentimento  pratico 
nel  fare  a dette  forze  un  aumento  diretto  a non  trascurare  total- 
mente il  peso  dei  solidi  stessi.  Molti  ingegneri  suppongono  che  i 
corpi,  per  cui  vogliono  determinare  la  legge  di  variazione  delle  se- 
zioni trasversali  aHìuchè  siano  di  egual  resistenza,  abbiano  sezioni 
costanti  di  forma  eguale  a quella  prestabilita  e di  dimensioni  che 
loro  vengono  suggerite  dal  criterio  pratico  e quindi,  procedendo 
come  in  questo  numero  si  è insegnato , determinano  una  delle 
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ilimensinni  delle  loro  serioiii  Irasversali.  Considerando  i risul- 
tali di  questa  |)riina  operazione  siccome  s(daineiite  approssima- 
tivi, è possiltile  dedurne  dei  più  esatti  ineoniineiando  il  cal- 
colo eoirallrilniire  a cinscnna  sezione  del  corpo  le  dimensioni 
Irovale,  e i;iniigere  cosi  ad  avere  altre  dimensioni  più  o meno 
dirTerenli  dalle  prime.  Col  mezzo  di  qnc.ste  iillinie  dimensioni  si 
può  insliluire  un  nuovo  calcolo  e cosi  continuare  col  metodo 
delle  approssimazioni  successive  fincliè  due  operazioni  che  si 
succedono  cnnducoiin  presso  a poco  al  medesimo  risidtato.  (ìe- 
neralmente  però  ringeynere  pratico  si  accontenta  dei  risultali  che 
ottiene  nella  prima  operazione,  c,  (|uantnnqiie  questo  modo  di  pro- 
cedere dillieilmenle  possa  essere  ginslillcalo  sotto  il  punto  di  vista 
teorico,  pure  senza  riserva  vieti  ammesso  dai  cosimi  lori,  giacché 
l'csperien/a  ha  ormai  dimostralo  die  molli  sididi  di  cgual  resi- 
stenza cosi  determinali  convenientemente  hanno  resistilo  a tulle 
le  prove. 

^ 1 ó.  Nozioni  generali  sul  problema  avente  per  oggetto  di 
studiare  la  flessione  eli  stabilità  dei  solidi  rettilinei  collocati 
su  più  di  due  appoggi  e caricati  perpendicolarmente  ai  loro 

assi.  — Come  si  vedrà  neirnllimo  vidnme  di  questo  lavoro  sul- 
l'arte  dì  falihricarc  esponendo  le.  norme  da  seguirsi  nel  dare  pro- 
getti di  costruzioni  civili  , stradali  ed  idrauliche , lo  studio  della 
flessione  e della  slahililà  dei  solidi  rettilinei  jiosli  su  più  di  due 
appoggi  e caricali  perpcndicularmeiile  ai  loro  assi  cosliliiiscc  un 
prohlema  il  quale,  nelle  moderne  costruzioni,  e principalmente  nello 
slahilimenlo  dei  ponti  in  ferro  a più  travate  rettilinee,  gode  di  ini- 
portanli  applicazioni  pratiche  e la  cui  risoluzione  deve  quindi  ri- 
uscire del  massimo  iiileressamenlo  per  riiigegnere.  coslriillore. 
Volendosi  trovare  il  momento  inileticnie  relativo  ad  tuta  sezione 
qiiainnqne  di  un  solido  disposto  e caricalo,  come  si  è dello  . im- 
medialamenlc  si  presenta  ima  seria  ditlicnltà  , in  quanto  che  le 
reazioni  degli  appoggi  non  sono  forze  le  quali  sidiiln  si  possano 
conoscere,  essendo  insnflicietile  la  statica  dei  corpi  solidi  alla  loro 
determinazione.  Navicr,  c molli  altri  autori  , seguendo  l'idea  clic 
naturalmente  si  presenta  in  tale  circostanza,  hanno  inslilnilo  un 
calcolo  preliminare  per  ol tenere  queste  reazioni,  e quindi,  rono- 
scendo  cosi  Inlle  le  forze  esteriori  applicale  al  solido,  passarono 
al  calcolo  dei  momenti  inflcllenli.  Questa  idea  però  non  è quella 
che  nel  modo  il  ]iiù  spedilo  ed  il  più  semplice  conduce  alla  riso- 
luzione del  prohlema.  Quando  si  pongono  le  equazioni  differenziali 

U'IIITC  Bi  FABBIIICARS  Ittiitleilia  dei  maUriali,  ece.  — IH. 
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delle  curve  elastiche  secondo  cui  si  dispongono  gli  assi  delle  di- 
> verse  parli  nelle  quali  convirn  inimagiuar  diviso  il  solido,  a seconda 
del  numero  degli  appoggi  c del  mudo  d'applirazione  dei  pesi , si 
introducono  in  queste  equazioni  tanto  le  forze  cognite  quanto  quelle 
iucognile  ; convenientemente  integrandole  si  giunge  ad  una  serie 
di  condizioni  nelle  quali  entrano  le  reazioni  incognite  e che  nniln- 
raente  alle  equazioni  somministrate  dalla  statica  dei  corpi  solidi 
conducono  a deleriniiiarle;  tua  siccome  tulle,  le  incognite  entrano 
in  ciascuna  equazione,  tic  deriva  l'imbarazzo  di  un  calcolo  lungo, 
faticoso  e non  suscettibile  di  pratiche  applicazioni. 

L'idea  che  ebbe  ringegnere  LIapeyron  di  prendere  per  incugiiile 
ausiliarie  i monienli  inflelteiili  sugli  appoggi  nulevolmonte  scmpli- 
flcò  la  risoluzione  del  problema  avente  pt^r  oggetto  lo  studio  di  Ila 
flessione  e della  stabilità  dei  solidi  relliliiici  orizzontalmente  posti 
su  più  di  due  appoggi  c caricali  di  pesi,  ed  è in  iiiiestn  felicis- 
sima idea,  dovuta  al  genio  del  citalo  ingegnere  , che  si  trova  la 
vera  sorgente  ili  Inlli  i perfezionamenti  che  in  seguilo  riccvcllc 
la  risoluzione  di  quesl’imporlaule  problema.  Clapryron,  assumendo 
per  incognite  i momenti  inflettenti  sugli  appoggi,  introdusse  con- 
temporaneamente  nel  calcolo  gli  sforzi  di  taglio  e le  inclinazioni 
delle  curve  elastiche  secondo  le  quali  si  disponevano  gli  assi  dei 
solidi  nei  medesimi  punti  ; l'ingegnere  Kerlol  per  il  primo  mani- 
festò l'idea  di  conservare  come  incognite  i soli  momenti  inflellcnli 
sugli  appoggi;  e niinvanienle  Clapeyron,  non  si  sa  se  guidalo  dai 
lavori  di  Bertot  o dagli  stessi  suoi  stilili  anteriori,  nel  4 057  pre- 
sentò all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  iin'inleressante  memoria 
nella  quale,  senza  introdurre  nel  calcolo  gli  sforzi  di  taglio  e le 
inclinazioDi  delle  curve  degli  assi  dei  solidi  in  corrispondenza  delle 
sezioni  d'appoggio,  fece  conoscere  il  modo  di  assumere  come  inen- 
gnite  ausiliarie  i soli  momenti  inflettenti  sugli  appoggi  e di  proce- 
dere quindi  alla  loro  delermiiiazinne.  Così  facendo  riesce  possibile 
di  stabilire  una  serie  di  equazioni  del  primo  grado,  molto  semplici, 
in  numero  stifliciente  per  determinare  tutti  i momenti  inflettenti 
sugli  appoggi  in  ciasennn  delle  quali  non  entrano  che  tre  degli 
accennati  momenti.  Questa  serie  di  equazioni  assai  facilmente  si 
può  far  risultare  daU'impicgo  di  una  sola  e medesima  relazione 
per  lutti  i gruppi  di  due  travate  successive,  la  qual  relazione,  ad 
imitazione  di  quanto  fecero  gli  ingegneri  Bertot  e l^lapeyron,  e se- 
guendo il  metodo  esposto  dall'ingegnere  professore  Bresse  nella 
prima  parte  della  pregievole  sua  opera  iiililolala  Cnurs  dr  viéca- 
nique  appliquèe  pmfesié  à fècole  impériale  des  ponls  et  chaussées. 
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verrà  trovnla  pel  caso  di  un  solido  rellilineo  nel  suo  slato  primi- 
tivo. orizzontaliiienic  posto  su  due  appoggi,  caricalo  di  pesi  e con 
sezione  trasversale  simmetrica  rispetto  alla  verticale  passante  pel 
suo  centro  di  siiperiìcie.  Il  prolilema  cosi  ristretto  alibraccia  lutti 
i casi  che  si  possono  presentare  nella  ]>ralica  dell’Ingegnere  co- 
struttore, c quindi  credo  fuor  di  proposito  il  trattare  la  quislioue 
sotto  un  punto  di  vista  più  generale. 

Gli  appoggi  hanno  una  certa  lunghezza  nella  direzione  parallela 
all'asse  del  solido  che  sostengono  , ma  nell' itisi iluire  i calcoli  si 
ammette  che  ciascuno  di  essi  produca  lo  stesso  elTelto  a cui  si 
arriverehhe  fissando  il  centro  della  sezione  corrispondente  al  mezzo 
deH'appoggio,  cosicché,  non  lenendosi  conto  di  una  specie  d'inra- 
stramenlo  che  ha  lungo  sugli  appoggi  stessi,  l'accennala  ipotesi 
conduce  a considerare  il  solido  siccome  posto  in  condizioni  di  re- 
sistenza più  sfavorevoli  di  quello  in  cui  trovasi  in  realtà.  Nel  cal- 
colare il  momento  iullellenle  u e lo  sforzo  di  taglio  N che  si  pro- 
ducono nelle  diverse  sezioni  trasversali  del  corjio  si  suppone  in- 
nanzi tulio  che  esso  sia  prismatico,  ossia  di  sezione  costante;  si 
amnielle  in  seguilo  che  questi  valori  di  pi  e di  N siano  quelli  che 
realmente  si  verificherebbero  nel  solido  da  determinarsi,  c si  cal- 
colano le  sezioni  trasversali  in  modo  da  aversi  in  tulle  e per 
quanto  è possibile  un  egiial  grado  di  stabilità,  ossia  in  modo  che 
il  solido  almeno  approssiinalivainenle  si  possa  dire  di  eguale  re- 
sistenza. 

114.  Equazione  dei  momenti  inflettenti  su  tre  appoggi  suo- 
ceasiyi.  — Siano  LM  ed  MN  {jig.  100)  due  travate  contigue  ossia 
due  parti,  corrispondenti  all'intervallo  fra  tre  appoggi  successivi, 
di  lina  trave  o solido  orizzontalmente  disposto,  sostenuto  in  più 
punti,  e si  chiamino  : 

a ed  a"  le  lunghezze  LM  ed  MN  ossia  le  distanze  orizzontali  dei 
mezzi  dei  Ire  appoggi  successivi  L,  M ed  N, 
p'  e p"  i pesi  per  ogni  unità  di  lunghezza  che  gravitano  rispet- 
tivamente sulle  due  parli  LM  ed  MN, 

m',  in"  e tu'"  i moniciili  iiiflellenli  relativi  alle  sezioni  corrispon- 
denti agli  appogg  L,  M cd  N , 

z'  ed  u'  le  due  coordinale  Lm'  ed  ni' in  di  nn  punto  qualunque  ni 
della  curva  secondo  cui  si  dispone  l’asse  della  parte  LM  del  so- 
lido do|)o  la  flessione,  relativamente  agli  assi  coordinati  Lz  ed  Lu, 
orizzontale  il  primo  e diretto  secondo  l’asse  del  corpo , verticale 
il  secondo  e colla  sua  parte  positiva  rivolta  aH'insi'i. 
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Il  Talore  del  momento  inflettente  u per  la  sezione  qnnliinqiie 
in  m vien  dato  dalla  sontma  dei  momenti  di  tutte  le  forze  applicate 
al  solido  fra  questa  sezione  e restrcniità  di  dritta  posta  dalla  parie 
delle  s positive.  Ora,  tutte  le  forze  applicate  alla  travata  MN  ed  alle 
travate  successive  danno  ciascuna  un  momento  che  ammette  una 
espressione  del  primo  grado  in  z'  e quindi  anche  la  somma  di  questi 
momenti  sarà  un'espressione  del  primo  grado  in  z'  ; il  carico  uni- 
formemente distribuito  lungo  m M,  di  valore  — z') , valiilainlo 

come  positivi  quei  momenti  che  tendono  a far  girare  da  Ls  verso 

i , , 

Lu,  produce  il  momento  — ^ quindi  il  momento 

inflettente  per  rapporto  alla  sezione  qualunque  m della  travata  LM 

si  può  esprimere  con  A'-f-B's' — essendo  A'  e B'  delle  ro- 

slanli  le  quali  risultano  svolgendo  il  quadralo  ed  effettuando  il 

1 . 

prodotto  nell'espressione  — — • )’  raccogliendo  tutti  i ter- 

mini indipendenti  da  z'  non  che  quelli  che  contengono  la  prima 
potenza  di  quest'incognita.  Ponendo  il  trovalo  valore  del  momento 
inflettente  nell'equazione  (i)  del  numero  lOlì  invece  di  u,  si  ha 
la  seguente  equazione  differenziale  della  curva  secondo  cui  si  dis- 
pone l'asse  del  solido  sottoposto  a flessione  fra  i due  appoggi 
L ed  M 


c 


rf*u 

dT' 


=A'-i-ir 


(lì. 


Integrando  quest'equazione  una  prima  volta  e determinando  la  co- 
stante in  modo  che  per  il  punto  L ossia  per  s'=rO  il  ^ abbia 
un  valore  che  indica  con  T',  si  ha 


p,  chiamando  ora  T" 


du' 


il  valore  di  per  il  ponto  M la  cui  ascissa 


vale  a,  risulta 


j(r-T')=A'fl'- 
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Inicgranilo  Rricora  la  pcnuUima  equazione  e (leterminando  la  co- 
stante in  mudo  che  per  il  punlu  L,  ossia  per  U,  sia  u =:  0. 
si  trova 


= (a), 

iliilla  quale,  siccome  pur  il  punlu  M,  ossia  per  ;=ra',  si  ha  u = 0, 
si  ileiincc 

. (3), 

e,  sottraendo  qnest'ullima  equazione  dall’equazione  (2),  risulta  la 
seguente  equazione  delerniinatrice  di  eT" 

fr=LÌA'a'-4-gB'a'‘-gp'<i'«  (4). 

Ponendo  ora  l'origine  delle  ascisse  al  centro  della  sezione  tras- 
versale coiTispomlente  al  secondo  appoggio  M,  il  moinentu  iiiOel- 
leiite  per  una  sezione  qualunque  della  travata  MN  si  può  esprimere 

ron  A"-t-B"a" — essendo  A"  e B"  delle  costanti  analoghe 

alle  costanti  A'  e B';  e,  rncdinnie  calcoli  in  Intlo  simili  a quelli  in- 
stiluiti  per  lrova:e  l'equazione  (3),  si  può  arrivare  ad  ottenere  la 
equazione  analoga 

-cr=|A"a"+lB"a"*-^p"a"’  ^5). 

Si  elimini  T"  fra  le  equazioni  (4)  e (5)  e , combinandole  per 

somma  onde  raggiungere  lo  scopo,  si  ottiene 

1 A'  a'  -I-  ^ A"a"-|- 1 B'  a'’-|-  g B"a">  - J p'a”- 1 p"a">=  0 (6). 


Osservando  ora  che  il  momento  inflettente  A'-+-B'a'  — s p’*'*  4eve 

prendere  rispettivamente  i valori  m'  e m"  pei  punti  L ed  M,  ossia 
l>er  3'=0  e per  s'=a'  quando  si  considera  la  travata  LM  e quando 
è per  conseguenza  in  L l'origine  delle  coordinale,  si  ha 
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U'oiule 


,•  ri/  I / / w”  — in' 
A=m,  B = 7— 


Oh 


Analogamente,  siccome  il  niomeiitu  inHeUeiitc  A"-(-B"a" — 

deve  prendere  rispetlivamenle  i valori  m"  e m'"  pei  pnnli  M ed  N, 
ossia  per  :"—0  e per  z"  — a"  quando  si  considera  la  travata  MN 
e quando  per  conseguenza  trovasi  in  M l'origine  delle  coordinate, 
risulta 


\tt  . tt  IW» - * ^**  ,,**  I 

, D rr 2 p a -f- 


m 


- m 


1 trovati  valori  di  A',  B',  A"  e B"  si  pongano  nellequazione  0) 
ed  otiiensi  allora  la  seguente  equazione  fra  i tre  momenti  indel- 
tenli  m',  m"  cd  m"'  su  tre  appoggi  successivi  ed  i dati  u , a" , 
P e P" 


iin  a 


itti  a 


la  quale , moltiplicando  per  6 e convenientemente  raccogliendo  i 
termini  moltiplicati  per  m',  m”,  m'"  e quelli  indipendenti  da  questi 
momenti , dà  luogo  alla  seguente  rimarchevole  relazione  fra  i nio- 
roenli  inOettenlì  su  tre  appoggi  successivi 

ma’ +‘2  m”  (a'+a")  -p-  »»"'  a"  4- 1 (p  a'*  -t-  a"*)  = 0 (8). 


115.  DeterminazioDe  dei  momenti  inflettenti  per  le  sezioni 
corrispondenti  agli  appoggi.  — Sia  n 4*  1 il  numero  degli  ap- 
poggi A,,  A,,  A, A„_„  A„,  A„+,  (fig.  101)  sui  quali  il  solido 

trovasi  orizzontaliuente  collocalo  e si  chiamino: 

a,,  a,,  a„  a„_„  a„  le  lunghezze  delle  n Iravaie; 

Pv  Pj'  Pj' * P"-i'  Po  ' P®-'  gravitano  suiruiiità  di  lun- 

ghezza di  ciascuna  delie  h travate; 
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m„  «ij.  Hij »»„.  ed  i nioiiicnti  iiifletlenti  relativi 

alle  seziuiii  le  quali  cui  rispoiulniio  a};li  «-+-I  appogjji. 

Cliiaiiianilo  z,  raiieissu  A,w,'  del  centro  ili  siipeiTicie  mi  di  una 
sezione  qnainnqne  della  prima  travata,  ed  R,  la  reazione  del  primo 
appoggio  A,,  evidentemente  il  momento  inflettente  u,  relativo  alla 
detta  sezione  qualunque,  assninendo  l’asse  positivo  della  t<  verticale 
e volto  airinsn,  si  può  esprimere  con 

_w  • i 

— rii  •'i  ^ > 

la  qual  relazione  fa  vedere  che  per  i,  = 0 si  ha  u,  =:m|=:0  ossia 
che  il  momento  inflettente  sul  primo  appoggio  è nullo. 

Analogamente,  se  appellansi  5„'la  distanza  orizzontale  A„+,m,'del 
centro  di  snperflcie  m„  di  una  sezione  qualunque  dell'ullima  travata 
dal  suo  estremo  A„+,,  u„  il  momento  inflettente  relativo  a questa 
sezione  ed  R„^,  Id  reazione  prodotta  sul  solido  dall'ultimo  appog- 
gio Ao+„  risulta  la  relazione 


/■*n  — IId +1  » 

dalla  quale  si  deduce  che  per  2„'=:0  si  ha  y„=;m„^,r=0,  ossia  che 
anche  per  la  sezione  corrispondente  airullimo  appoggio  il  momento 
inflettente  è nnllo. 

Trovati  i momenti  inflettenti  m,  ed  m„^,  relativi  alle  sezioni  le 
quali  corrispomlono  al  primo  ed  airnllimo  appoggio,  per  stabilire 
II—  I equazioni  fra  gli  ii — I momenti  inflettenti  che  si  riferiscono 
alle  sezioni  le  quali  insistono  agli  appoggi  intermedii , si  applica 
reqnazione  (0)  dei  Ire  momenti  iufleltenli  su  tre  appoggi  successivi 

alla  1"*  ed  alla  2’’*,  alla  2’“  ed  alla  3’*,  alla  3'*  ed  alla  4'* alla 

(h  — 2)"*  ed  alla  (m  — I)"',  e finalmente  alla  (n — 1)“‘  ed  alla  n“ 
travata.  Non  dimenticando  che  i momenti  m,  ed  in,^,  sugli  appoggi 
estremi  sono  nulli , rapplica/ioue  dell'iiidicala  equazione  (3)  nel 
modo  accennato  conduce  alle  seguenti  n — 1 equazioni 

2 m,  (a,  -f-  a,)  m,  0,  -f-  j (p,  a,*-l-  p,  o,*)  = 0 , 

m,  0,  -f-  2 m,  (cr,  a,)  -t-  m,  o,  + ^ (p,  a,’-l-p,  a,*)  = 0, 
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m, (tt, (l^) ■+■  4-  ;n a,^)  = 0, 


//»„_,  (i„_,  4-  “2  »n„  4-  n„)  . 

tlalle  quali  assai  racilmentc  si  possone  dedurre  le  w — I incognite 

//!,.  lUj,  jui,  m^_,  ed  /»„. 

HO.  Determinazione  dei  momenti  inflettenti  per  una  sezione 
qualunque  di  ciascuna  delle  n travate  in  cui  resta  diviso  un  so- 
lido rettilineo  orizzontalmente  collocato  su  più  di  due  appoggi. 
— Qucsla  delermiua’/.i(iue  riesce  della  massima  faciiilà  allorquando 
già  si  rnuoseoiin  i moiiienli  iufleileuli  sugli  appoggi.  Inralli,  con- 
sideiamlo  una  (cavala  qualunque  LM  (/?;/.  102)  caricala  di  un  peso 
coslanle  p su  ogni  unilà  della  sua  lunghezza,  e ponendo  l'origine 
ilelle  cooi'iliuale  all'eslremilà  sinistra  L del  suo  asse  coll’asse  posi- 
tivo delle  ascisse  ; passante  per  Tallro  estremo  M e coll’asse  del- 
runlioate  positive  volto  airiiisù,  già  si  è visto  (uum.  114)  come  il 
moiiieolo  ionelletile  relativo  ad  mia  sezione  i|ualunqne  di  questa 
travata  si  possa  esprimere  con 

u=A4-B:  -\  pz\ 

e,  chiamando  m ed  m"  i monieuli  iniletlenti  relativi  alle  sezioni 
dei  dite  ajipoggi  limitanti  la  detta  travata  di  lunghezza  a,  si  ha 

. , ,,  1 m"—m' 

= m , B = ^^pri4 ; 

per  modo  che  il  valore  di  a diventa 


Considerando  or.i  una  trave  sosleimla  da  ii-l-l  appoggi,  rite- 
nendo le  denominazioni  già  staliilile  nel  precedente  numero  per 
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quanto  concerne  alle  distanze  degli  appoggi,  ai  momenti  inflettenti 
per  le  sezioni  che  ad  essi  corrispondono , ai  pesi  iinirormemente 
distribuiti,  ed  osserv,iiido  che  per  la  l"'  travata  m'=m,r=0  ed 
tu'—m,,  clic  per  la  2''*  travata  m'z:::in,  ed  che  per  la 

5'"m'=in,  ed  che  per  la  (a — 1)"*  travata 

ed  m"—in,  e Qualmente  che  per  h"'  od  ultima  travata  m'=m, 

ed  i valori  u„  u„  e i/.„  dei  momenti 

inflettenti  relativi  ad  una  sezione  qualunque  di  ciascuna  delle  n 
travate,  a partire  dalla  prima  posta  a sinistra  (fig.  101)  ed  andando 
ordinatamente  aH’ultiraa,  ammettono  le  espressioni 


. / I fn, — tn,\  1 

«.  m,  -t-  ^ -_*•  j ’ 

^ . '«* — 1 

n,  _ ^ — j 2 P’  . 


a„_, H - — ^ ^ p^,i 

+ ^2  Pa**!!  ^ ^ 2^“  "** 


1 

^ It— 1> 


nelle  quali  le  ascisse  e s„  hanno  rispettiva- 

mente le  loro  origini  nel  centro  della  sezione  corrispondente  al- 
I appoggio  di  sinistra  di  ciascuna  travata  ossia  nei  punti  A, , A, , 
Al A„_,  ed  A„. 

1 1 7.  Determinazione  degli  sforzi  di  taglio  in  una  sezione 
qualunque  di  ciascuna  delle  travate  di  un  solido  rettilineo  oriz- 
zontalmente collocato  su  più  di  due  appoggi.  — Si  consideri 
una  travata  qualunque  intermedia  LM  {/ig.  102)  e di  questa 
travata  una  sua  sezione  qualunque  in  ni  il  cui  centro  abbia 
per  ascissa  Lm'=:.  Lo  sfoi-zo  di  taglio  corrispondente  alla  delta 
sezione  evidentemente  è la  somma  algebrica  di  tutte  le  forze  ap- 
|ilicate  al  solido  a diritta  della  stessa  sezione  Gno  alla  sua  estre- 
mità, e sia  IP  questa  somma.  Se  una  di  queste  forze  com- 
ponente la  somma  l'P  vien  indicala  con  1*  e se  la  distanza  del 
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suo  punto  d’applicazione  daH’origine  L è 6,  essa  per  rapporto  aì- 
l'aaae  neutro  della  sezione  falla  in  m produce  il  momento  P(6 — 2); 
ipiindi  la  somma  algebrica  dèi  momenti  di  tutte  le  forze  la  cui 
somma  algebrica  costituisce  lo  sforzo  di  taglio  corrispondente  alla 
sezione  passante  per  m vieu  espressa  da  J:P(6  — z)r=2P6 — siP; 
e siccome  la  somma  di  questi  momenti  deve  fare  il  momento  in- 
Uel lente  u relativo  alla  detta  sezione,  si  ha 

u=SP6— zSP. 

Qiiesi’eqnazione,  differenziata  per  rapporto  a z,  dà,  per  essere  l' P 
e ~Vh  indipendenti  dall’acceunata  variabile, 

vp__^ 

*■  dz’ 


ossia  che  lo  sforzo  di  taglio  in  una  sezione  qualunque  di  ciascuna 
travata  ha  per  espressione  il  coeflicienle  differenziale  per  rapporto 
a z dell’espressione  del  momento  inflettente  relativo  alla  medesima 
travata  con  tulli  i segni  cangiali. 

Ciò  premesso,  chiamando  rispettivamente  N„  N„  N„  N,_, 

od  N,  gli  sforzi  di  taglio  relativi  ad  una  sezione  qualunque  della 

|— , della  2'**,  della  5'*,  dell’(n — 1)“'  e del  «—  travata  e ri- 

leneiido  le  denominazioni  già  date  nel  precedente  numero  ai  mo- 
menti inflettenti , si  avranno  le  seguenti  semplicissime  equazioni 
delerminatrici  delle  espressioni  degli  sforzi  di  taglio 


d Zf 


N.  = - 


dz.' 
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H 8. _ Determinazione  delle  reazioni  degli  appoggi. — Vogliasi 
trovare  la  rcaziotie  R prodotla  roiilro  un  solido  prismalieo  da  uno 
qiialiinnne  degli  appoggi  i quali  orizzontalmente  lo  sostengono,  e 
sia  in  M (/17.  400)  quest'appoggio.  Considerando  nel  solido  due 
sezioni  inKnitaniente  virine  alla  sezione  d'appoggio',  nna  a destra 
passante  per  .M',  l'altra  a sinistra  passante  per  W,  e chiamando 
rispettivamente  N'  ed  N"  gli  sforzi  di  taglio  in  delle  Sezioni,  sic- 
come gli  sforzi  di  taglio  valgono  le  somme  algebriche  di  tulle  le 
forze  che  trnvansi  applicate  al  solido  a diritta  delle  sezioni  a cui 
essi  si  riferiscono,  se  si  indica  con  i:P  questa  somma  per  la  se- 
zione passante  pel  punto  M'  posto  a diritta  dell’appoggio  M,  si  ha 

N'rrzl'P 


N"=:Rri-i:P. 

Sottraendo  la  prima  di  queste  equazioni  dalla  seconda  si  ileducc 

n=N"-N', 

ossia  che  la  reazione  di  iin  appoggio  qualunque  non  è altro  che 
la  differenza  degli  sforzi  di  taglio  di  due  sezioni  intinilaroente  vi- 
cine aH'appoggìo  e poste,  l’una  a sinistra  e l'altra  a destra  del  me- 
desimo. 

Ciò  premesso  se , nel  caso  di  un  solido  rettilineo  orizzontai- 
mente  collocalo  su  n+4  appoggi  e formanti  quindi  n trovale,  si 
chiamano 

R,,  R-,  Rj, R„  ed  R„+,  le  n-f-1  reazioni  prodotte  rispetti- 
vamente dal  i”",  dal  2'*°,  dal  5™ dal  n"”"  e dal  (n-i-4)'*" 

appoggio, 

•Ni',  N/,  N,',  N/  gli  sforzi  di  taglio  relativi  a sezioni  inO- 

nilamenle  vicine  ai  delti  appoggi  ed  a dritta  dei  medesimi, 

N,",  N/' N,"  ed  N„"  gli  sforzi  di  taglio  per  sezioni  infini- 

tamente vicine  agli  stessi  appoggi  ed  a sinistra  dei  medesimi,  si 
hanno  le  seguenti  equazioni  determinalrici  delle  reazioni 

R,=-N,' 

R,=N."— N/ 

é 

R,=N,"-N,' 
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r„=n^,"-n; 

R,^.=N.". 

li 9.  Ilappreseiitanone  frafiea  dai  noBieiiti  inflettanti  rala- 
IÌTÌ  alla  diaeraa  aasioni  di  un  solido  rattiliaao  oriaaontalineBte 
collocato  su  pià  di  due  appoggi.  — Essendo  MN  {fìg.  105)  una 
qualunque  delle  parli  o travate  in  cui  un  solido  rettilineo  orizzon- 
lalinente  collocato  su  n+l  appoggi  rimane  diviso  dagli  appoggi 
stessi,  ponendo  l’origine  delle  coordinate  nel  centro  M della  sezione 
eerrispoiidente  all'appoggio  di  sinistra , assumendo  orizzontale  e 
verso  destra  l'asse  positivo  della  ascissa  z,  verticale  e volto  al- 
l'insù  l'asse  positivo  delle  ordinale  u,  essendo  A e B due  costanti 
e p il  peso  iinifonncmente  distriliuilo  su  NN  e corrispondente  al- 
riinilà  di  lunghezza,  si  sa  (num.  114)  che  il  momento  inflettente 
u relativo  ad  una  sezione  qualunque  della  parte  M N di  solido  vieu 
espresso  da 

u=A-|-Bz-ipi'  (1). 

Ora,  variando  questo  valore  di  u da  sezione  a sezione  col  variare 
di  ì,  dando  a z diversi  valori  si  possono  ottenere  i corrispondenti 
viilori  di  u e quindi  si  può  costrurre  una  curva  avente  per  ascisse 
i valori  attribuiti  all’Incognita  i e per  ordinate  u i corrispondenti 
valori  di  f/.  Questa  curva  rappresenta  secondo  qual  legge  variano 
nella  parte  di  solido  compresa  fra  i due  appoggi  successivi  M ed  fi 
i momenti  inflettenti  delle  diverse  sezioni  ed  imporla  nella  pratica 
di  conoscere  che  curva  è e come  trovasi  disposta. 

Trasportando  lutti  i termini  deH’cquazione  (1)  nel  primo  membro 
si  ba 


ip:’-+-u-B:-A=0  (2). 

E.ssendo  quest'equazione  del  seroiulo  grado  fra  le  ascisse  : e le 
ordinale  u non  può  rappresentare  che  un  ellisse,  od  un  iperbole, 
od  una  parabola , e , siccome  è zero  la  differenza  fra  il  quadrato 
del  coefficiente  del  prodotto  us  ed  il  quadruplo  del  prodotto  dei 
coefficienti  di  u*  e di  rappresenta  essa  una  parabola. 

Per  trovare  come  è disposta  la  parabola  rappresentata  daH’equa- 
lione  (2)  e quindi  auche  daU'equazione  (1),  suppongasi  trasportala 
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l’origine  degli  assi  coordinali  conservando  agli  assi  medesimi  te  di- 
rezioni primitive.  Chiamando  h u k due  iiidelerminale,  z'  ed  fj."  le 
coordinale  di  un  punto  qualunque  della  parabola,  si  ha 

z=z-hh 

per  cui  l'equazione  (2)  diventa 

i p i"  (p  A - B)  i'  i p A*  + a'H- A-B A-  A=0; 


e,  determinando  le  due  quantità  indicate  con  A e A in  mudo  ila 
ottenere  l'equazione  della  parabola  sotto  la  forma  più  semplice  col 
porre 


si  ollivue 


pA— B=0 

^pA«+A_BA-A=0, 


A= 


6 

P 


I . 

*-2p-^A 


(^) 


(^0, 


Questi  risultali  fanno  vedere:  che  i nuovi  assi,  essendo  paralleli 
agli  assi  primitivi  e quindi  ortogonali , passano  pel  vertice  della 
parabola;  che  l'ascissa  e l'ordinata  di  questo  vertice  rispetto  agli 
assi  Mz  ed  Mu  sono  rispettivamente  i valori  di  A e di  A dati 
dalle  equazioni  (5)  e (4);  che  l'asse  della  curva  è verticale;  e che 
il  parametro  della  medesima,  indipeiidenle  dalla  distanza  degli  ap- 
poggi M ed  N è dipendente  soltanto  dal  peso  uniformemente  ripar- 

2 

tito  sulla  parte  di  solido  che  fra  essi  esiste,  è - . 

P 

La  notala  indipendenza  del  parametro  della  parabola,  le  cui  or- 
dinale rappresentano  i momenti  inflettenti  per  le  diverse  sezioni 


— 2lUi  — 


(li  una  qiialui)(|uc  dullu  Iravalc,  |)urla  a uuiicliiiulere:  che  per  il 
caso  in  cui  il  peso  uiiiroriiicimuile  riparlilo  è Io  sicsso  per  lolla 
la  lunghezza  del  solido  husla  descrivere  una  sul  valla  la  parahuia 
2 

di  parametro  tagliarsi  im’apposila  sagoma  ed  adallarla  sureessi- 

vameiile  fra  gli  appoggi  in  modo  che  il  suo  vertice  coincida  c(d  ver- 
tice relativo  alla  Iravaia  che  si  considera,  determinalo  colle  rorniule 
(ó)  e (4),  ed  in  modo  che  il  suo  asse  abbia  una  direzione  perpendi- 
colare alla  rolla  che  segna  la  disianza  dei  due  appoggi;  che  per  il 
caso  in  cui  il  peso  unirorniemenlc  riparlilo  non  si  inaiiliene  lo  slesso 
per  lolle  le  Iravaie,  senza  peni  essere  diverso  per  lutlc  le  accen- 
nate parti , basta  procurarsi  solamente  tante  sagome  |iaraboliche 
quanti  sono  i detti  pesi  diversi. 

Le  curve  paraboliche,  come  ACB,  le  cui  ordinale  perpendicolari 
nU'assc  Mz  rappresentano  i momenti  iidlellenli  relativi  alle  si’zioni 
delerininale  dalle  ascisse  coniale  daH’origine  M e corrispomlenli 
alle  delle  ordinale,  chinrameiile  dimoslrnno  come  generalmenle  in 
ciascuna  Irnvalu  il  momenlo  inflellenic  debba  cangiare  di  segno,  (' 
come,  assumendo  l'asse  positivo  delle  u verlicale  e volto  airinsù 
e per  verso  dei  momenti  positivi  quello  che  tende  a far  andare  l'asse 
M J snlTassc  Mu,  il  momento  inflellenle  debba  generalmente  essere 
negativo  per  le  sezioni  comprese  fra  l’appoggio  di  sinisira  M ed  il 
piinlo  D in  cui  la  parabola  dei  monieiili  incontra  l'asse  M::,  di- 
ventar positivo  per  le  sezioni  conq>rcse  Tra  i punti  D ed  E in  mi 
la  della  parabola  inconlra  perla  seconda  volta  rindicalo  asse  delle 
ascisse  e nuovamente  diventare  negativo  per  le  sezioni  roinprese 
fra  il  punto  E e l'apiìoggio  di  destra  N.  Pei  traili  MI)  ed  E,N  le 
libre  del  solido  le  quali  snbiseono  alinnganienli  sono  quelle  com- 
prese fra  la  sua  superficie  superiore  c lo  strato  delle  fibre  inva- 
riabili; nel  tratto  DE  trovansi  distese  le  fibre  comprese  fra  la  su- 
perficie inferiore  del  solido  e In  strato  delle  fibre  invariabili;  ed 
in  corrispondenza  dei  punti  D ed  E la  curva  secondo  cui  si  è dis- 
posto l'asse  del  solido  neirinicrvallo  fra  i due  appoggi  M ed  N 
cangia  di  cnrvalnra,  cosicché,  essendo  convessa  verso  l'asse  delle 
; fra  M e D e fra  E ed  N,  diventa  concava  verso  In  stesso  asse 
fra  1)  ed  E.  Le  posizioni  poi  di  questi  ultimi  due  punii  i quali, 
considerati  snlTasse  del  solido,  coslitiiisconu  due  punti  d’inflessione 
si  ottengono  eguagliando  a zero  resprcssionc  del  momenlo  inflel- 
lenle  per  una  sezione  qnalnnqne  della  parte  di  solido  posta  fra  M 
ed  N e cercando  i valori  particolari  Z'  c Z"  di  2 clic  soddisfano  a 
qiiesl'cqnazionc. 
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L'ordinala  CC'  la  quale  corrisponde  al  vertice  della  parabola  dei 
tuoinenli  A C B rappresenta  il  massimo  momento  inflotlenle.  Il  va> 
loi  e deH’ascissa  die  corrisponde  a questo  momento  mas- 
simo ed  il  suo  valore  non  sono  altro  che  i valori  di  A c di  k 

dati  rispettivamente  delle  equazioni  (3)  e (4)  ; e,  essendo  rispelli- 
vamenle  m'  ed  m"  ì momenti  infleltenli  sui  due  appoggi  M od  N, 
si  ottiene  il  maggior  valore  assoluto  dei  momenti  inflettenti  che  si 
veriiicano  per  le  sezioni  della  travata  MN  nel  più  grande  dei  tre 
valori  assoluti  di  m'  ed  m". 

120.  Rappreseslezione  grafica  degli  afoni  di  faglio  relativi 
alle  diverse  sesioni  di  un  solido  orissontalmente  collocato  su 
più  di  due  appoggi.  — Partendo  dall'espressione  generale  del  mo- 
mento inflettente  in  una  sezione  qualunque  di  qualsiasi  travata  M N 
(fg.  103) 

m=A-I-Ui  — 

facendone  la  prima  derivala  per  rapporto  a z (num.  1I7J  e can- 
giando in  essa  i segni  si  trova  la  seguente  espressione  generale 
dello  sforzo  di  taglio 

N=— B-l-pr. 

Questa  equazione  dimostra  che,  assumendo  gli  sforzi  di  taglio  come 
ordinate  di  una  linea  di  ascisse  z,  essi  variano  rolla  legge  colla 
quale  variano  le  ordinale  della  retta  la  quale,  riferita  ai  due  assi 
Mz  ed  Mu,  taglia  l’asse  delle  u a distanza  — B daU’origiue  M e 
B B 

l'asse  delle  z a distanza  Ora  - rappresenta , come  si  è trovalo 
P P 

nel  precedente  numero,  l'asci.ssa  del  vertice  della  parabola  ossia 
l'ascissa  di  quella  sezione  cui  corrisponde  il  massimo  momento  in- 
flettente, cosicriiè  la  retta  le  cui  ordinale  rappresentano  gii  sforzi 
di  taglio  si  coslrnisce  portando  snll'asse  delle  u la  lunghezza  — B 
da  M in  F ed  unendo  il  punto  F col  punto  C'. 

Evidentemente  lo  sforzo  di  taglio  di  maggior  valore  assoluto,  per 
una  travata  qualunque  come  MN,  ha  lungo  in  una  delle  due  sezioni 
d'appoggio  e per  quella  la  quale  maggiormente  dista  dal  punto  C', 
ossia  dal  centro  della  .sezione  cui  corrisponde  il  momento  inflet- 
tente rappresentalo  daH'ordinata  del  vertice  della  parabola  dèi  mo« 
menti. 
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121.  Calcoli  p6r  lo  stabilimsnto  di  una  trave  orizzontalmente 
•oatenuta  in  quattro  punti.  — Siano  A„  A.,  A,  e<l  A«  {fig.  101)  i 
quattro  appo}.'gi,  la  distunza  nrizziinlalu  fra  l'appo^^io  A,  e l'ap- 
pot'gio  A,  giippotigasi  eguali!  alla  distanza  orizzontale  fra  l'appoggio 
A,  e l'appoggio  A«,  il  peso  iinirornienii'nle  disti  iliiiito  sulla  travata 
A,  A,  si  assuma  eguale  a quello  pure  uiiirormenH.'nte  distribuito  sulla 
travata  A.iAt,  e si  cliiamiuo; 

(j„  fl,  ed  a,  le  tre  distanze  orizzontali  A,Aj,  A.Àj  cd  A, A,, 

Pi<  V*  P'^''  '"''1''“  correlile  posti  rispettivamente  da  A, 

in  A„  da  A,  in  A,  e da  A,  in  A,, 

ni„  m,  ed  ^n^  i momenti  inneltenti  relativi  alle  sezioni  della 
trave  le  quali  corrispondono  ai  mezzi  dei  quattro  apiioggi  A,,  A,. 
A,  ed  A4, 

fjt„  jj-f  e u-3  i momenli  inflettenti  relativi  ad  una  sezione  qualunque 
della  prima  travata  A,  Aj , delia  seconda  travata  A, A,  e della  terza 
travata  AjA», 

Z,',  Z.'  e Z/ le  ascisse  dei  punti  d'inflessione  Di,  D,  c D,  più  vieini 
alle  rispettive  origini  A„  A,  ed  A,, 

Z,',  Z,"  e Z,’  lo  aseisse  dei  punti  d'iuflessioiie  E, , E,  ed  E,  più 
lontani  dalle  accennate  origini, 

Z,'",  Z.'"  e Z,'"  le  ascisse  A,C/,  A,  <V  ed  AjC/  dei  centri  di  su- 
perficie delle  tre  sezioni,  ciascuna  delle  (piali  trovasi  intermedia  a 
due  appoggi  a cui , in  ogni  travata  , corrisponde  il  valor  massimo 
del  momento  inflettente, 

“imi  f*«m  e fijm  i valofì  degli  or  indicali  momenli  iiiflellenti  mas- 
simi , 

N„  Ni  ed  Ns  gli  sforzi  di  taglio  relativi  ad  una  sezione  qualunque 
della  prima,  della  seconda  e della  terza  travata . 

N,',  N/  ed  Nj'  gli  sforzi  di  taglio  in  sezioni  iiilinilanicnte  vicino 
agli  appoggi  c poste  alla  loro  diritta, 

N,'.  Ni'  ed  Nj'  gli  sforzi  di  taglio  in  sezioni  pure  iiilìnitameiite  vi- 
cine agli  appoggi,  ma  poste  sulla  loro  sinistra. 

Ilo.  Mi-  quattro  reazioni  prodotte  dagli  appoggi  contro 

la  trave. 

Partendo  (laU'pqiiazione  dei  tre  momenti  inflelicnii  su  Ire  appoggi 
siiceessivi , os.sia  daU'cqiiazione  (Ili  del  minierò  Ili.  applicando 
qiicsrequazione,  prima  per  gli  appoggi  A„  A.  ed  A,  sopportanti  la 
prima  e la  seconda  travata  e quindi  per  gli  apjioggi  A„  A.,  ed  A; 
corrispondenti  alla  seconda  ed  alla  terza  travata,  ed  osservando  clic 
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i raomenli  infleUenti  m,  ed  sul  primo  e sull'ultimo  appogpho 
(num.  il 5)  sono  nulli,  si  hanno  le  due  equazioni 

\ 

2 m,  (a,  4-  a,)  4-  m,  a,  4-  7^  {p^  0 1’  4-  p»  = 0 

\ 

m,fl,4-2m,((/,4-a,)4- 

dalle  quali  si  ottiene 

„ _ (PiO.*-l-p,o.*)(fl.4-2n.) 

4(4a.’4-8a.a,4-3a,‘)  ‘ 

Per  ottenere  le  espressioni  dei  momenti  u„  u,  e p,  basta  osser- 
vare che  l'espressione  generale  del  momento  inflettente  (x.  per  una 
sezione  qualunque  di  una  travata  qualsiasi  caricata  del  peso  p per 
ogni  unità  della  sua  lunghezza  a ed  a cui  corrisponde  il  momento 
inflettente  m'  sull'appoggio  di  sinistra  ed  il  momento  inflettente  m" 
suH’appoggio  di  destra,  è 


\ 

u = A4-Bz— |p  i*, 

essendo 

„ 1 m"—m' 

A = m , B = 2pa4 — , 

e rappresentando  z la  distanza  del  centro  di  superficie  della  sezione 
qualunque  dal  centro  di  superficie  di  quella  sezione  la  quale  coni- 
sponde  al  mezzo  dell'appoggio  di  sinistra  della  travata.  Nel  caso  par- 
ticolare proposto  si  ha:  per  la  prima  travata  A,A| 

z~-Zi,  P=Pii  a=a„  tn'=m,=0, 

k = 0,  B— |p,fl,4-^‘, 

e quindi 

/I  n»,\  1 , 

L'Ahtc  m niBRiCARC  Hetiilenia  dei  maUriali,  tee.  ~ la. 
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per  la  seconda  travata  A,  A, 

i=i„  p=pt,  o=a„  m’z=mt,  m"=m,=m„ 

A = «,. 

d’onde 

1 1 . 
u,  = w, -t- ^ p,  a>  Zt  — 2 P«  V ; 

per  la  terza  travata  A,  A« 

p—p,~p„  «— aj=o„  m,,  nj"=»n*=0, 

A = »i, , 

per  cui 

,/i  m,\  i , 

U,  = m, 4-  ( 2 Pi  «I  — — 1 — gPi 

Eguagliando  a zero  le  tre  espressioni  dei  momenti  inflettenti  u, , 
(i,  e u,  si  hanno  le  equazioni  del  secondo  grado 

Pi  «I  -f-  — ^ Zi  2^'*'*~®’ 

1 i 

m,-h^p,(hZt  — ^PtU'=0, 


n 1 m. 


I due  valori  di  z,  dati  dalla  prima  di  queste  tre  equazioni  rappre- 
sentano rispettivamente  le  ascisse  Z,'  e Z|"  dei  punti  d'inflesaione 
D,  ed  E,  nella  prima  travata;  si  ha 

Z.'=0, 


7 « - 2 Wlj 


p l'essere  nnllo  il  valore  ili  Z,'  accenua  come  nella  prima  travata 
siavi  un  sol  punto  d'inflessione  ossia  che  uno  dei  due  punti  di 
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inflessione  viene  u trovarsi  nel  centro  di  superficie  della  sezione  del 
solido  la  quale  corrisponde  al  primo  appoggio.  Lé  due  radici  che 
vengono  somministrate  dalla  seconda  delle  tre'  ultime  equazioni 
non  sono  altro  che  le  ascisse  Z,'  e Z,"  dei  punti  d'inflessione  D,  ed 
E(  nella  seconda  travata  e si  ha  ‘ 


■'  T+-1T' 


Le  due  radici  a cui  si  arriva  risolvendo  la  terza  delle  tre  equazioni 
del  secondo  grado  sono  i due  valori  delle  ascisse  Z,'  e Z,"  dei 
punti  d'inflessione  D,  ed  Ej  nella  terza  travata  , e vengono  essi 
dati  da 


Z,"=a., 

e chiaramente  appare  come  nell'ultima  travata,  analogamente  a 
quello  che  si  verifica  dalla  prima  per  essere  Z,"— a, , esiste  un  sol 
punto  d'inflessione  ossia  che  il  punto  d'inflessione  Ej  viene  a coin- 
cidere col  centro  di  superficie  della  sezione  del  solido  la  quale  cor- 
risponda aU'ultiuio  appoggio. 

Per  trovare  le  ascisse  Z,'",  Z|"'  e Z,"'  dei  centri  di  superficie 
delle  tre  sezioni  poste  rispettivamente  nella  prima,  nella  seconda  e 
nella  terza  travata  ed  alle  quali  corrispondono  i momenti  iuflcitenti 
massimi,  basta  osservare  (num.  119)  che  esse  sono  date  dai  rap- 

g 

porti  - che  alle  medesime  convengono,  per  cui  traendo  partito  dei 

valori  di  B e dip  già  trovali  in  questo  numero  nel  formare  le  espres- 
sioni dei  momenti  inflettenti  fi,  e pi,  si  ha 


H- 


m, 

Pi  a,’ 


— , 

Plfll 
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In  quanto  ai  nrnmenli  massimi  u,„,  c •,>»,,  )>i  pnaaono  paai  ot- 
tenere «oatiliicndo  rispettivamente  invece  di  z,  c 7,  i valori  or 
trovali  di  Z"\  Z,'"  e Z,'"  nelle  espressioni  generali  già  calcolale 
dei  momenti  inflettenti  ju„  >/,  c vj.  Osservando  però  (num.  H9)  che 
in  modo  generale  trovatisi  espressi  i delti  momenti  massimi  da 
B* 

, riesce  più  facile  il  loro  calcolo  quando  si  facciano  i valori 

che  prende  quest'espressione  per  ciascuna  travata  traendo  parlilo 
dei  valori  di  A,  B e p già  dedotti  per  ottenere  le  espressioni  di  p„ 
u,  e U|.  Cosi  procedendo  si  trova 


2 V 


_rs  "t 


«S-  — - 


m, , 


Per  quanto  spetta  agli  sforzi  di  taglio  in  una  sezione  qualunque 
di  una  trave  orizzontalmente  collocata  sn  più  appoggi,  già  ai  è detto 
(nnro.  H7)  come  essi  vengano  espressi  dai  coefficienti  differenziali 
coi  segni  cangiati  delle  espressioni  dei  momenti  inflettenti  relativi 
alle  travate  per  cui  si  considerano  gli  sforzi  di  taglio,  presi  i delti 
coefficienti  differenziali  per  rapporto  alle  ascisse  z.  Segue  da  riò 
che  nel  presente  caso  particolare  si  ha 


N,: 


1 m, 


i 


N,  = — 


1 m. 


Pi 


I valori  degli  sforzi  di  taglio  N,',  N,'  ed  Nj'  in  sezioni  inflnita- 
uiente  vicine  agli  appoggi  e poste  a dritta  degli  appoggi  stessi  si 
ottengono  ponendo  zero  invece  di  z,,  di  z,  e di  z,  nelle  espressioni 
or  ora  trovale  di  N„  N,  ed  N„  per  cui 
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V /_  I . 


— — 2 

M / 1 »h 

^3  — 


. 1 


1 valori  degli  sforzi  di  taglio  N,',  N/  ed  N,*  in  sezioni  pure  infìnita- 
menle  vicine  agli  appoggi  e poste  alla  loro  sinistra  sì  deducono  an> 
cora  dalle  espressioni  di  N, , N,  ed  N,  facendo  rispcttivameole  in 
esse  fi=a„  z,=  at  e *5=05—0,,  per' cui 


N,'=^p,a,, 

N,  = 2P.a,-h-. 

Filialmente,  conoscendosi  i valori  di  N,'.  N,',  N,',  Pi,",  N,"  ed  N5", 
torna  facile  il  trovare  ( num.  118)  le  reazioni  R, , R, , D5  ed  I1(  dei 
ipialtro  appoggi,  ed  i loro  valori  sono 
• » 

R,  = -N,’=2P.«.  + 5> 

R.=N,'-PJ,'  = I (p,a,-hp,a,)-*^, 


1 


R,=N.*~N,' = ■ (p.n.-t-p.a,)-^‘=R5 , 


R.=N,'=Jp,a,-t-J?=R,. 


122.  Risultati  dei  calcoli  iastituiti  per  lo  sfabiUmento  di  una 
trave  orizzoctelmente  collocata  su  quattro  appoggi  in  un  caso 
particolare.  — l>ia  una  trave  come  quella  considerata  nel  prece- 
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dentb  uuinero  e , ritenute  tutte  le  deiioiiiinaziniii  che  iiellu  stesso 
numero  vennero  stabilite,  abbiasi  : 


a,zr64",08,  o,=74",40: 

p,  — 1900'  S i,,=  ò900‘ 

Le  incognite  da  determinarsi  sono:  ' 

1*  I momenti  inflettenti  m„  m„  tri,  ed  m«  sugli  appoggi: 

2’  I momenti  inflettenti  //,  e fi,  relativi  ad  una  sezione  qua- 
lunque di  ciascuna  delle  tre  travate: 

II'  Le  ascisse  Z,'  e Z,",  Z,'  e Z,",  Z/  e Z,"  dei  punti  d'infles- 
sione ; 

4'  Le  ascisse  Z,'",  Z,'"  e Z,'"  dei  centri  di  superficie  delle  tre 
sezioni  cui  corrispondono  i momenti  inflettenti  di  valor  massimo; 

5'  I valori  u».  e degli  or  indicati  momenti  inflettenti 
massimi  ; 

6'  Gli  sforzi  di  taglio  Ni,  N,  ed  N,  relativi  ad  una  sezione  qua- 
lunque di  ognuna  delle  tre  travate; 

7*  Gli  sforzi  di  taglio  N,'  ed  N,",  N,'  ed  Nt  ',  N,'  ed  N,"  in  se- 
zioni iiifinitaniente.  vicine  agli  appoggi; 

8'  Le  reazioni  R„  K„  It,  ed  R,  dei  quattro  appoggi. 

Tutte  queste  incognite  si  calcolano  sostituendo  i dati  valori  di  a, , 
0],/>i  e p,  nelle  formolo  che  vennero  trovate  nel  precedente  nu- 
mero, ed  ecco  i risultati  a cui  si  arriva,  raccolti  nelle  due  tavole 
che  immediatamente  seguono,  la  prima  delle  quali  contiene  quanto 
si  riferisce  ai  momenti  inflettenti  e la  seconda  quanto  si  riferisce 
agli  sforzi  di  taglio. 
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Mediante  gli  elementi  che  trovansì  marcali  nelle  tabelle  date, 
riesce  della  massima  facilità  il  passare  alle  cnstnizioni  grafiche  di 
cui  in  modo  generale  si  è parlalo  nei  numeri  119  e 120.  Tracciala 
una  retta  orizzontale  00  {jìg.  104)  rappresentante  il  piano  orizzon- 
tale da  cui  superiormente  sono  terminati  gli  appoggi,  in  una  con- 
vciiieiile  scala  si  cullocliino  gli  assi  dei  delti  appoggi  alle  distanze 
che  loro  corrispondono  fissando  cosi  i punti  A,,  A,,  Aj,  A^  Si  co- 
struisca dopo  una  conveniente  scala  grafica  per  la  valutazione  dei 
momenti  inllellenli  sul  disegno,  e sulle  verticali  determinate  dai 
delti  punti  A,.  A,,  A,  ed  al  di  sotto  dei  punti  stessi  si  portino  le 
lunghezze  A, B,  ed  A,B,  contenenti  rispettivamente  tante  unità  prese 
sulla  scala  dei  momenti  inflettenti  (piante  sono  unità  nei  numeri  che 
danno  i valori  dei  momenti  m,  ed  m,.  Servendosi  della  scala  già 
adottata  per  118881*0  le  posizioni  degli  appoggi  si  portino  i valori  delle 
ascisse  Z,',  Z/,  Z,',  Z,",  Z/'  e Z"  dei  punti  d’inflessione,  non  che 
(pielli  delle  ascisse  Z,'",  Z"'  e Z"’  dei  centri  delle  sezioni  cui  cor- 
l'ispoiiduNO  i inoHienli  massimi,  (imi  ciò  rimangono  determinati 
sulla  orizzontale  00  i punti  A^,  A„  A„  A;,,  E,,  D,,  E„  D,,  C,',  C,'  e 
C,';  elevando  per  questi  ultimi  tre  punti  altrettante  perpendicolari 
alla  00  e prendendo  su  esse  le  lunghezze  C/O,,  Cs'C,,  Cj'Cj  lunghe 
rispettivamente  tante  unità  prese  sulla  scala  dei  momenti  inflettenti 
quante  sono  unità  nei  valori  dei  momenti  inflelleuti  massimi  j»,„, 
e jjL,„  si  trovano  i vertici  C,,  C,  e C,  delle  parabole  le  cni  ordi- 
nale rappresentano  i momenti  inflettenti,  c cosi  si  può  dire  ; che  per 
la  parabola  relativa  alla  prima  travata  si  conoscono  i quattro  punti 
A,,  C,,  E,  e B,:  che  per  la  parabola  relativa  alla  seconda  travata 
sono  noli  i cinque  punti  Bj,  D.,  C„  E„  e B,  ; che  per  la  parabola 
relativa  alla  terza  travata  si  conoscono  i quattro  punti  B, , D,. 
C,  ed  A|.  Allribuemio  alle  ascisse  i,,  z,  e z,  che  Irovansi  nelle 
espressioni  dei  momenti  inflettenti  u,,  ti,  e u,  registrate  nella  quarta 
colonna  della  prima  delle  due  tavole  date,  si  possono  trovare  altre 
ordi.oale  delle  parabole,  portar  a posto  le  ascisse  mediante  la  scala 
delle  distanze,  le  ordinale  mediante  la  scala  dei  momenti  inflettenti 
e cosi  coslurre  le  dette  curve  per  punti.  Osservando  che  per  le  para- 
bole dei  momenti  (mim.  119),  di  eni  già  si  conoscono  i parametri, 
sono  anche  note  le  pnsiziniii  dei  vertici  e le  direzioni  degli  assi  i 
quali  sono  verticali  e rivolli  all'ingiii  per  le  parli  che  attraversano 
le  curve,  torna  anclie  facile  il  costrurle  coll’intersecazione  di  archi 
di  circolo  determinando  prima  fuochi  e direttrici.  Generalmente 
però  riesce  più  spedito  in  pratica  il  disegnarsi  sopra  carta  con- 
sistente, qual  è la  buona  carta  da  disegno,  le  parabole  i cui  para- 
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medi  sono  il  doppio  dell’nDÌtà  divisa  |ier  i pesi  corrìspondenti  al- 
riinilà  di  lunghezxa  delle  Iravaie  diversamente  cariche,  e procu- 
rarsi così  tante  sagome  quante  sono  le  dette  travate.  Nel  caso 
particolare  consideralo  bisogna  dunque  descrivere  le  due  parabole 
2 2 

di  parametri  — e — e ritagliare  la  carta  sulla  quale  vennero  de- 
scritte secondo  le  parabole  stesse.  La  sagoma  della  parabola  di 
2 

parametro  — adattata  sul  disegno  in  modo  che  il  suo  vertice 

coincida  col  punto  C,  c che  il  suo  asse  sia  nella  direzione  C,C,' 
prrnielte  di  tracciare  la  parabola  A,  e la  medesima  sagoma 

serve  alla  descrizione  dell’altra  parabola  B,D,C,A,  quando  si  di- 
sponga in  modo  che  il  suo  vertice  coincida  con  C,  e che  cada  nella 
direzione  CiC,'  il  suo  asse.  Per  descrivere  la  parabola  di  mezzo 

2 

serve  la  sagoma  della  parabola  di  parametro  — . I punti 

Pt 

estremi  d'appoggio  A,  ed  A4,  le  estremità  B,  e B,  delle  ordinate 
rappresentanti  i momenti  iuOetlenti  relativi  alle  sezioni  corrìspon- 
denti agli  appoggi  intermedii  ed  i punti  d'inficssione  sono  evidente- 
mente altrettanti  punti  che  servono  a controllare  l'esattezza  del 
tracciamento  delle  parabole  con  sagome. 

Per  quanto  spetta  alle  rette  le  cui  ordinate  rappresentano  gli 
.sforzi  di  taglio,  ecco  in  qual  modo  si  possono  esse  descrivere  sul 
disegno.  Nell'espressione  di  N,  pongasi  z,=0,  nell’espressione  di 
N,  si  faccia  z,  = 0 ed  in  quella  di  N,  si  metta  Zj=;0;  i valori  di 
N,,  N,  ed  N,  che  allora  risultano  si  possono  ritenere  siccome  rap- 
presentanti le  ordinate  delle  indicate  rette  in  corrispondenza  delle 
sezioni  della  trave  poste  sui  mezzi  dei  tre  appoggi  A,,  A,  ed  A|  e 
quindi  portando  rispettivamente  queste  ordinate  in  una  conveniente 
scala  in  A, 6,,  A, 6,  ed  A,6,  si  ha  un  punto  per  ciascuna  delle  tre 
rette  le  cui  ordinate  rappresentano  gli  sforzi  di  taglio  in  ognuna 
delle  travate.  Unendo  il  punto  b,  con  C,',  il  punto  b,  con  C,',  il 
punto  b,  con  C,'  e prolungando  le  rette  da  essi  determinate  Qno 
.-die  verticali  passanti  pei  punti  A,,  A,  ed  A,,  risultano  in  b^G^'f,, 
e 6,C,'/‘4  le  rette  le  cui  ordinate  rappresentano  gli  sforzi  di 

taglio. 

Nella  pratica  importa  generalmente  di  conoscere  solamente  i 
valori  a.ssoluti  dei  momenti  inOeltenli  c degli  sforzi  di  taglio,  0 
quindi  per  prendere  da  una  sol  parte  deirorizzontalc  00  tutte  le 
ordinate  che  rappresentano  i momenti  infletlenti  e pure  da  una  sol 
parte  quelle  che  rappresentano  gli  sforzi  di  taglio  si  usa  di  ripor- 
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tare  le  parti  di  parabola  die  radono  sotto  la  orizzontale  00,  come 
le  ed  E,R,D„  al  di  sopra  in  E, B,'D,  ed  EjBj'D,,  e di  se- 

gnare le  parti  delle  rette  che  radono  sopra  la  detta  orizzontale, 
conieC,Y,,  CjY,  e C,' f^.  al  di  sotto  in  0,Y,',  Cj'/i'  e 0^'/4^ 

123.  Defenoinazione  di  una  delle  dimeasioni  di  una  sezione 

trasversale  qualunque  di  un  solido  rettilineo  collocato  su  più 
di  due  appoggi.  — Da  quanto  si  è detto  sulla  resistenza  dei  so- 
lidi rettilinei  orizzontalmente  posti  su  più  ili  due  appoggi  c cari- 
cali di  pesi  risulta  che  per  tutte  le  loro  sezioni  trasversali  si  pos- 
sono cono.srere  i mumenti  inflettenti  u c gli  sforzi  di  taglio  N,  sia 
dediireiidoli  numericamente  dalle  e.spresaioni  dei  momenti  inflet- 
tenti e degli  sforzi  di  taglio  per  ciascuna  travata,  sia  consideran- 
doli come  ordinale,  per  rapporto  alla  orizzontale  su  eoi  vennero 
segnate  le  distanze  degli  appoggi,  di  archi  parabolici  e di  linee 
rette,  i primi  disegnali  al  di  sopra  e le  seconde  tracciate  al  di 

sotto  di  della  orizzontale.  Essendo  nota  la  forma  della  sezione 

trasversale,  in  funzione  delle  quantità  date  che  ad  essa  si  riferi- 
scono e della  dimensione  che  vuoisi  determinare  si  possono  espri- 
mere le  disianze  v e t>"  delle  fibre  maggiormente  allungate  e di 

quelle  maggiormente  accorciale  dall'asse  neutro,  il  momento  di 
inerzia  I della  sezione  pure  i;isjiello  all'asse  neulro  e la  superGcie 
Q della  sezione  stessa.  Di  più  sapendosi  di  qual  materia  è costi*- 
tuito  il  solido,  si  possono  dir  noti  i coeflìcienti  di  rotliira  B',  B" 
ed  K"  per  eslensione , per  cumpressioiie  e per  scorrimcnio  Iras- 
versale  ed  i relativi  coeflìcienti  di  stabilità  u , n"  ed  n"' , oppure  i 
coeflìcienti  di  snervamento  Q' , Q"  e Q " cogli  adatti  coeflìcienti  di 
stabilità  »i',  m"  ed  m".  Ciò  premesso  , si  delrrmina  la  dimensione 
incognita  di  una  data  sezione  mediante  le  equazioni  di  stabilità  del 
numero  93, oppure  con  quelle  del  numero  92,  ed  ajiplirandone  due 
sole  (num.  109)  oppure  tutte  e tre  secondochè  la  sezione  del  solido 
è simmetrica  o disinitnetrìca  rispetto  al  suo  asse  neutro. 

124.  Equazioni  delle  curve  elastiche  secondo  cui  ai  diapoa- 
gono  gli  assi  delie  diverse  travate  di  una  trave  orizzontalmente 
collocala  su  più  di  due  appoggi.  — Es.sendn  MN  (Jìg.  103)  una 
travata  qnaluiiqne 'sostemita' da  due  appoggi  distanti  orizzontal- 
mente di  MN  = a,  chiamando  p il  peso  disirìhnìi')  in  modo  costante 
su  ogni  unità  della  sua  lunghezza,  rappresentando  T la  tangente 
trigonometrica  dell'angolo  che  la  tangente  alla  curva  secondo  cui 
si  dispone  l'asse  della  travet  in  M fa  coll'asse  Mz  preso  come  asse 
delle  ascisse,  A e B due  costanti,  e il  momento  di  flessibilità,  z ed  u 
le  due  coordinate  del  centro  di  snpertìcie  di  una  sezione  qualunque 
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della  travata  che  si  considera , col  ragionamento  che  venne  tenuto 
ili  minierò  {14  per  dedurre  le  equazioni  (a)  e (3),  si  possono  sta* 
bilire  le  equazioni 

e(«— Tz)=^Az’-|-gBt»— 
~'T=lAa-+-lBa'-^po^ 

Moltiplicando  la  seconda  di  queste  equazioni  per  : e quindi  sot- 
traendola dalla  prima  si  deduce  l’equazione 

£«=Ìz[a{z— o)+gB(:’  — a*)— ^p(z>  — a’)]. 

che  è appunto  l'equazione  domandata,  e nella  quale  si  possono  in- 
trodurre i momenti  iiiBettenli  m'  ed  m"  sugli  appoggi  M ed  N in> 
vece  di  A e di  B,  giacché  per  le  relazioni  (7)  del  citato  numero  114 
si  ha 


A=m', 


a 


Facendo  v—f  e a=^a  nell’espressione  di  e usi  ottiene  la  saetta 

f nel  mezzo  della  travata,  e drqio  fatte  tutte  le  riduzioni  vieu  essa 
data  da 

/=  (- A - Ba-l- ^ po»  ) . 


AUTir.OLO  II. 

JFIettitHte  j^rotlolla  fet  toHM  «tn  far*r 

,$tmraUgl«  at  laro  «fse<> 

I 

125.  Come  può  .flomioaie  lin  un  solido  ipsiamatioo 

sotto  i’asione  di  uno  fona  parallela  al  suo  asse.  — .Allorquando 
un  corpo  prismatico  trov.nsi  sotto  l'azione  di  una  forza  T'.clie  tende 
ad  allontanare  {Jig.  105),  oppure  di  una  forza  T"  .che  tende  ad 
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avvicinare  {fig.  106)  la  anione  C D per  rapporto  alia  sezione  vicinis- 
sima A B,  se  le  dette  forze  sono  parallele  all’asse  del  solido  senza 
coincidere  con  esso , avviene  che  le  fibre  nè  si  allungano , né 
si  accorciano  tntte  di  quantità  eguali,  e talvolta  persino  succede 
che  alcune  si  allungano  ed  altre  si  accorciano.  Segue  da  ciò  che  In 
sezione  OD  più  non  si  conserva  parallela  alla  sezione  AB  e che 
quella,  supposta  piana  anche  dopo  la  deformazione  e trasportata  in 
C,Dp  prende  un  doppio  movimento  di  translazione  e di  rotazione 
rispetto  a questa.  Il  piano  in  cui  trovavasi  la  sezione  CD  prima 
della  deformazione  vien  incontrato  dai  piano  in  cui  essa  si  tras- 
porta dopo  la  deformazione,  e la  linea  secondo  cui  quest’inconiro 
avviene  costituisce  l'asse  neutro  della  sezione  CD.  Se  la  detta  inter- 
sezione trovasi  nel  corpo,  alcune  fibre  si  allungano,  alcune  altre  si 
accorciano,  e quelle  che  per  essa  vengono  a passare  non  subiscono 
nè  allungamenti,  nè  accorciamenti.  Se  la  stessa  intersezione  cade 
fuori  del  corpo  è segno  che  tutte  le  fibre  trovansi  allungate  nel 
caso  espresso  dalla  figura  105,  ed  accorciale  in  quello  rappre.scn- 
tato  dalla  figura  106.  In  un  solido  prismatico  adunque  sollecitato 
da  una  forza  parallela,  ma  non  coincidente  col  suo  asse,  analoga- 
mente a quanto  succede  per  la  flessione  prodotta  nei  prismi  da 
forze  perpendicolari  ai  loro  assi,  ha  luogo  rotazione  di  una  sezione 
qualunque  rispetto  ad  una  sezione  infinitamente  vicina,  per  cia- 
scuna delle  sezioni  del  corpo  esiste  un  asse  neutro,  c quindi  si  ve- 
rificano dei  fatti  in  tutto  analoghi  a quelli  che  si  manifeslanu  nella 
flessione  quale  venne  studiata  nel  precedente  articolo. 

Che  le  sezioni  primilivaineiite  piane  siano  anche  piane  dopo  la 
deformazione , che  le  fibre  si  comportino  come  altrettanti  piccoli 
prismi  isolati  non  aventi  alcuna  aderenza  fra  di  loro  e che  in  uno 
stesso  corpo  omogeneo  il  valore  del  coefficiente  di  elasticità  longi- 
tudinale sia  lo  stesso  tanto  per  le  fibre  allungate  quanto  per  le  filn  u 
accorciate,  sono  le  ipotesi  che  servono  di  base  allo  studio  della 
flessione  prodotta  nei  solidi  prismatici  da  forze  parallele,  ma  non 
coincidenti  coi  loro  assi,  ed  i risultati  a cui  si  arriva  sono  sufficien- 
temente esatti  per  la  pratica  finché  le  forze  estrinseche  non  supe- 
rano quelle  capaci  di  produrre  lo  siicrvumeiitu  nel  corpo  cui  tro- 
vansi  applicate. 

1i6.  Equazioni  d'equilibrio  fra  le  forze  festriueeehe  e le  Forze 
molecolari  che  ai  sviluppano  in  una  sezion  retta  qualunque  di 
un  corpo  prismatico  ed  omogeneo  sotto  raaione  di  una  forza 
parallela  al  suo  asse)  cestro  di  tensione.  — Essendo  AB  e CD 
due  sezioni  trasversali  infinitamente  vicine  fra  di  loro  {jig.  110)  ed 
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appiii'leiieiiU  ail  uii  sulido  prismalicu  ii  quale  trovasi  sullo  l'azione 
di  Ulta  forza  T'  die,  supposta  applicala  secondo  l'asse  zs,  tende  ad 
allontanare  la  seconda  sezione  dalla  prima,  si  può  dire  : che  la  se- 
zione CD,  portandosi  in  C,  D, , subisce  relativamente  alla  sezione 
AB  un  moviineiilo  di  translazione  ed  un  movimento  di  rotazione 
attorno  ad  un  asse  situato  nel  suo  piano  e pruiellalo  in  0,;  che 
questi  due  movimenti  leudono  soltanto  ad  allungare  o ad  accor- 
ciare le  fibre  del  corpo  ; che  non  vien  provocala  la  resistenza  allo 
scorrimento  trasversale;  e che  in  tutta  l’estensione  della  sezione 
CD,  rappresentala  invera  forma  e grandezza  nella  figura  C' E' D'F', 
non  vien  provocala  che  rdaslicità  longitudinale  con  allungainetilo 
di  tutte  le  fibre,  oppure  con  allungamento  di  alcune  e con  aecor- 
ciainenlo  di  alcune  altre  a seconda  della  direzione  della  forza  T'  e 
della  posizione  del  suo  punto  d'applicazione.  Le  equazioni  d'equi- 
librio fra  la  forza  T'  e le  forze  molecolari  che  si  sviluppano  nella 
sezion  retta  qualunque  CD  si  deducono  con  un  procedimento  in 
tutto  analogo  a quello  che  gin  venne  scgu'ito  al  numero  88,  trala- 
sciando però  quella  che  si  riferisce  allo  scorrimento  trasversale,  ed 
ecco  un’esposizione  succinta  e spedita  del  modo  di  arrivare  a queste 
equazioni. 

Si  indichino  con  &>,  Q,  x,  y,  v,  l,  V,  if,  0, 1',  I"  ed  E le  quantità  già 
designate  colle  stesse  lellere  nel  citalo  nunicro  88,  e si  cbiaininn 
ni  ed  » l’ascissa  G'K  e l'ordinata  Kll'  del  punto  d'incontro  II'  della 
forza  T'  col  piano  della  sezione  CD,  nella  quale  vennero  assunti  per 
assi  coordinali  gli  assi  principali  centrali  d'inerzia  xG'x'  ed 
della  figura  C' E' D'F'. 

Bagiouando  come  al  numero  88  si  trova  ; che 

v=:i/cos|-|-a;sen(|/  (I); 

che  la  tensione  sopportata  dall'elemento  di  fibra  ab  ha  per  espres- 
sione 

Eo,  — ^ , 


che  il  momento  di  questa  forza  rispetto  all’asse  delle  x è 

P (V  + n)S 
Eoi-i — 
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che  il  momento  della  medesima  forza  rispetto  all'asse  delle  y vale 


e che  le  equazioni  d'equilibrio  si  riducono  a 


V E 4.  - r n=0 , 

vEr„ll±ll^a:_T'OT  = 0, 


la  prima  delle  quali  esprime  che  è zero  la  somma  algebrica  di  llo 
forze  parallele  aU’asse  del  prisma,  la  seconda  che  deve  essere  zero 
la  somma  dei  momenti  delle  forze  estrinseche  e delle  forze  mole- 
colari rispetto  all'asse  principale  xG' x',  e la  terza  che  deve  essere 
zero  la  somma  dui  momenti  delle  stesse  forze  rispetto  all'asse  prin- 
cipale yG'y. 

Sostituendo  nelle  ultime  tre  equazioni  il  valore  di  e dato  dalla 
(1),  rammentando  che  il  punto  G'  è centro  di  superficie  della  figura 
C'E'D’F'  c che  gli  assi  coordinati  xG'x'  ed  yG’y’  sono  assi  princi- 
pali centrali  d'inerzia,  si  ottengono,  a motivo  delle  semplificazioni 
di  cui  venne  data  ragione  al  numero  88,  le  seguenti  equazioni  di 
equilibrio  ridotte  alla  loro  forma  più  semplice 

E®-VQ  = r 

Ejrcos|=:T';i 

E^l'sen]<=T'»i 

Il  punto  H'  pel  quale  necessariamente  passa  la  risultante  di  tutte 
le  azioni  molecolari,  giacché  esse  fanno  equilibrio  alla  forza  data 
T,  chiamasi  centro  di  lentione. 

127,  Determinazione  deU'aaae  neutro.  ■—  La  determinazione 
dcU'asse  neutro  U'U'  (fiy.  HO)  si  farà  cercando  l'angolo  | 
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dell'asse  dcHu  x eolia  rolla  l'U  ad  esso  parallela  condolta  pel  eetilro 
di  superficie  G'  della  sezione  C'E'D'F'.  e Irnvando  il  punto  0/ 
oppure  il  pillilo  L in  cui  lu  retta  o'u/  perpendicolare  oppure  la 
retta  II,  facente  un  dato  angolo  con  LI  II  incontra  l’asse  neutro 
domandalo. 

Per  ottenere  l’angolo  •!(  dividasi  la  terza  delle  tre  equazioni  (2) 
dei  numero  precedente  per  la  seconda  e si  ottiene 


d'onde 


tangl-rr 


r m 

r II 


(>)■ 


In  questa  formola  invece  dei  momenti  d'inerzia  1'  ed  I"  si  pos- 
sono mettere  i raggi  di  girazione  fc  e a della  superficie  C'E'D'K', 
il  primo  rispetto  nll'asse  ed  il  secondo  rispetto  all'asse 

yG'y'.  per  cui  essendo 

r=6’tl  r = a'tl, 


risulta 


I I 

lane  = — 

^ (1*  Il 


(iì. 


Osservando  ora  che  — esprime  lu  tangente  trigonometrica  del- 
l’angolo KH'G'— H'G';/  agevolmente  si  comprende  come,  chia- 
mando piano  di  soUecilaziune  il  piano  determinato  dall'asse  del 

prisma  e dalla  forza  sollecilaiitc,  il  rapporto  altro  non  sia  che 

la  tangente  dell'angulo  che  ai  numeri  08  ed  8!)  venne  indicato 
con  (p.  c come  per  conseguenza,  in  conformità  di  quanto  si  trovò 
al  citalo  numero  09,  l'asse  neutro  deliba  essere  parallelo  alla  tan- 
gente MT  all'ellisse  centrale  d'inerzia  nel  punto  in  cui  vieti  essa 
iiicnnlrata  dal  piano  di  sollecitazione  o,  in  altri  termini,  nel  punto 
M in  cui  In  delta  ellisse  vico  ineonlrala  dalla  retta  che  unisce  il 
punto  G'  col  punto  H'. 

Per  trovare  la  distanza  G'0,'=zV  dcH’asso  neutro  dal  centro  di 
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siipp.rfìcie  G'  Hividflsi  per  I'  la  seconda  e per  I"  la  terza  delle  già 
citale  equazioni  (2)  del  numero  precedente,  si  elevino  dopo  al  qua- 
dralo e si  sommiuo  i risultali.  Cosi  procedendo  si  trova 

Wl*\ 

E»  (cos’.J-4-sen'v!-)  =r»  j„-,  j, 

d’onde,  estraendo  la  radice  quadrata  ed  osservando  che  cos*  \{/+ 
seu*'|<  = l,  si  ricava 

E»=Tf"^  (3). 


Questo  valore  di  E j si  sostituisca  nella  prima  delle  equazioni  (2) 

del  precedente- numero  e si  ricavi  il  valore  della  distanza  V la 
quale  rimane  allora  determinata  in  funzione  delle  quantità  cognite 
m,  n,  Q,  r ed  1"  mediante  l'equazione 


m’ 

|"S 


oppure  mediante  l'equazione 


(5), 


quando  nella  (4)  si  pongono,  per  I'  e per  I"  i loro  valori  in  fun- 
zione della  superficie  0 e dei  raggi  di  girazione  a e b. 

Invece  di  trovare  il  punto  0/  dell’asse  neutro  mediante  In  di- 
stanza G'Ó,'=V  che  esso  ha  dal  centro  di  superGcie  G',  si  può 
determinare  il  punto  L in  cui  il  detto  asse  incontra  il  prnliinga- 
menlo  della  retta  G'H'  che  unisce  il  punto  G'  col  punto  H'.  Perciò, 
chiamando 

l'angolo  MG'j/, 

U la  domandala  lunghezza  G'L, 

U,  la  lunghezza  della  retta  U'G'  e 

p la  lunghezza  G'AI  del  semi-diametro  dell'ellisse  centrale  d'inerzia 
L'Arte  di  rADuniCARE.  RttUtema  da  maUriali,  ecc.  — 20. 
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coniugato  dal  diametro  RS  parallelo  alla  direzione  M T dell'asse 
neutro, 

ai  ha  dal  triangolo  rettangolo  G'O/L  in  cui  l'angolo  G'LO/  vale 
l'angolo  H'G'U  = 90*— 


cos  (y  — <]<)' 

Ponendo  in  quest'equazione  il  valore  di  V dato  dalla  (5)  ed  osser- 
vando che  dal  triangolo  rettangolo  H'KG'  si  ha 

m=:U,sen<p,  n=:U,cosy, 

risulta 


U,^a*cos‘p-t-6*sen*p 

il  qual  valore  di  U,  per  essere 

cos  (p  — if)  = cos  p cos  I -t-  sen  p sen 

, 6*m  è’senp 

tang'i=-=- ^ 
a’  n a*  cos  p 

, 1 a*cosp 

COS'I  = = 

|/l-t-tang’ij<  ^a*cos*p+6*sen*p 


tang  I fr*  sen  p 

-t-tang’({<  ^o*cos’p-l-é*sen*p 

si  riduce  a 


a’  cos*  p -t-  ft*  sen’  p U,  ' 

Ha,  essendo  a e 6 i due  semi-assi  principali  G'a  e G'6  dell'ellisse 
cenlnle  d'inerzia,  e p l'angolo  che  il  semi-diametro  G'M=p  fa  col 
semi-asse  principale  G^=6  nella  cui  direzione  venne  assunto  l'asse 
delle  y,  si  ha 
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a’fc»  _ , 

o’cos’p-+-6’sen’f  ^ ’ 

per  cui  il  valore  di  U prende  la  semplicissima  forma 


u-?- 


(0). 


Sì  può  anche  ottenere  un’espressione  della  distanza  G'0/=V 
del  centro  di  superGcie  G'  dnU’asse  neutro  U'  U',  semplice  quanto 
quella  di  G'L=U,  nel  seguente  modo.  Dai  triangoli  H'ò'G',  MmG'e 
G'O/L  si  ricavino  rispettivamente  i valori  delle  ipotenuse  GTF 
= U,,G'M=zp  e G'LzzU  in  funzione  dell’angolo  H'G'U  = 90’  — j> 
e dei  cateti  U'A'=:rV,,  Mm=:G  e G'0,'=V.  Cosi  facendo  si 
ottiene 


U.rr 


P 
U = 




cos  (p — lj<)’ 

G 

cos  (p  — lj()’ 
V 


' cos  (P  — (J<)’ 

e sostituendo  questi  valori  di  U,,  p ed  U nell’equazione  (6)  risulta 


G‘ 
V—  - 
V, 


(7). 


. Le  equazioni  (1)  e (2)  trovate  in  questo  numero  danno  la  di- 
rezione dell’asse  neutro,  ed  un  suo  punto  si  trova  mediante  una 
delle  equazioni  (4),  (5),  (6)  e (7). 

128.  Tensione  in  qualsiasi  punto  di  qualunque  sezion  retta; 
tensione  media.  — Si  consideri  sempre  la  sezion  retta  CD  {Jig. 
110)  e vogliasi  l'espressione  della  tensione  q riferita  aU'unilà  di 
superfìcie  nel  suo  punto  6'  distante  della  quantità  b'q~v  dalla 
retta  UU  condotta  pel  centro  di  superlicie  G' parallelamente  all'asse 
neutro  U'U'  e di  coordinate  G'p=a;e  pb'  — y. 

L'elemento  di  libra  ab,  lungo  primitivamente  l,  sotto  l'azione 
della  forza  T'  subisce  rallungamcnlo  6 6,,  il  quale  per  essere  bG 
=.b'q—v  e GO,  =:G'0,'=:V  vieu  espresso  da  (V-4-r)9, giacché  6 
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si  pnò  consiilernre  siccome  un  piccolissimo  arco  di  circolo  di  rag- 
gio e chiiidenle  l'angolo  CO,C,  mi  corrisponde  l'arco  Odi 

raggio  eguale  aU'uoilà.  Segue  da  ciò  che  l'espressione  di  9 ( nu- 
mero 12)  è 


? 


E 


(V-(-o)6 
/ ’ 


» 7 

la  quale,  dopo  d'avervi  sostituito  il  ralorc  di  E j che  ricavasi  dalla 
prima  delle  equazioni  (2)  del  numero  128,  si  riduce  a 

Con  questa  equazione , determinata  la  distanza  V con  una  delle 
formule  del  numero  precedente,  si  può  trovare  la  tensione  q rife- 
rita airnnilà  di  superticie  in  un  punto  qualunque  b'  distante  della 
quantità  ò'9  = v dalla  retta  liti  parallela  all’asse  neutro  irU’ , ed 
attribuendo  a e il  segno  oppure  il  segno  — , secondo  che  si  ri- 
ferisce ad  un  punto  come  b'  posto  da  quella  parte  della  retta  UlI 
dalla  quale  esiste  l'incontro  H'  della  forza  tendente  T'  col  piano 
della  sezione  CD  oppure  dalla  parte  opposta,  il  valore  di  q rap- 
presenta una  tensione  quando  risulta  positivo,  ed  una  tensione  ne- 
gativa ossia  una  pressione  quando  riesce  negativo. 

Si  , possono  anche  trovare  altre  ‘espressioni  delia  tensione  q in 
un  punto  qualunque  6'  della  sezione  CI)  e fra  tutte  merita  in 
ispecìal  modo  di  essere  considerata  quella  che  è fiinzione  delle 
coordinale  t ed  y di  detto  punto.  Se  dalla  prima  delle  equazioni 

0 

(2)  del  numero  126  si  ricava  il  valore  di  E j,  sostituendolo  (iella 

seconda  e nella  terza  di  dotte  equazioni,  immediatamente  si  dedu- 
cono i seguenti  valori  di  cos  e di  scn 

, tiVQ  , wiVO 

cosq-rr— j— , senif=-  |„  , 


i quali  SMlitnili  neH'equazionc  (1)  del  citato  numero  126  condu- 
cono a trovare 


u = VQ 
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Questo  valore  di  v si  ponga  neiriillima  espressione  di  y,  la  <|iiatc 
diventa 


tr»  / I . "t  \ / IV 

-/  = T (2), 

od  anche 

quando  invece  dei  momenti  F ed  I"  si  pongono  i loro  valori  ri> 
spettivi  b‘ù  ed  a’Q  espressi  in  funzione  dei  raggi  di  girazione. 
Alle  quantità  m,  n,  x ed  y si  devono  dare  i segni  che  loro  con- 
vengono per  rapporto  alle  posizioni  che  occnpano  rispetto  agli  assi 
coordinati;  ed  allora,  come  già  si  è detto  in  qnesto  numero,  rap- 
presenta una  tensione  un  valore  (vositivo  ed  una  tensione  negativa 
0 pressione  un  valore  negativo  di  q. 

Volendosi  trovare  il  valore  di  q per  ì’elemento  di  fibra  media, 
ossia  per  releioento  di  Ohra  passante  pel  centro  di  superflcie  G', 
bisogna  fare  v=0  neU'eqDazioae  (4)  oppnrc  o;=U  ed  y=-0  nel- 
l'equazione (ì) , e chiamando  allora  q^  il  valore  particolare  che 
prende  q,  risulta 


T' 


ossia  che  l’elemento  di  Ghra  media  sopporta  la  stessa  tensione, 
qualunque  sia  il  punto  d’applicazione  della  forza  T',  la  qual  ten- 
sione è ciò  che  chiamasi  lensione  media. 

129.  AUnnfamento  subito  da  un  elemento  di  fibra  qualunque; 
allungamento  subito  dall’elemento  di  fibra  media;  deviazione 
della  sezion  retta  del  prisma.  — Considerando  l’elemento  di  libra 
ab  {fiy.  110)  compreso  fra  le  due  sezioni  AB  e CD,  raltunganiento 
hb^  = s dal  medesimo  sub'ito  si  può  esprimere  (iium.  12)  con 

q lai q l 

essendo  E il  coefficiente  di  elasticità,  l la  lunghezza  del  detto 
elemento,  u la  superficie  della  sua  sezione  tra.sversale  e q la  ten- 
sione riferita  all’unità  di  superficie , che  il  medesimo  sopporta. 
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Il  valore  di  i rappresenta  un  allungamento  oppure  un  accorcia- 
mento (allungamento  negativo)  secondo  che  trovasi  preceduto  dal 
segno  -t-  0 dal  segno  — . 

Volendosi  trovare  l'allungamento  G6,  = 2,  subito  dall'elemento 
dì  fibra  media  HG  bisogna  porre  nell'espressione  di  a quei  va- 
lore particolare  9,  di  9 che  corrisponde  a v=0  (numero  128)  e 
risulta 


_Tl 

ossìa  che  l'elemento  di  fibra  media  subisce  lo  stesso  allungamento 
come  se  la  Torza  T'  fosse  non  solo  parallela,  ma  proprio  diretta 
secondo  l’asse  del  prisma. 

Trovandosi  sotto  l'azione  della  forza  T il  prisma  di  cui  A B e 
CD  sono  due  sezioni  vicinissime,  e supponendo  che  la  sezione  C D 
sia  invariabile  di  posizione,  dopo  la  deformazione  il  piano  C D passa 
in  C,  D, , e si  tratta  di  avere  l'espressione  analìtica  dell'angolo 
CO,C,  = y.  Si  osservi  perciò  che  l’asse  neutro  , ossia  lo  spigolo 
dell'angolo  diedro  che  vuoisi  valutare  , è parallelo  alla  retta  U U 
e che  dista  da  questa  retta  di  0,'G'=0,  G = V,  che  l'allungamento 
G G,  subito  dall'elemento  di  fibra  media  è il  valore  di  z^  or  ora 
trovato  e che  dalla  figura  GO,G, , che  si  può  risguardare  come  un 
triangolo  rettangolo,  si  ha 


tang-/  = *^. 

130.  Reaiatenze  riferita  airnnità  di  auperficie  oppoata  dalla 
fibre  maggiormente  allungate  e da  quelle  maggiormente  eom- 
preaae.  — L'equazione  (1)  del  numero  128  può  essere  scritta 

T'V+t> 

9--Q  V ’ 

e da  essa  immediatamente  risulta:  che  la  tensione  sopportata  in 
una  sezion  retta  qualsiasi  da  una  fibra  qualunque,  la  qual  tensione 
costituisce  la  resistenza  che  essa  fibra  oppone,  è proporzionale  alla 
sua  distanza  V-4-o  dall'asse  neutro;  ebe  le  fibre  maggiormente  di- 
stanti dal  detto  asse  sono  quelle  che  sopportano  la  maggior  tensione 
riferita  all'unità  di  superficie;  che  vi  sono  soltanto  fibre  sopportanti 
una  maggior  tensione  positiva  quando  l'asse  neutro  in  una  sezione 
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qualunque  cade  fuori  del  corpo  considerato;  e finalmente  che  esi- 
stono alcune  libre  le  quali  supportano  una  maggior  tensione  po- 
sitiva ed  alcune  altre  che  sopportano  una  maggior  tensione  nega- 
tiva. ossia  una  maggiore  pressione , quando  l'asse  neutro  trovasi 
neH’interno  del  corpo. 

Ciò  premesso , considerando  il  caso  rappresentalo  dalla  figura 
ilo  in  cui  l’asse  neutro  U'U'  cade  neU’interno  del  corpo,  e chia- 
mando 

Q,  la  tensione  riferita  aH'unità  di  superficie , sopportata  da  quel 
elemento  di  fibra  il  quale,  trovandosi  per  rapporto  all'asse  neutro 
da  quella  stessa  parte  in  cui  esiste  il  centro  di  tensione , maggior- 
mente dista  dall'asse  neutro  medesimo, 

Q,  il  valore  assoluto  della  tensione,  ossia  la  pressione  pure  rife- 
rita aH'unità  di  superficie,  sopportala  da  quel  elemento  di  fibra  il 
quale,  trovandosi  per  rapporto  all’asse  neutro  dalla  parte  opposta 
a quella  in  cui  esiste  il  centro  di  tensione  , maggiormente  dista 
dal  detto  asse, 

v'  la  distanza  dell’elemento  di  fibra  cui  corrisponde  la  tensione  Q, 
dalla  retta  UU  condotta  pel  centro  di  superficie  6' parallelamente 
all'asse  neutro, 

v“  la  distanza,  assunta  come  positiva,  dell'elemento  di  fibra  cui 
corrisponde  la  pressione  Q,  pure  della  retta  UU, 
e ritenendo  che  le  lettere  Q , V e T'  abbiano  i significati  che  alle 
medesime  già  vennero  attribuiti  nei  precedenti  numeri,  si  ha  (nu- 
mero 128) 


131.  Condisioni  ed  equasioni  di  atabilìtà.  — Una  volta  deter- 
minata la  tensione  riferita  all’uiiilà  di  superficie  che  sopporta  la 
fibra  maggiormente  allungata  e la  tensione  negativa  o pressione, 
pure  riferita  all'unilà  di  superficie,  che  sostiene  la  fibra  maggior- 
mente compressa,  affinchè  il  solido  veramente  si  possa  dir  stabile  è 
necessario  che  queste  resistenze  siano  inferiori  a quelle  che  corri- 
spondono allo  snervamento  per  estensione  e per  compressione,  per 
modo  che , nell'Ipotesi  che  si  conoscano  i coefficienti  di  snerva- 
mento Q'  e Q",  il  primo  per  trazione  (num.  14]  ed  il  secondo  per 
compressione  (num.  31),  si  hanno  le  condizioni  di  stabilità 
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le  quali , chiamando  tu'  ed  m"  due  coeflicienti  di  staliililà,  il  primo 
coiiveuienle  per  la  resistenza  all'estensione  (nuin.  14)  ed  il  secondo 
adatto  per  la  resistenza  alla  compressione  (iium.  31),  facilmente  si 
traducono  nelle  seguenti  equazioni  di  stabilità 


Quando  invece  dei  coefficienti  di  snervamento  Q'  e Q'  sono  noti 
i coi-fficienli  di  rottura  R'  ed  R”  (niim.  17  e 34),  il  primo  relativo 
aireslensione  ed  il  secondo  relativo  alla  compressione,  invece  delle 
equazioni  di  stabilità  che  or  ora  vennero  stabilite,  convien  adottare 
le  due 


nelle  quali  n'  ed  n'  sono  due  coefficienti  di  stabilità  i cui  valori 
vanno  assunti  culle  norme  che  vennero  date  ai  numeri  18  e 40. 

132.  Linee  di  egual  tensione;  posizioni  diverse  dell'esse  neu- 
tro quando  il  centro  di  tensione  varia;  superficie  centrale  di 
una  sezione.  — Per  tutti  i punti  d'una  linea  qualunque  EF  {Jìg.  HO) 
tracciata  nella  sezione  C'E'D'F'  e parallela  alla  retta  UU  condotta 
pel  centro  di  snperOeie  G'  in  direzione  dell’asse  neutro  U'U',  non 
variando  la  distanza  v,  il  valore  della  tensione  q riferita  aH'unilà 
di  superfìcie , come  rliiaramenle  lo  dimostra  requazione  (1)  del 
numero  128,  si  conserva  costante.  Per  questa  ragione  tutte  le  rette 
condotte  in  una  data  sezione  parallelamente  al  suo  asse  neutro 
chiamansi  linee  di  eyual  tensione;  la  loro  direzione  è conosciuta 
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a priori  come  quella  <li  U U quando  è dato  il  punto  d’applieazione 
H'  del  forza  T' , giacclié  questa  direzione,  coniugata  di  G'H'  nel- 
l’ellisse centrale  d’inerzia  , non  è altro  che  quella  della  tangente 
a qiiesl’ellisse  nel  punto  posto  su  G'H'. 

Se  il  centro  di  tensione  II'  varia  di  posizione  partendo  dal  cen- 
tro di  superficie  G'  ed  indefinitamente  allontanandosi  sulla  dire- 
zione del  raggio  vettore  G'/, , la  direzione  delle  linee  di  eguale 
tensione  per  quanto  evidentemente  risulta  dal  già  detto  non  can- 
gia ; ma  lo  stesso  non  succede  della  posizione  dell'asse  neutro  la 

G* 

cui  distanza  dal  centro  di  superficie  G',  espressa  da  (nura. 

127),  varia  dall'infinito  fino  a zero.  Cosi,  allorquando  il  punto  H'  è 
assai  vicino  al  punto  G' , l'asse  neutro  incontra  la  G'o'  ad  una 
grandissima  distanza,  la  quale  progressivamente  diminuisce  e di- 
venta nulla  quando  il  punto  H'  siasi  allontanato  indefinitamente. 
Segue  da  ciò  che,  nell'ipotesi  di  spostamenti  del  centro  di  tensione 
lungo  la  retta  A a {jifj.  107)  di  necessità  vi  devono  esistere  due 
sue  posizioni  particolari  x ed  x per  c<ii  ciascuno  dei  due  assi  neutri 
corrispondenti  non  abbia  che  un  punto  comune  colla  sezione  tras- 
versale data. 

Se  per  il  centro  di  superficie  G'  si  immaginano  condotte , oltre 

la  retta  Ao,  tante  altre  rette  Db,  Cc,  Dd, e determinale 

sulle  medesime  le  coppie  dei  punti  j3  e (j',  •/  e /,  o e 

analoghi  ad  « e ad  a' , unendo  tutti  questi  punti  si  ottiene  un 
contorno  il  quale  limita  una  data  parte  della  su|icrficie  della  se- 
zione proposta,  e questa  superficie  così  limitala  è quella  che  chia- 
masi superlicie  ceulrale.  Il  contorno  della  superficie  centrale  è una 
linea  la  quale  facilmente  può  essere  cnstrnlla  per  una  data  sezione, 
ed  ecco  il  melodi)  per  procedere  alla  sua  determinazione  tanto 
nel  caso  di  una  sezione  limitata  da  una  linea  poligonale,  quanto 
iu  quello  di  una  sezione  limitata  da  una  linea  curva. 

Essendo  A BCD  (Jig.  lOB)  la  sezione  poligonale  per  la  quale  vuoisi 
determinare  la  siiperfirie  centrale , G'  il  suo  centro  di  superficie , 
xx'  cd  yij'  gli  assi  principali  dell'ellisse  centrale  d’inerzia  edaba'b' 
quest'ellisse,  si  conducano  alla  medesima  le  due  tangenti  MT  ed  NT 
la  prima  parallela  al  lato  Alt  e l'altra  parallela  al  lato  AD.  Egli 
è evidente  che,  stando  il  centro  di  tensione  nell'interno  dell’angolo 
MG'N,  le  linee  di  egual  tensione  avranno  una  direzione  compresa 
fra  quella  delle  accennate  tangenti,  poiché  tale  è la  direzione  che 
può  avere  una  tangente  qualunque  all'ellisse  in  un  punto  fra  M cd 
N.  Segue  da  ciò  che  le  linee  di  egual  tensione  corrispondeuli  ad 
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un  centro  dì  tensione  posto  nell'iiiterno  del  detto  angolo  contem- 
poraneamente tagliano  le  direzioni  dei  due  lati  AB  ed  AD,  e che  se 
lasse  neutro  incontra  il  perimetro  ABCDin  un  sol  punto,  questo 
non  può  essere  che  un  punto  comune  alle  due  direzioni  AB  ed  AD 
e quindi  il  vertice  A.  Ciò  premesso  , chiamando  X ed  Y le  due 
coordinale  note  del  punto  A rispetto  agli  assi  xx'  eA  yy  , I e u 
quelle  del  centro  di  tensione  ed  esprimendo  mediante  la  formola  (3) 
del  numero  128  che  la  tensione  è nulla  in  A,  si  ha 


la  qual  equazione,  essendo  di  primo  grado  fra  ^ e u e dovendosi 
applicare  fra  le  posizioni  G'M  e G'N  del  raggio  vettore  a tutti  i 
centri  di  tensione  posti  sul  contorno  della  superGcie  centrale , fa 
vedere  che  nell'angolo  MG'N  la  superficie  centrale  deve  essere 
terminata  dalla  retta  per  cui  si  conosce  l'equazione  fra  le  sue  co- 
ordinate ^ e u.  A ciascun  vertice  del  perimetro  della  sezione  pro- 
posta corrisponde  un’altra  retta  nel  contorno  della  superflcie  cen- 
trale, e l'assieme  di  tante  rette,  eguali  in  numero  al  numero  dei 
lati  del  perimetro  della  sezione  poligonale  per  cui  si  cerca  la  su- 
perGcie centrale,  costituisce  il  perimetro  dal  quale  questa  super- 
Gcie trovasi  contorniata. 

Quando  la  sezione  di  cui  vuoisi  trovare  la  superGcie  centrale  è 
limitata  da  una  linea  curva  qualunque , una  volta  determinalo  il 
suo  centro  di  superGcie  G'  (Jig.  109)  e tracciata  l'ellisse  centrale 
d'inerzia  aba'b',  si  incominci  dal  tirare  in  essa  una  corda  cd , si 
divida  per  mezzo  in  e e si  conduca  la  retta  AB  determinata  dal 
punto  G'  e dal  punto  e.  Fatto  questo , al  contorno  della  sezione 
proposta  si  conduca  la  tangente  CD  parallela  alla  corda  cd  e quindi 
anche  parallela  alla  tangente  all'ellisse  centrale  d’inerzia  in  [,  si 
determini  il  punto  d’incontro  E di  quella  tangente  con  AB  e si 
misurino  G'f=:p  e G'E  = U.  Tra  /),  U e la  distanza  U,  del  centro 
di  tensione  corrispondente  all'asse  neutro  C D dal  punto  G'  si  ha 
la  relazione  (num.  127) 


(2), 


per  modo  che,  conoscendosi  p ed  U,  rimane  determinala  la  distanza 
U,  la  quale , portata  da  G'  in  a su  quella  delle  due  parti  in  cui 
la  AB  è divisa  dal  punto  G'  che  non  è incontrala  dalla  tangente 
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CD  al  coDiomo  della  sezione  proposta  , somministra  nel  ponto  a 
un  punto  della  curva  limitante  la  superGcie  centrale.  Conducendo 
per  G'  altre  rette  ed  operando  su  esse  come  si  è fatto  per  rap- 
porto alia  A U si  possono  trovare,  come  si  è trovato  il  punto  a, 
quanti  altri  punti  si  vogliono  e quindi  tracciare  il  contorno  della  su- 
perOcie  centrale. 

, Una  volta  determinata  la  superfìcie  centrale  per  la  sezion  retta 
di  un  dato  prisma  si  può  dire:  che  tutte  le  sue  dire  si  allungano 
quando  il  centro  di  tensione  cade  entro  la  superficie  centrale;  che 
tulle  le  fibre  si  allungano  pure,  ma  che  ne  esiste  una  posta  sulla 
superficie  laterale  del  solido  che  non  si  allunga  nè  si  accorcia, 
quando  il  centro  di  tensione  è sul  contorno  della  superficie  cen- 
trale; e che  vi  sono  alcune  fibre  che  si  allungano  ed  alcune  altre 
che  si  accorciano  quando  il  centro  di  tensione  trovasi  fuori  della 
superficie  centrale. 

13.3.  Problemi  sulla  determinaxione  della  superficie  centrale. 

— 1.  Determinare  la  superficie  centrale  per  una  sezione  rettangolare 
ABCD  (Jiij.  IH)  I cui  lati  All  e BC  fono  rispettivamente  m e n. 

Tirando  le  due  rette  xa' ed  yy'  le  quali  dividono  per  mezzo  i 
lati  opposti  si  ottengono  in  esse  gli  assi  principali  centrali  d'inerzia 
e nel  loro  incontro  0 risulta  il  centro  di  superficie  della  sezione 
proposta.  La  superficie  Q ed  i momenti  d'inerzia  1'  ed  T,  il  primo 
rispetto  all’asse  xx'  ed  il  secondo  rispetto  all'asse  yy’,  ammettono 
i valori 


Q = mn , 


nm^ 


per  cui  i quadrati  dei  raggi  di  girazione  a e b risultano 


r 1 


ù~n 


ti*. 


\ 

Siccome  la  sezione  di  cui  vuoisi  trovare  la  superficie  centrale 
è un  quadrilatero,  anche  quesl'ultima  deve  avere  forma  quadrila- 
tera, e per  trovare  un  suo  lato,  per  esempio  quello  corrispondente 
al  vertice  A,  non  si  ha  che  da  sostituire  nell’equazione  (1)  del 
precedente  numero  i trovati  valori  di  a*  e b*  non  che  le  coordi- 

i 

nate  dell’accennato  vertice  le  quali  sono  rispettivamente  X = — 


Così  procedendo  si  trova  l’equazioiie 
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0 6 


la  quale  evidcniemeiile  rappresenla  la  retta  che  congiunse  il  punto 

11  --  — 

E col  pillilo  F presi  in  modo  che  UE  sia  ^«=^110  e che  OF 

sia  = A II.  In  ciascuno  degli  altri  tre  angoli  rorinali  dagli 

assi  coordinati  xx'  ed  yy'  passanti  pel  centro  0 del  rettangolo  si 
troverà  una  retta  collocata  in  ima  posizione  simile , e quindi  ne 
deriva  che  la  superlìcie  centrale  è un  parulellogrararna  ì cui  vertici 
dividono  le  mediane  LM  e K1  in  tre  parli  eguali. 

II.  Determinare  la  superlìcie  centrale  per  una  sezione  circolare  ili 
raggio  OArrr  (fig.  112). 

Per  questa  sezione  i due  momenti  d’inerzia  F ed  I'  sono  eguali  e 
vengono  essi  dati  da 


\'=ì'  — 


1 

4' 


r 


.4 


Segue  da  ciò  che  i due  raggi  di  girazione  a e b sono  pure  eguali , 
che  i loro  quadrali  Irovansi  espressi  da 


1 


e che  l’ellisse  d’inerzia  è un  circolo  di  raggio  ^ r. 

S'immagini  ora  condotto  nel  circolo  dato  il  diametro  qualunque 
A B e cerchisi  il  centro  di  tensione  I)  su  questo  diametro  in  modo 
che  il  suo  estremo  B sia  il  punto  per  cui  passa  l’asse  neutro 
corrispondente,  il  quale,  dovendo  essere  parallelo  alla  tangente  in 
C alla  circonferenza  del  circolo  d’inerzia  sarà  perpendicolare  al  detto 
diametro  e quindi  tangente  alla  circonferenza  della  sezione  pro- 
posta. Perciò  si  adopera  l’equazrone  (2)  del  precedente  numero 
facendo  in  essa 

^=■00=^,  U=0B'=rr, 
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e si  ottiene  la  distanza  U|  = OD  ponendo 


U -P~- 

V,-  y_ 


r. 


Qucsl’espressione  di  U,  è inilipeiidcnlc  dalla  posizione  del  diametro 
A li  e lu  due  quantità  jt  cil  U che  in  essa  enlratie  sono  costanti, 
per  modo  che  lu  superGcie  centrale  è un  circolo  di  raggio  0 D 

= 7 r = yOA. 

4 4 

111.  Determinare  la  superficie  centrale  per  ma  corona  circolare  di 
raygio  interno  OC—re  di  raggio  esterno  i)k~r’  (Jig.  113). 

I due  momenti  d’inerzia  1'  ed  Tsono  eguali  fra  di  loro,  e lo  stesso 
avviene  pei  due  raggi  di  girazione;  si  ha 

I 


v=v=; 


a*  = t»  = 7-(r’«  + r'’) 


, • ; i / 

e quindi  l’ellisse  d inerzia  un  ^circolo^  di  raggio  - y gra- 

ficamente rappresentato  dalla  retta  06  determinata  col  tirare  la 
retta  E F e col  dividerla  per  metà  io  6.'  '11. 

Condotto  ora  un  diametro  arbitrario  AH  si  osservi  che 

p = Oir=||/r’»+r'«,  U=rÒB=r' 


c che  per  conseguenza  il  valore  di  U,  , somministrato  dall’appli- 
cazione deU’equaziune  (2)  del  numero  precedente,  è 


U,=^=: 


1 r'H-V* 
4 r' 


Questo  valore  di'ti,  , dipendendo  solamente  dal'.raggiV  ed  r'  i 
quali  sono  costanti,  è pure  costante  e quindi  la  superfìcie  centrale 
è un  cii'colo. 

Se  lo  spessore  della  corona  circolare  è assai  piccolo  si  può  assu- 
mere r'=r'  ed  allora  il  raggio  della  circonferenza  che  limita' la 

1 

superheie  centrale  diventa  ^r\ 
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134.  Solidi  prismatici  compressi  da  forse  parallele  ai  loro 
assi.  — Allorquaudo  la  forza  T’  {fig.  106)  la  quale  sollecita  un 
corpo  prismatico  non  secomio  il  suo  asse  ma  silibene  in  una  «lire- 
zioue  a questa  parallela,  supposta  trasportata  parallelamente  a se 
stessa  fino  a passare  pel  detto  asse,  tende  ad  avvicinare  la  sezione 
qualunque  CD  alla  sezione  vicinissima  A U,  precisamente  con  metodi 
in  tutto  analoghi  a quelli  che  vennero  seguiti  nei  numeri  126,  127, 
128,  129,  130,  131  e 132  si  possono  trovare;  le  equazioni  d’equi- 
librio fra  le  forze  estrinseche  e le  forze  molecolari;  la  direzione  e 
la  posizione  dell’asse  neutro;  la  pressione  riferita  all'uiiilà  di  su- 
perficie in  un  punto  qualunque  della  sezione  trasversale  del  solido  ; 
raccorciamenlo  siihito  da  un  elemento  di  fibra  qualunque  e quello 
subito  dall’elemento  di  fibra  media;  la  resistenza  riferita  all’uiiità 
di  superficie  opposta  dalle  fibre  maggiormente  compresse  e da 
quelle  maggiormente  allungate;  le  condizioni  e le  equazioni  di  sta- 
bilità; le  lìnee  di  egual  pressione;  le  posizioni  diverse  che  prende 
l’asse  neutro  col  variare  di  quella  del  punto  d'incontro  U della 
forza  premente  T"  colla  sezione  trasversale  del  corpo , il  qual 
punto  chiamasi  centro  di  pressione,  e la  superficie  centrale. 

Ritenendo  tutte  le  denominazioni  che  già  vennero  stabilite  nei 
citati  numeri  c brevemente  riepilogando  in  modo  conveniente  al 
caso  di  una  forza  premente  T"  tutte  le  forinole  che  già  vennero 
trovale,  si  ha: 

r Che  le  equazioni  d’equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e le 
forze  molecolari  sono 


EjVa  = r 

E®rcosvf=r» 


E^rsen  .f=T'»i  ; 

2’  Che  la  direzione  dell'asse  neutro  vien  determinata  da  una 
delle  due  equazioni 

I , l’ m 
tang^=p- 


. , ò’m 

U»8+=^-. 
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e che  quindi  è parallela  alla  tangente  all'ellisse  centrale  d’inerzia 
nel  punto  in  cui  viene  essa  incontrata  dai  piano  di  sollecitazione 
ossia  dalla  retta  che  unisce  il  centro  di  superficie  col  centro  di 
pressione; 

5*  Che  un  punto  dell’asse  neutro  trovasi  mediante  una  delle 
quattro  equazioni 


e che  il  centro  di  superficie  in  ogni  sezione  trasversale  del  corpo 
che  si  considera  cade  sempre  fra  il  centro  di  pressione  e l’asse 
neutro  ; 

4*  Che  la  pressione  q riferita  all’unità  di  superficie  in  un 
punto  qualunque  di  una  sezione  trasversale  del  corpo  si  ottiene  con 
una  delle  tre  equazioni 


che  questa  pressione  varia  proporzionalmente  alla  distanza  del 
punto  per  cui  viene  essa  considerata  dall’asse  neutro,  giacché  la 
prima  espressione  può  essere  posta  sotto  la  forma 
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T'  V-f-i' 

U V ’ 

ia  cui  V+c  è appunto  la  distanza  di  un  punto  qualunque  dal- 
l'asse neutro,  e che,  assumeiulu  T'  positiva  e dando  alle  quantità 
t>,  m,  n,  a:  ed  y i segni  che  loro  convengono  per  le  convenzioni 
stabilite  al  numero  12B,  il  valore  di  q che  ricavasi  rappresenta 
una  pressione  oppure  una  tensione  secondochè  è preceduto  dal 
seguo  H-  0 dal  segno  — . 

5'  Che  la  pressione  q^  per  l'elemento  di  fibra  media  vien 
data  da 


7.= 


r 

U 


ossia  che  il  detto  elemento  sopporta  la  stessa  pressione  qualunque 
sia  il  punto  d'applicazioue  della  forza  T'  e che  supporla  la  pret- 
sionc  tnedin; 

6”  Che  raccorciamonto  subito  da  un  elemento  di  libra  qua- 
lunque non  è altro  ebe  il  valore  di  : dato  daH'equazione 

K 


il  quale,  tenendo  conto  del  segno  di  q , rappresenta  un  accorcia- 
mento od  un  allungamento  secondo  che  risulta  positivo  o ne- 
gativo ; 

7*  Che  l accorciamenlo  corrispondente  aU'eiemento  d'  fibra 
media  è 


rj 

'‘“Etl 

ossia  che  l'elemento  di  fibra  media  subisce  lo  stesso  accorciamento 
come  se  la  forza  T'  fosse  non  solo  parallela  ma  proprio  diretta  se- 
condo l'asse  del  prisma  ; 

8"  Che  l'angolo  y esprimente  la  deviazione  della  sezion  retta 
del  prisma  si  può  calcolare  colla  furinola 

tang-/=^!  ; 
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9’  Che  le  resistenze  Q,  e Q,  oppnste  rispettivamente  dalle 
fibre  maggiormente  compresse  e da  quelle  maggiormente  allungate 
ammettono  i valori  assoluti 


1) 

4)^ 


10'  Che  le  equazioni  di  stabilità,  allorquando  si  conoscono  i 
coefflcieiili  di  snervamento  Q'  e Q'  il  primo  per  compressione  ed 
il  secondo  per  trazione,  sono 


e che  diventano  esse 


quando,  invece  dei  coeflìcieuti  di  snervamento,  si  hanno  i valori 
R*  ed  R'  dei  coeflicienti  di  rottura  il  primo  relativo  alla  compres- 
sione ed  il  secondo  relativo  alla  trazione; 

11*  Che  le  linee  di  egual  pressione  limitanti  la  superficie  cen- 
trale corrispondente  ad  una  data  sezione  si  possono  determinare 
eoirequazione 


^-1-^Y-|-ÌX=:0 
6*  0* 


nel  caso  di  una  sezione  poligonale,  e coll'equazione 
in  quello  di  una  sezione  a contorno  curvilineo  qualunque. 

L Aste  di  PAEBaiCAtE.  Retùlenza  dei  Materiali,  ecc. 
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135.  RipartÌEÌOBe  d’un  carico  totale  «olla  baae  di  un  prisma 
non  avente  aderenza  col  suo  appoggio.  — Allorquando  un  corpo 
prifiiTialico  è collocato  sulla  faccia  piana  di  un  resistente  ed  im- 
mobile appoggio  e che  trovasi  sottoposto  all'azioue  di  una  o più 
forze  la  cui  risultante  è parallela  all'asse  senza  però  pa.ssare  per 
l’asse  medesimo,  se  non  vi  ha  aderenza  fra  questo  corpo  ed  il  suo 
appoggio,  afiinrbù  l'equilibrio  esista,  devono  essere  necessariamente 
soddisfatte  queste  due  condizioni:  la  risultante  deve  passare  nel- 
l’interuo  del  minimo  poligono  convesso  che  contiene  tutti  i punti 
di  contatto  del  corpo  col  piano  su  cui  trovasi  collocato;  essa  deve 
agire  in  mudo  che,  supposta  trasportata  parallelamente  a se  stessa 
fino  ad  operare  secondo  l'asse , tenda  a serrare  il  corpo  contro 
la  sua  base. 

Suppongasi  ora  di  avere  un  prisma  sottoposto  all'azione  della 
forza  premente  T'  (Jig.  114),  per  il  quale  ti  ovansi  verificale  le  ac- 
cennale due  condizioni , e sia  da  trovarsi  la  pressione  riferita  alla 
unità  di  superficie  in  un  punto  qualunque  della  sua  base  AB. 

Due  casi  ben  diversi  si  possono  presentare  nella  risoluzione  di 
questo  problema:  il  primo  ha  luogo  quando,  supponendo  il  prisma 
prolungato  neH'interno  del  suo  sostegno  in  modo  che  AB  diventi 
una  sezion  retta  intermedia,  la  posizione  dcH'asse  neutro  per  della  , 

sezione  cade  fuori  di  essa,  cosicché  gli  elementi  di  fibra  che  l’at-  j 

traversano  si  trovano  compressi  ; il  secondo  si  verifica  quando  il 
detto  asse  neutro  cade  sulla  sezione  A B , cosicché  ha  luogo  ac- 
corciamento in  alcuni  elementi  di  fibra  ed  allungamento  in  alcuni  ‘ 

altri.  Il  primo  caso  avviene  quando  la  forza  premente  T'  agisce  ! 

ueU'inlerno  della  superficie  centrale  corrispondente  alla  sezion  retta 
AB  ossia  quando  eulro  detta  superficie  trovasi  il  centro  di  pres- 
sione H;  il  secondo  caso  ha  luogo  quando  questo  centro  H cade 
fuori  dell'iiidicata  superficie  centrale. 

Trovandosi  il  centro  di  pressione  nell'interno  della  superficie 
si  può  ammettere  che  le  cose  avvengano  come  se  realmente  avesse 
luogo  il  prolungamento  del  prisma,  giacché  la  mancanza  d'aderenza 
fra  la  base  di  detto  prisma  e la  superficie  su  cui  é collocato  non 
impedisce  alle  azioni  repulsive  necessarie  per  Tequilibrio  di  svilup- 
parsi come  in  un  corpo  continuo.  Segue  da  ciò  che  il  caso  in  cui  la 
forza  premente  agisce  neH'interno  della  superficie  centrale  non  ab- 
bisogna di  uno  studio  particolare,  e che  si  trova  esso  compreso 
nella  teoria  già  esposta  nei  precedenti  numeri  di  questo  articolo. 

Quando  il  centro  di  pressione  cade  fuori  della  superficie  centrale,  I 

l'asse  neutro  trovasi  nella  sezione  AB,  sopportano  una  pressione  I 


/ 
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tutti  i punti  collorati  dalla  stessa  parte  del  centro  di  pressione 
per  rapporto  aH'asse  neutro  e dovrebbero  sopportare  una  tensione 
tutti  quelli  situati  dalla  parte  opposta.  Ora,  questo  in  nessun  modo 
si  può  ammettere,  imperocché  l'appoggio  clic  sostiene  il  prisma  è 
bens'i  capace  di  esercitare  su  di  esso  delle  azioni  repulsive,  ma , 
mancandovi  l'aderenza,  non  si  comprende  come  possa  dar  luogo 
a delle  azioni  attrattive.  Quanto  si  è detto  in  questo  rapitolo  è 
adunque  insuflìciente  per  risolvere  il  problema  nel  caso  in  cui  il 
centro  di  pressione  cade  fuori  della  superfìcie  centrale  corrispon- 
dente alla  base  Alt,  ed  è necessaria  una  risoluzione  speciale  fon- 
data su  ciò  che  la  delta  base  d'appoggio  Al)  va  considerata  sic- 
come divisa  in  due  parli,  una  resistente  alla  pressione  e l’altra  non 
resistente  a sforzo  alcuno. 

136.  Determinazione  della  linea  che,  nella  base  di  un  solido 
prismatico  non  avente  aderenza  col  suo  appoggio  e eollecitato 
da  una  forza  premente  parallela  al  suo  asse , separa  la  parte 
premuta  da  quella  non  premuta;  modo  di  trovare  la  pressione 
riferita  all'unità  di  superficie  in  un  punto  qualunque  della  parte 
compressa;  come  si  deduce  la  pressione  massima  riferita  alla 
unità  di  superficie  e come  si  stabilisce  l'equazione  di  stabilità. 
— Nella  risoluzione  di  questo  problema  si  parte  dall’ipotesi  che, 
dopo  la  deformazione  prodotta  dalla  forza  premente,  i punti  d'una 
sezion  retta  qualunque  CD  (Jig.  114)  vicinissima  alla  base  AI)  si 
conservino  ancora  su  una  superfìcie  piana  C'D'  in  quella  parte  di 
della  sezione  in  cui  si  verifìcano  delle  pressioni.  Ammellendo  que- 
st'ipotesi risulta  che  nella  parte  premuta  la  pressione  riferita  al- 
l’unità di  superficie  segue  la  stessa  legge  della  pressione  o della 
trazione  in  un  punto  qualunque  della  sezione  trasversale  di  uii 
prisma  retto;  per  modo  che  basta  trovare  la  linea  di  separazione 
fra  la  superficie  premuta  e quella  sulla  quale  non  si  esercita  nè 
pressione  nè  tensione  , ed  una  volta  determinala  questa  linea  si 
può  far  astrazione  della  parte  non  premuta,  e determinare  nell’altra 
la  pressione  in  ciascun  punto  colle  formule  che  vennero  riportate 
al  numero  134. 

Innanzi  tutto  la  linea  di  separazione  che  vuoisi  trovare  è una 
linea  retta , giacché  , essendo  essa  il  luogo  in  cui  si  trovano  tulli  i 
punti  della  parte  resistente  della  base  pei  quali  non  vi  ha  nè  pres- 
sione nè  tensione,  costituisce  l'asse  neutro  di  detta  parte.  Che  poi 
quest'asse  neutro  si  debba  considerare  come  una  linea  retta,  imme- 
diatamente risulta  da  ciò  che , determinando  la  pressione  riferita 
all’unità  di  superfìcie  sulla  parte  premuta  della  base  con  una  delle 
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equazioni  del  citato  numero  434,  si  viene  ad  ammettere  l’esistenza 
di  lince  rette  di  egual  pressione  una  delle  quali  è appunto  l'asse 
neutro. 

Ciò  premesso,  ecco  come  in  ogni  caso  si  può  procedere  per  tro- 
vare approssimativamente  e per  tentativi  la  linea  di  separazione 
della  parie  premuta  da  quella  che  non  sopporta  sforzo  alcuno. 
Essendo  H il  centro  di  pressione,  ossia  l'iulersezione  della  forza 
premente  colla  base  del  prisma,  ed  essendo  AB  CD  {fig.  44.5)  il 
contorno  di  della  base,  in  una  direzione  qii.nlunque  XY  si  conduca 
una  serie  di  relt?  parallele  fra  le  due  posizioni  estreme  TT  e <»', 
tangenli  al  contorno  ABC D se  esso  è curvilineo  e non  aventi 
che  un  punto  comune  al  medesimo  quando  è poligonale;  e si  cerchi 
per  ciascuna  di  queste  linee,  per  esempio  per  EF,il  punto  H' , 
centro  di  pressione  neH’ipolesi  che  sia  EP  l'asse  neutro  corrispon- 
dente. Per  trovare  il  punto  H'  convien  determinare  il  centro  di 
superficie  della  figura  EBP,  descrivere  l’ellisse  centrale  d'inerzia 
corrispondente  abab',  condurre  a quest’ellisse  la  tangente  IK 
parallela  ad  EP,  unire  il  punto  di  contatto  I col  punto  6 e prolun- 
gare questa  retta  sino  al  suo  incontro  L rolla  EP,  misurare  Gl 
=peGL  = U,  e Gnalmenle  determinare  GU'=:U,  culla  nota  rela- 
zione (num.  434) 


Il  luogo  geometrico  di  tutti  i punti  così  ottenuti  conducendo  di- 
verse parallele  ad  EP  costituisce  una  curva  MN  che  parte  dal  peri- 
metro della  superficie  centrale  e va  al  perimetro  ABCD.  Facendo 
variare  la  direzione  XY  si  ottengono  altre  curve  analoghe  alla  MN 
tutte  irradianti  attorno  alla  superficie  centrale.  Determina  l'asse 
neutro  quella  di  queste  curve  che  passa  pel  centro  di  pressione  H;  e 
quella  retta  PQ,  cui  corrisponde  il  punto  H come  centro  di  pressione 
della  superficie  PBQ,  separa  la  parte  premuta  dalla  parte  che  non 
subisce  nè  pressione  nè  tensione. 

Allorquando  la  sezione  ABCD  ha  tal  figura  ed  il  centro  di  pres- 
sione H tal  posizione  da  conoscersi  già  preventivamente  la  direzione 
della  linea  di  separazione  della  parte  premuta  da  quella  che  non  lo 
è,  riesce  facile  il  trovare  la  distanza  del  centro  di  pressione  dalla 
linea  suddetta , ed  ecco  il  ragionamento  che  conduce  a questa  de- 
terminazione. 

Siano:  ABCD  (Jig,  44G)  la  base  per  la  quale  vuoisi  determinare  la 
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retta  che  separa  la'  parte  premuta  da  quella  che  non  solTre  afono 
alcuno;  Ox  la  domandala, retta  che  si  assume  come  asse  delle 
ascisse;  (iy  una  retta  ad  essa  perpendicolare  che  prendesi  per  asse 
delle  ordinale;  ed  H il  centro  di  pressione.  Se  prendesi  un  elemento 
di  superficie  qualunque  in  M e se  chiamansi 
to  la  supcriirie  di  detto  elemento, 
y l’ordinata  MM'  del  suo  centro, 
y^  l’ordinala  HH'  del  centro  di  pressione, 
siccome  la  pressione  riferita  airunilà  di  superficie  è proporzionale 
(num.  134)  alla  distanza  di  quest’elemento  dall’asse  neutro  si  ha: 
che  la  pressione  elementare  sulla  superfìcie  è espressa  da  Kuy  , 
essendo  K una  quantità  costante;  che  il  momento  di  questa  pressione 
rispetto  all'asse  Oo:  vale  Kr,>y’;  che  la  somma  KSoy  delle  pres- 
sioni elementari  deve  fare  la  total  forza  premente  T’  ; che  la  somma 
dei  momenti  di  tutte  le  pressioni  elementari  rispetto  a 
detto  asse  Oo;  deve  eguagliare  il  momento  T’y,  della  forza  T”; 
e che  per  conseguenza  risultano  le  equazioni 

r=KS..y, 

T'y,=KSo,y‘. 

Ponendo  nella  seconda  di  queste  equazioni  il  valore  di  T"  dato 
dalla  prima,  si  ottiene  la  seguente  equazione  determinalriee  della 
distanza  HH'=ry|  che  la  retta,  la  quale  separa  la  parte  premuta 
dalla  parte  che  non  sostiene  sforzo  alcuno,  ha  dal  centro  di  pres- 
sione H 


Swy  ■ 


La  pressione  q riferita  aH'unità  di  superficie  in  un  punto  qua- 
lunque della  parte  PltQ  della  base  A li  CD  (Jig.  115),  la  pressione 
massima  pure  riferita  all'unità  di  superficie  e Tequazione  di  sta- 
bilità, die  è quella  sola  relativa  alla  pressione . sì  ottengono  ap- 
plicando le  convenienti  formolo  del  numero  134  col  fare  totalmente 
astrazione  dell’altra  parte  PDQ. 

137.  Problemi  sulla  determinazione  della  linea  retta  che, 
nella  base  di  un  solido  prismatico  non  avente  aderenza  col  suo 
appoggio  e sollecitato  da  una  forza  premente  parallela  al  suo 
asse,  separa  la  parte  premuta  dalla  parte  non  premuta , sulla 
ricerca  della  pressione  massima  e della  conveniente  e<{uazione 
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di  •tabilitè.  — I.  Trovare  la  retta  che  separa  la  parte  premuta  da 
quella  che  non  sopporta  sforzo  alcuno,  la  pressione  massima  riferita 
all’uiiitù  di  siiper/icie  e l’equazione  di  stabilità  per  un  pilastro  a 
base  rettangolare  AUC  U (Jig.  1 17),  premuto  da  utia  forza  T'  la  quale 
agisce  nel  piano  perpendicolare  alla  base  del  pilastro  e passante  pei 
punti  di  mezzo  E ed  F dei  lati  opposti  B C cJ  A D. 

Ili  questo  caso  le  linee  ili  egual  pressione  sulla  superficie  pre- 
muta sono  evidenleniente  linee  rette  perpendicolari  ad  EF,  giacché, 
assegnando  ad  e.sse  questa  direzione,  la  superficie  separala  dall'asse 
neutro  riesce  un  rettangolo  il  cui  lato  parallelo  a BC  è anche  pa- 
rallelo alla  tangente  all'ellisse  centrale  d'inerzia , corrispondente 
al  detto  rettangolo , nel  punto  in  cui  vien  essa  incouirala  dalla 
retta  che  unisce  il  centro  di  superficie  del  rettangolo  medesimo, 
il  qual  ccutro  è sempre  posto  sulla  retta  EF,  col  centro  di  pres- 
sione II. 

Gin  premesso,  ponendo  AB=:a  e BGrrb,  essendo  0 il  centro 
deiriutiero  rettangolo  ABCD,  Il  il  centro  di  pressione  e trovan- 


dosi esso  nella  superfìcie  centrale  per  cui  il  rapporto 


OH 

(TE 


m 


riesce  (num.  135),  l'asse  neutro  è una  retta  UU  la  cui  distanza 

OT  dal  centro  0 vien  data  dall'ultima  delle  formolc  stabilite  al 
numero  154.  In  questa  formola  bisogna  porre  invece  di  G’  il  valore 
del  quadrato  del  semi-asse  dell'ellisse  centrale  d'inerzia  disposto 

secondo  FE  che  vale  -j^o’  ed  invece  di  la  distanza  OHzrm.OE 


4 

=z^ma,  per  cut 


V 


La  pressione  massima  ha  luogo  nei  punti  maggiormente  distanti 
dall'asse  neutro  e quindi  in  tulli  i punti  dello  spigolo  B C e , fa- 
cendo neH'csprcssione  di  Q,  del  numero  134,  Q = a6,  v'=l,a  e 

2 


V = 


a 

r. — SI  trova 
om 


rpf* 


* -t-3  w ). 
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L'equazione  di  stabilità  , nel  caso  in  cui  sia  noto  il  coerScìente  di 
rottura  per  pressione,  evidentemente  risulta 

Quando  il  centro  di  pressione  H cade  fuori  della  superGcie  cen- 

trale,  la  qual  cosa  ha  luogo  se  m > ^ , cliianiando  Y la  distanza 

EL  della  domandata  retta  K1  separante  la  parte  premuta  della 
base  AliCD  dalla  parte  che  non  sopporta  sforzo  alcuno  e pren- 
dendo come  elemento  di  snpertìcie  una  lista  rettangolare  MNnm 
di  lati  MN=^cd  M/n=(iy,  si  faccia  nell'ultima  equazione  del 
precedente  numero 

y,  = HL=EL-ÈH=Y-|a(I— m) 


Si  ottiene  «llora  l'equazione 

Y — — m)=|Y 


d'onde 

cosicché  il  lato  KI  del  rettangolo  premuto  IBCK  avente  il  suo 
centro  in  G dista  dal  lato  BC  del  triplo  della  distanza  EH  = 

io(l — m)  del  centro  di  pressione  dallo  stesso  Iato. — Venendo  ora 

a cercare  il  valore  Q,  della  massima  pressione  riferita  all'unità 
di  superGcie , basta  osservare  che  essa  si  veriGca  in  tutti  i punti 
di  BC  giacché  sono  questi  punti  quelli  che  maggiormente  disiano 
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dall’asse  neutro  IK,  e che  per  couseguenia  TÌen  data  dalla  for- 
mola  stabilita  al  numero  i34  per  trovare  il  valore  di  Q|  facendo 
in  essa 

Q=TKXÈL=|aò(1— *n), 
t''zzGE  = ^a  (i  — tJi), 


V = GL  = ja(1— m). 


n valore  di  Q,  adunque  risulta 


T"  4 
— 3(1  ~m)’ 

e l’equazione  di  stabilità , nel  caso  in  cui  si  conosce  R"  ossia  il 
coefficiente  di  rottura  per  schiacciamento,  è (num.  154) 


r _4_ 
o6  3(1  — m) 


=n"R". 


II.  Trovare  la  retta  la  qtmle  separa  la  parte  premuta  da  quella 
che  non  sopporta  sforao  alcuno,  la  pressione  massima  riferita  all’unità 
di  superficie  e l'equazione  di  stabilità  per  un  sostegno  a base  circo- 
lare che  si  trova  sotto  l'azione  di  una  forza  premente  T*  diretta  pa- 
rallelamente al  suo  asse. 

Sia  r il  raggio  OC  {fig.  118)  della  base  circolare  dei  sostegno, 

H il  centro  di  pressione  ed  m il  rapporto  Se  m<^  il  centro 

Uta  4 

di  pressione  (num.  133)  trovasi  neH’inlerno  della  superficie  cen- 
trale e quindi  tutta  la  superficie  del  circolo  di  raggio  r sopporta 
1 

pressione;  se  invece  il  centro  di  pressione  non  cade  nella 

superficie  centrale  ed  importa  allora  di  determinare  la  retta  ohe 
separa  la  parte  premuta  da  quella  che  non  supporta  sforzo  alcuno. 

Incominciando  dall’esaminare  il  caso  in  cui  m<  7,  l’asse  neutro 

è una  retta  EF  posta  fuori  della  data  sezione  circolare  AB  CD, 
ed  è nel  punto  C che  ha  luogo  la  massima  pressione  Q4  riferita 


1 

1 
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all’tinilà  di  superBcie.  Per  trovare  questo  valore  di  bisogna 
esprimere  in  funzione  di  r e di  m le  quantità  Q>  v'  e V che  en- 
trano nella  formola  stabilita  al  numero  134  per  trovare  la  pres- 
sione massima  riferita  all'iinilà  di  superdeie.  In  quanto  alla  super- 
ficie Q della  base  premuta  vale  nr’;  la  distanza  V=OM  del- 
l’asse neutro  EP  dal  centro  0,  essendo  l'ellisse  centrale  d'inerzia 


no  circolo  di  raggio  ^ r (num.  133)  e quindi  essendo  la  linea  di 

egual  pressione  perpendicolari  a Oli  vien  data  dalla  formola  del 
numero  134  esprimente  il  valore  di  V quando  in  essa  si  faccia 

0 ' V • h V ' 

Gzz:^r  e \^z=mr,  per  cui  si  ha  Vr 


m r 


~ T — ; finalmente  . 
4tn 

essendo  in  C il  punto  di  tutta  la  sezione  proposta  il  quale  sop- 
porta la  maggior  pressione  riferita  all'iinità  di  superficie , si  ha 
o'=(TC=r.  Sostituendo  i trovati  valori  di  Q.v'eV  nell’espres- 
sione di  Q,,  si  ha 

.1  ,,t. 

::  tì-'V,  ir  T'  ' ‘ 


e quindi  l'equazione  di  stabilità,  quando  si  conosce  il  coefficiente 
di  rottura  per  compressione  per  la  materia  di  cui  il  sostegno  è' 
costituito  alla  sua  base,  risulta 


(l-+-4m)=n'R'. 


n problema  diventa  più  complicato  allorquando  il  centro  di  pres- 
sione H cade  fuori  della  superficie  centrale,  la  qual  cosa  avviene 
1 

quando  m > ^.  In  questo  caso,  essendo  I K la  retU  che  separa  il 

segmento  ICK  su  cui  si  verifica  compressione  dall’altro  lAK  sul 
qnale  non  ha  luogo  nè  compressione  nè  estensione  , convien  de- 
terminarla di  posizione  servendosi  dell'ultima  equazione  del  pre- 
cedente numero.  Assumendo  come  incognita  l'angolo  C0K  = 9>  che 
il  raggio  OK  fa  col  raggio  OC  il  quale  unisce  il  centro  C della 
intiera  base  del  sostegno  col  centro  di  pressione  H , si  divida  la 
superficie  ICK  mediante  rette  parallele  alla  corda  IK,  presa  come 
as.se  delle  ascisse  coll'origine  in  L , in  superficie  rettangolari  ele- 
mentari lunghe  2x  ed  alte  dy  e si  osservi  che 


< 
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j/,:=LH  r=OH-f-OL=:  r(m — cosip), 
i.)=ixdy, 

* LC^=C0+0L=:r(1  — cosp). 

Partendo  ora  dall'ultinia  forniola  del  numero  precedente , sosti* 
tuendo  in  essa  i trovati  valori  di  y,  c di  m,  e ponendo  invece  del 

simbolo  X il  simbolo^  preso  fra  limili  convenienti  dopo  di  avere 

moltiplicati  i due  membri  di  detta  formola  per  l'uy  , si  ottiene 
l'equazione 

/•r(1 — cosip)  rr(i — cos(p) 

r(m— cosip)  ( xydy=f  xy’dy  (1), 

Jo  .lo 

nella  quale  a;  ed  y non  rappresentano  più  che  le  coordinate  d’un 
punto  qualunque  D deH’arcn  CK  per  rapporto  ai  due  assi  ortogo- 
nali Lx  ed  Ly.  Ora,  se  appellasi  l'angolo  COD  che  fa  col  raggio 
OC  il  raggio  OD  diretto  all'indicalo  punto,  si  ha 


( x=FD=rsen'f, 

y=(5F-|-0ir=r(cosvf' — cos  p), 
dy  = — r Benedi'. 

Questi  valori  dì  x,  y e dy  posti  nell'equazione  (I)  portano  a can- 
giare la  variabile  y nella  i{^ , e per  estendere  gli  integrali  quanto 
quelli  della  citata  equazione,  bisogna  prenderli  fra  i limili  «f  = p 
e =0,  per  cui  si  ha 

ff  ff 

(m — cosf)  jsen*>f(co8'f — cosp)(l'f=jsen’'i'{cos'f — co8p)*d>f  (2). 
.lo  Jo 

Per  elTettiiare  le  integrazioni  che  entrano  in  quest'equazione  basta 
rammentare  che 


/• 


sen’vf  cos'f  dif  — ^ sen^'f  , 
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1 1 

sen’  — gSen>fcos»f, 


11  1 

sen’xf'cos'^f  ti»f  = gif+^sen^»fcosif — gsen  >f  cos'f. 


i quali  iniegrali,  presi  fra  i limili  0 e f e soslituiti  neH'equazione 
(2),  conducono  ad  olicncrc 

(m  — cos  p)  sen*  p — ^ p cos  p + 1 sen  p cos’ 

11  1 2 1 
= gp-h^scn’fcosp — gsenpcosp— gsen’pcosp-l-gpcos’p 

1 

— ^senpcos'p, 


dalla  quale  si  ricava 

1 1 


m: 


^p — g sen’pcosp — ^senpcosp 

■ — 2 , 

g sen’  p — p cos  p-d-  sen  pcos’  p 


ossia  ancora,  ponendo  ^ fattor  comune  al  numeratore  ed  d^ser- 
2 1 

vando  che  gsen* p=sen’ p — gsen’p,  e che  sen*p+cos’p=l  , 


m= 


^ p— sen  p cos  p — g sen*  p cosp 

1 ; • 

sen  p — pcosp — gsen*  p 


Delle  due  quantità  m e p che  entrano  in  quest’equazione  la  prima 
è nota,  e quindi  per  tentativi  si  può  trovare  la  seronda  ossìa  l’an- 
golo COK  = p.  Una  volta  determinato  quest’angolo,  egli  è evidente 
che  rimane  fìssala  la  posizione  della  corda  IK  la  quale  separa  la 
parte  premuta  ICK  deU'inliera  base  dalla  parte  lAK  che  non  sop- 
porta nè  pressione  nè  estensione,  ed  altro  più  non  rimane  a farsi. 
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per  giungere  alla  completa  risoluzione  del  problema,  che  trovare 
la  pressione  massima  riferita  all'tinilà  di  superficie  prodotta  nel 
prisma  avente  per  base  il  segmento  circolare  ICK  dalla  forza  nota 
T"  applicala  nel  punto  H talmente  collocato  da  essere  I K l'asse 
neutro  corrispondente.  Perciò  si  osservi:  che 

LK  = rsenf,  L0  = — rcosf; 

che  la  superflcie  Q del  segmento  ICK,  somma  di  quella  del  settore 
OICKO  con  quella  del  triangolo  lOK,  vien  data  da 

Q =r  r*  (p — sen  p cos  p) , 

essendo  p la  lunghezza  dell’arco  di  raggio  eguale  all’nnità  chiu- 
dente l'angolo  COK;  e che  la  distanza  06=:d  dal  centro  di  su- 
perfìcie 6 del  detto  segmento  dal  centro  0 del  circolo,  cui  il  seg- 
mento stesso  appartiene,  ammette  il  valore 

i 

— I K* 

^ 12  2 rsen^  p 

superficie  ICK  3 p — senpcosp' 

Il  ponto  della  base  premuta  ICK  nel  quale  ha  luogo  la  maggior 
pressione  riferita  all'unità  di  superficie  è quello  che  maggiormente 
dista  dall'asse  neutro  IK,  ossia  c il  punto  C.  Questa  pressione 
mas|ima  si  ha  ponendo 

3 P — senpcosp 

V=LG=X15-|-DG^=: — r cos  p+d 

I — 3pcosp+3senpcos*p-f-2sen’p 

3 p — senpcosp  ’ 

ed  il  trovato  valore  di  ù nell'espressione  di  Q,  del  numero  134. 
Fatte  tutte  le  riduzioni,  si  ottiene 

^ _T"  i— cosp 

senp — pcosp — ^sen’p 
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e quindi  requazione  di  stabilità.  Dell'ipotesi  cbe  si  conosca  il  coef- 
ficiente di  rottura  per  pressione,  risulta 

r L-.cosp 

r’  1 

senp—  pcosf — gsen’f 

138.  Applicazione  della  teoria  esposta  nel  presente  capitolo 
al  caso  di  corpi  prUmatici  ed  omogenei  disposti  coi  loro  ansi 
verticali  tenendo  anche  conto  dei  loro  pesi,  al  caso  di  corpi 
non  prismatici  ma  ad  asse  rettilineo,  e restrizioni  a cni  la  me- 
desima teoria  va  soggetta  in  alcuni  casi  particolarL  — Allor- 
quando un  corpo  prismatico  disposto  col  suo  a.sse  verticale,  tro- 
va.si  assoggettalo  aH’azione  di  una  forza  tendente  od  a quella  di 
una  forza  premente,  se  le  dimensioni  del  corpo  sono  considerevoli 
non  si  può  generalmente  trascurare  l’azione  del  proprio  peso  nel 
calcolo  delle  tensioni  o delle  pres.sionì  per  i diversi  pnnli  di  una 
sezione  qualunque  CD  (/i^.  105  e 106),  e per  tenerne  conto  bisogna 
assumere,  come  forza  tendente  nel  caso  della  figura  105  la  risul- 
tante della  forza  T'  e del  peso  della  parte  di  corpo  superiore  alla 
sezione  CD,  come  forza  comprimente  nel  caso  della  figura  106  la 
risultante  della  forza  T'  e del  peso  della  parte  di  corpo  posta  pure 
superiormente  alla  sezione  CD.  Per  centro  di  tensione  o di  com- 
pressione poi  non  si  deve  assumere  il  punto  d'applicazione  H della 
forza  T'  o della  forza  T"  sulla  sezione  CD , ma  sibbene  il  punto 
d’applicazione  dell’indicata  risultante. 

Allorquando,  invece  di  un  corpo  prismatico,  si  ha  da  considerare 
un  corpo  ad  asse  rettilineo  con  sezione  normale  all'asse  variabile 
da  un  sito  aU'allro , la  teoria  che  venne  esposta  sulla  flessione  dei 
solidi  prismatici  posti  sotto  l'azione  di  forze  parallele  ai  loro  assi 
si  può  ancora  applicare  ed  ottenere  cosi  le  tensioni  o le  pressioni 
le  quali  si  verificano  nei  diversi  punti  di  parecchie  sezioni  dei  so- 
lido pel  quale  si  vogliono  studiare  le  condizioni  d’equilihrio. 

Quando  la  massima  tensione  o la  massima  pressione  riferita  alla 
unità  di  superficie  varia , per  un  solido  assoggettalo  aH'azioue 
di  forze  parallele  al  suo  asse , da  sezione  a sezione , imporla  di 
determinare  la  sezione  pericolosa  che  è quella  per  rapporto  alla 
quale  ha  il  più  gran  valore  il  coefficiente  di  stabilità , ossia  il  quo- 
ziente della  massima  tensione  o della  massima  pressione  riferita  alla 
unità  di  superficie  per  il  relativo  coefficiente  di  snervamento  o di 
rottura.  La  massima  tensione  e la  massima  pressione  riferita  alla 
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unità  di  super6cie  non  sono  altro  che  le  resistenze  all’allungamento 
ed  airaccoreiamento  rispettivamente  opposte  dalle  fibre  maggior- 
mente allungate  e da  quelle  maggiormente  compiesse;  queste  resi- 
stenze si  possono  adunque  ritenere  siccome  eguali  alle  forze  traenti 
0 comprimenti  da  applicarsi  per  ogni  unità  di  superficie  della  se- 
zione di  dette  fibre  per  produrre  gli  allungamenti  e gli  accorcia- 
menti che  eflettivamente  subiscono  le  fibre  maggiormente  allungate 
e quelle  maggiormente  compresse,  e quindi  la  regola  data  per  tro- 
vare la  sezione  pericolosa  è perfettamente  in  accordo  con  quella 
dei  numeri  20 , 21  e 43. 

Vi  sono  poi  dei  casi  in  cui  le  ipotesi  sulle  quali  si  fonda  la 
teoria  che  venne  esposta  in  quest'artìcolo  in  nessun  modo  si  tro- 
vano verificate.  Cosi,  se  una  colonna  in  metallo  di  piccolo  diametro 
e portante  un  peso  si  appoggia  su  un  largo  zoccolo  in  pietra,  si 
può  colle  formole  che  vennero  stabilite  deternu'nare  la  pressione  in 
ciascun  punto  della  colonna;  ma  non  conviene  njiplicarle  alla  de- 
terminazione delle  pressioni  sulla  superficie  superiore  del  zoccolo, 
giacché,  a motivo  della  deformazione,  questa  superficie  non  può  ri- 
manere piana  come  si  è ammesso  nella  deduzione  delle  indicate 
formole,  ma  ha  luogo  una  certa  depressione  nei  dintorni  dei  punti 
che  direttamente  si  trovano  sotto  l'azione  della  colonna  stessa. 
Osservando  però  che  questa  deformazione  è locale  e che  essa  va 
diminuendo  a misura  che  nel  zoccolo  si  considerano  delle  sezioni 
sempre  più  distanti  dalla  sua  superficie  superiore;  agevolmente  si 
comprende  come  si  possa  far  uso  delle  formole  per  studiare  la 
maniera  con  cui  si  ripartisce  la  pressione  su  una  sezione  del  zoc- 
colo posta  a sufllcientc  disianza  dalla  sua  faccia  superiore.  Una 
analoga  eccezione  in  generale  ha  luogo  per  tutti  i punti  di  quei 
corpi  a cui  direttamente  si  applicano  delle  forze  considerevoli,  i 
quali  punti  vengono  rinforzati  con  un  eccesso  di  materia  di  cui  i 
costruttori  ben  conoscono  la  necessità.  Queste  osservazioni  vennero 
fatte  per  rammentare  al  costruttore  quanto  importi  di  non  dare  alle 
formole  teoriche  un’estensione  più  grande  di  quella  di  coi  sono  su- 
scettive; è necessario  di  aver  presenti  in  ciascuna  applicazione  le 
ipotesi  su  cui  si  fondano  le  formole  che  si  voglione  impiegare  e ren- 
dersi conto  fino  a qual  punto  trovansi  esse  soddisfatte,  se  pur  non 
vuoisi  andar  incontro  a gravi  inconvenienti,  non  derivanti  da  imper- 
fezioni di  teoria,  ma  da  imperizia  neH'applicarla. 

139.  Flessione  di  un  solido  prismatico  nel  quale  le  dimen- 
sioni delta  sezione  trasversale  sono  piccole  in  confronto  del- 
l'alteuia.  — Se  considerasi  uu  solido  prismatico  fissato  per  l’estremo 
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A {fig.  119),  compresso  nella  direzione  deU’assc  all'altro  estremo 
U,  e se  almeno  una  delle  dimensioni  della  sezione  trasversale  è pie- 
cola  in  confronto  deH’altezza , agevolmente  si  comprende  come  vi 
possano  essere  delle  cause  accidentali  capaci  di  fer  inflettere  il 
corpo  e come  il  medesimo  possa  dopo  rimanere  ad  asse  curvilineo 
e mantenersi  così  in  equilibrio  sotto  l’azione  della  forza  compri-' 
mente  T. 

1 difetti  d'omogeneità  nella  materia  costituente  il  solido,  il  modo 
con  cui  aU'estremità  riceve  l'aziooe  della  forza  premente,  la  dis- 
posizione e la  forma  dei  ritegni  che  lo  obbligano  a prendere  in 
alcuni  sili  questa  anziché  quell'altra  disposizione  influiscono  sulla 
direzione  del  piano  in  cui  viene  a trovarsi  la  curva  B'UA  secondo 
la  quale  si  dispone  l'asse  primitivo  BA.  Nel  caso  però  di  un  corpo 
il  quale  può  essere  considerato  siccome  perfettamente  omogeneo 
e come  libero  d'inflettersi  in  qualunque  direzione  passante  per 
l’asse  primitivo,  è naturale  l'ammeltere  che  l'accennato  piano  sia 
quello  cui  corrisponde  il  momento  di  flessibilità  di  minor  valore, 
ossia  quello  che  è perpendicolare  al  maggior  asse  principale  del- 
l’ellisse centrale  d’inerzia  della  sezione  trasversale  , c che  quindi 
in  un  solido  con  sezione  rettangolare  sia  perpendicolare  al  lato 
maggiore  della  sezione  medesima. 

Nei  numeri  che  immediatamente  seguono  si  risolveranno  alcuni 
problemi  relativi  ai  solidi  prismatici  verticalmente  disposti  e cari- 
cati di  un  peso  alla  loro  base  superiore , ossia  verranno  trattate 
le  piu  importanti  quistioni  pratiche  riferentisi  ai  lolidi  caricali  di 
punta;  si  ammetterà  che  il  piano  di  flessione  sia  perpendicolare 
al  maggior  asse  principale  dell'ellisse  centrale  d’inerzia  della  se- 
zione trasversale  del  solido  che  si  considera;  ad  imitazione  di 
quanto  finora  venne  fatto  da  tutti  gli  autori  che  trattarono  que- 
st’argomento , si  supporrà  che  l'asse  neutro  in  ciascuna  sezione 
passi  pel  suo  centro  di  superficie;  e quindi  l’equazione  (3)  del  nu- 
mero 106  sarà  quella  che  verrà  adottata  per  esprimere  che  il  mo- 

mento  resistente  alla  flessione  in  una  sezione  qualunque  deve 

eguagliare  il  momento  inflettente  u rispetto  all’asse  delle  fibre  in- 
variabili della  stessa  sezione. 

140.  Problemi  sulla  flessione  dei  aolidi  prUmatioi  caricati  di 
punta.  — I.  Flesiione  di  un  solido  prismatico  caricalo  di  punta , 
appoggiato  in  {pg.  i\9  ) ad  un  piano  orizzontale  psso  colla  sua 
base  inferiore,  costretto  a mantenere  il  centro  di  superficie  della  sua 
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baie  tiiperiore  sulla  verticale  passante  per  quella  della  base  inferiore  e 
oosnpretso  dal  peso  T agente  nella  direzione  dell' accennala  verticale. 

Si  aKKuma  per  origine  di  coordinate  il  centro  di  superflcie  A della 
base  inferiore,  per  asse  della  ascisse  la  verticale  Az  e per  asse  delle 
ordinalo  la  orizzontale  A u posta  in  quel  piano  in  cui  viene  a disporsi 
la  curva  B'CA  presa  dall’asse  del  solido.  Considerando  nel  corpo 
una  sezione  qualunque  passante  pel  punto  m del  suo  asse  B'CA  di 
coordinale  Km'—s  ed  m'm  = u , l'equazione  esprimente  che  vi  è 
equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e le  forze  molecolari  è quella 
che  si  ottiene  ponendo  che  il  momento  resistente  alla  flessione  deve 
essere  eguale  al  momento  inflettente  rispetto  all'asse  delle  Altre  in- 
variabili contenuto  in  detta  sezione;  e per  conseguenza,  siccome 
il  momento  inflcUenle  rispetto  all'asse  delle  flbre  invariabili  pas- 
sante per  m vien  espresso  da  — Tu,  si  ha 


E 


(1)- 


Per  integrare  quest'equazione  differenziale  del  secondo  ordine  si 
faccia 


d’onde 


. du 
dz= — 
P 


ePu ^ pdp 

di*  d z du  ' 


. (Pu 


Sostituendo  il  valore  di  ^ nella  (1)  risulta 


cpdpz=i — Turili , 


dalla  quale,  integrando,  chiamando  C una  costante  e ponendo  in- 
vece di  p il  suo  valore  ^ , si  ricava  la  seguente  equazione  dilfe- 
renziale  del  primo  ordine 


1 ^du\^  1 

rKcTzJ  ““2 


u’-4-C. 


Passando  ora  alla  determinazione  della  costante  C,  si  osserva 
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che  la  tangente  alla  corra  B'CA  nel  suo  punto  di  mezzo  C deve 

essere  parallela  all'asse  della  s e che  quindi  per  tal  punto  il 

deve  essere  nullo.  Segue  da  ciò  che,  chiamando  > l’ordinata  C'C  del- 
l'accennalo  punto,  immediatamente  si  ha 


per  cui 

Separando  le  variabili,  si  ottiene 


integrando  coll' osservare  che  per  z=0  si  deve  avere  u=0,  risulta 


e quindi 


it::=4sen|/-i  (2). 

Quest'equazione  rappresenta  la  sinusoide  secondo  cui  si  dispone 
l'asse  primitivo  AB  prendendo  la  posizione  ACB';  ma  questa  curva 
non  si  può  dire  determinata  Gnchè  non  si  conosce  la  sua  ordinala 
massima  o saetta  s. 

Chiamando  a la  lunghezza  primitiva  AB  del  corpo  ed  osservando 
che  nei  limili  delle  flessioni  ammissibili  in  pratica  si  può  ritenere 
AB'=:AB,  facendo  :=a  nell'equazione  (2)  si  deve  avere  u = 0, 
per  cui 


L'Aan  DI  ruDUCAM. 
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ossia  o |/  j deve  essere  nn  ronltiplo  della  mezza  circonferenza,  o 

in  altri  termini,  indicando  con  t un  numero  intiero  qualunque  ed 
essendo  7:  il  noto  rapporto  della  circonferenza  al  diametro,  si  deve 
avere 

(3). 

d'onde 


T 


Ponendo  in  quest'equazione  la  serie  nei  numeri  interi  i,  2,  5, 
si  trovano  i seguenti  valori  particolari  T,,  T„  T, di  T 


T,=:4^^  T,=9^, 


i quali  portano  a conchiudere  essere  i diversi  valori  di  T eguali 

77*6 

alla  quantità  moltiplicata  per  i qiiailrati  dei  numeri  naturali  ; 

essere  T,  l'or  indicata  quantità , ossia  il  più  piccolo  valore  che 
prende  T ; e per  conseguenza  non  potersi  verificare  flessione  sotto 

7t*£ 

l'azione  di  detta  forza  se  essa  non  raggiunge  almeno  il  limile  - y- 


Ricavando  ora  il  valore 
nell'equazione  (2)  si  trova 


.|/I 


dall'equazione  (3)  e sostituendolo 


u=ssen 


tnz 


Per  i valori  di  z espressi  da 


Z = 2t,  Z = 3t, 

t t t 


Z=(t— 1)y,  3=0, 


— diventa 
a 


un  multiplo  della  mezza  circonferenza  e quindi  dalla 
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ultima  equazione  si  deduce  che,  pei  delti  valori  di  z , u diviene 
zero.  Se  poi  nella  stessa  equazione  si  pongono  per  z i precedenti 

valori  diminuiti  di  ^ -r  si  ottiene  che  i valori  di  u diventano  al- 

2 t 

ternativamente  s e — s.  Segue  da  ciò  che  la  sinusoide  secondo  mi 
si  dispone  l'asse  primitivo  Alt  sarehhe  disposta  come  lo  indica  la 
figura  119  nel  caso  di  t:=:l  , come  lo  dimostra  la  figura  120  nel 
caso  di  1 = 2,  come  appare  dalla  figura  121  nel  caso  di  i = 3 e 
come  è indicalo  nella  figura  122  nel  caso  di  i=4;  ed  in  gene- 
rale si  può  stabilire  che,  qualunque  sia  il  valore  di  i,  esso  corri- 
sponde al  caso  di  una  curva  la  quale  attraversa  i — 1 volle  la 
verticale  Az. 

II.  Flesuione  di  un  solido  prismatico  caricato  di  punta  vertical- 
mente incastrato  all’estremità  inferiore  A (/tr/.  123)  e libero  all'estre- 
mità superiore  B sulla  quale  agisce  la  forza  premente  T. 

Si  chiami  a la  lunghezza  primitiva  del  solido  alla  quale  si  può 
ritenere  siccome  scnsihilmentc  eguale  la  proiezione  AB'  del  suo 
asse  deformato  AB  sulla  verticale  Ar,  e si  assumano  le  direzioni 
degli  assi  coordinali  come  nel  precedente  prnhiema  coll'avvertenza 
che  la  parte  positiva  dclTassc  delle  ordinale  risulti  da  quella  parte 
verso  la  quale  dopo  la  deformazione  viene  a disporsi  l'asse  nel 
corpo.  Il  momento  ini'ellentc  rispetto  all'asse  delle  fibre  invaria- 
bili di  una  sezione  qualunque,  il  cui  centro  di  superficie  è rappre- 
sentalo nel  punto  m di  coordinale  km'—z  e mm'—u,  vicn  espresso 
da  T (.<  — «),  essendo  s l'ordinala  massima  ossia  quella  corrispon- 
dente all'estremità  libera  B dcH'usse  AB  dopo  la  flessione, e quindi 
l'equazione  di  equilibrio  fra  i momenti  delle  forze  estrinseche  e 
delle  forze  molecolari  ris|)etlo  al  detto  asse  di  fibre  invariabili  ri- 
sulta (uum.  loti) 

dUi  . 

^d7.=T(*~u). 


Quest’equazione,  facendo  ^=pcd  eliminando  come  nel  precedente 
problema  la  variabile  z,  conduce  a 

ipdp  — — T(s — u)d{s — !() 

la  quale,  in  seguito  ad  una  prima  integrazione  falla  col  determi- 
nare la  costante  in  modo  che  per  ii  = 0 sia  = dà 
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f 


e 


T[^ 


Separando  le  variabili  quest'ullima  equazione  può  esser  scritta 


dz  = 


— d{s—u)  . 

— (S — «)’ 


la  quale , integrata  col  determinare  la  costante  in  mudo  che  per 
u = 0 sia  z = 0,  conduce  a trovare 


d'onde 


(4). 


Quest’equazione  è quella  della  curva  AB  secondo  cui  si  dispone 
l’asse  del  solido  dopo  la  Dessione  la  quale , come  nel  problema 
precedente , nou  si  può  dire  determinata  Giichè  non  si  conosce 
l’ordinata  B'itrrr  rappresentante  lo  spostamento  subito  dal  centro 
di  siiperticie  della  base  superiore  dalla  verticale  Az. 

Ponendo  nella  precedente  equazione  z=a  il  valore  di  u diventa 
$,  per  cui  risulta 


cosj/^  a = 0. 

Segue  da  ciò  che  a |/~  deve  essere  un  multiplo  impari  del  quarto 


di  circonferenza,  ossia  ebe,  essendo  i un  numero  intiero,  si  deve 
avere 
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d'onde 


(5), 


T_(l*+')Vc 

- 4 a»  • 

Se  in  questa  equazione  invece  di  i si  pone  la  serie  dei  numeri  0, 

I,  2 si  ottengono  i seguenti  valori  particolari  T^,  T,,  T,, 

di  T 


dai  quali  si  deduce  : essere  i diversi  valori  di  T eguali  alla  quan* 

jji  e 

titàni  moltiplicata  per  i quadrati  dei  numeri  impari;  essere  T, 

l’or  indicata  quantità  e quindi  il  più  piccolo  valore  che  prende  T; 
non  potersi  veriticare  flessione  sotto  l’azione  della  forza  premente 
se  essa  non  raggiunge  il  detto  più  piccolo  valore. 

Ricavando  ora  il  valore  di  |/^ 
dolo  nell’equazione  (4),  si  trova 


dall’equazione  (5)  e sostituen- 
] (6)- 


(2i-+-1)it 

COS  — 3 


Ha 


Quest’equazione,  facendo  successivamente 
z=:0,  z=^, 


I-+-1’ 

_o 

’2i^’ 


^T+1’  2t-f-r 


z — 4.,.  . ,,  * — 


1=7 


z=(/-i) 


a 

2^4^’ 


a 

274^* 
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dà  soltanto  qiiallro  valori  di  ii  i quali  sono  0 , s , 2 $ ed  j ed 
i quali  surcessivaiiieiite  si  riproducono.  — Nel  caso  di  i=0  si 
ha  2i  + l = 1 , ed  i valori  u,  ed  ii,  di  u,  che  ricavansi  dalTequa- 
zioiie  (ti)  per  3 = 0 e per  3 = u,  sono  rispcitivanieiite  0 ed  s,  per 
cui  la  curva  secondo  la  quale  si  dispone  l'asse  del  solido  è della  forma 
di  quella  rappresenlala  culla  lij'ura  123.  Quando  i=l  risulta 
2i-|-l  =5,  i valori  particolari  u,,  tij  cd  di  u,  che  ricavansi 

dalla  (6)  per  3 = 0,  * = 3=2gC3  = a,  sono  rispettivaraentc 

0,  s,  2s  ed  s,  e la  curva  secondo  cui  si  dispone  l’asse  del  solido  è 
della  forma  di  quella  disegnata  nella  fìgiira  124.  Se  i = 2 riesce 
2«-t-l  = 5,  i valori  particolari  u,,  Uj,  «j,  U;  ed  u^,  che  prende 

l’ordinata  u data  dalla  già  citata  formola  (6)  per  3 = 0,  z = g, 

3 = 2 g,  a = 5 3 = 4 ^ e 3 = 0,  sono  rispettivamente  0,  s,  2 s,  s, 

0 ed  3,  e quindi  la  curva  elastina  presa  daH’asse  del  solido  riesce 
della  forma  di  quella  della  figura  125.  In  modo  analogo  si  possono 

trovare  le  curve  nei  rasi  di  i = 3,  4,  5,  

III.  Flessione  di  un  solido  prismalico  caricalo  di  punta,  vertical- 
mente  incastrato  alle  due  estremità  e col  centro  dell'estremità  supe- 
• rjore  B (Jig.  120)  scorrevole  sulla  verticale  del  centro  dell’estremità 

inferiore  A. 

Ritenendo  le  denominazioni  che  già  vennero  ammesse  nella  riso- 
luzione degli  altri  due  prohlenii  c chiamando  M il  momento  della 
coppia  prodotta  dairincastrameiitu  all’estreino  U,  si  ha  la  seguente 
equazione  d’equilihrio  fra  le  forze  estrinseche  e le  forze  molecolari 
(num.  100) 


c 


(Ph 
d z* 


= _T«  + M. 


Facendo  ora 


Oh 


la  stabilita  equazione  dill'erenziale  del  secondo  ordine  diventa 


</*u'  T,  . 
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la  quale,  essendo  della  forma  dell'equazione  (1)  posta  nel  risolvere 
il  problema  I,  integrala  una  prima  volta  conduce  a 


i di*'' 

r^dT. 


:-jT  »'*-(- C. 


Per  determinare  ora  la  costante  C si  osserva,  come  nel  già  citato 
problema  I,  che  la  tangente  alla  curva  B'CA  nel  punto  di  mezzo 
C deve  essere  parallela  aH’asse  delle  z\  e che  quindi  per  tal  punto 

il  deve  essere  nullo  come  lo  è il  Ora , essendo  * l'ordi- 
dz  dz 

nata  CTC,  per  u = s si  ha  dall'equazione  (7)  u'=i — per  cui 


C=^T(,-«)'. 


e quindi 


(8). 


Essendo  il  solido  incastrato  alle  due  estremità,  per  0 e per 
i = AU' seusibilmento  eguale  ad  AU"a  i due  valori  corrispon- 
denti di  u diventano  nulli,  i due  valori  di  u'si  riducono  a — ^ ed  a 

zero  quelli  di  Segue  da  ciò  che  tanto  pel  primo  quanto  pel 

a *r 

secondo  degli  accennati  valori  di  z si  ha  la  stessa  condizione 


MV_M* 

Tji  ) 1 


dalla  quale  facilmente  si  ricava 


Questo  valore  di  M si  ponga  nell'equazione  (7)  e si  ottiene  il  va- 
lore di  II'  espresso  da 


i*'=  u — 


i' 

2’ 
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il  quale,  sostituito  nella  (8)  unitamente  al  valore  di  M,  conduce  a 
trovare 


su  — u’). 


Separando  in  quest’equazione  le  variabili,  si  ha 


ed  integrando  risulta 


: = ^ ^ are  ^^cos= — 

La  costante  G deve  essere  determinata  in  modo  che  per  s=0  sia 
tt=0,  per  cui 


C = — |/^ are  (cos  = 1)=— |/ 

e la  relazione  fra  le  due  coordinate  z ed  u,  rappresentante  l'equa- 
zione delia  curva  secondo  cui  si  dispone  l'asse  del  solido,  diventa 

‘ — |/^|^arc(^cos=^  — 

Volendosi  la  formala  esprimente  il  valore  dell'ordinata  u,  si  inco- 
minci dal  ricavare  daU'ullima  equazione 


si  svolga  dopo  il  coseno  della  somma  dei  due  archi 


K 


T 

- » e 2in, 


osservando  che  cos2t7r=:l  e che  sen2tir=0;  e si  ricavi  il  valore 
di  u,  il  quale  vien  dato  da 
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ed  il  quale,  come  già  si  è visto  nei  due  precedenti  problemi,  non 
si  può  dire  determinato  Gncbè  non  si  conosce  la  saetta  s. 

Se,  per  essere  sensibilmente  AB'=ÀB=a  nei  limiti  delle  fles- 
sioni ammissibili,  in  pratica,  si  fa  i = a ueH'equazione  (9)  si  deve 
avere  u=0.  Segue  da  ciò  che 


1 — cos 


a = 0, 


e che  quindi 


a 


(iO), 


essendo  i un  numero  intero.  Ricavando  il  valore  di  T dairultima 
equazione  risulta 


e se  in  quest’equazione  si  pone  invece  di  t la  serie  dei  numeri 

interi  1,  2,  3, si  ottengono  i valori  particolari  T„T„T, 

di  T espressi  da 


T,  = Ì=;ì,  T,=4Ì^i,  T.=9Ì4i, 

' a*  o’  ^ a* 


Il  più  piccolo  valore  adunque  della  forza  T necessaria  per  pro- 
durre la  flessione  è essa  è quattro  volte  maggiore  di  quella 

che  corrisponde  al  caso  del  solido  solamente  appoggiato,  e mol- 
tiplicando T,  ossia  Taccennato  più  piccolo  valore  di  T per  i qua- 
drali dei  numeri  2,  3 si  ottengono  i valori  delle  forze  pre- 
menti T„  T,,  


Se  ora  daU'equazione  (10)  si  ricava  il  valore 


e se  vien 
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esso  sostituito  neH'equazionc  (9),  l’espressione  di  u diventa 

s / . Ut  \ .. 

— cos  — ij  (11) 

e,  facendo  snccessivamente  in  essa 

a=0, 


SI 


z=:5 


2i’ 


z = {'ìi  — i)^.,  z=a, 


sempre  ed  alternativamente  si  trova  0 ed  i per  valori  di  u. 

Nel  caso  in  cui  i=zl  , i valori  u, , u,  ed  u,  di  u che  ricavansi 

dalTcquazione  (11)  per  ^ = 0,  per  2=^  e per  x=a  sono  rispet- 
tivamente 0,  r e 0,  per  cui  la  curva  secondo  cui  si  dispone  l’asse 
del  solido  è della  forma  di  quella  rappresentata  nella  Ggnra  126. 
Se  t = 2,  i valori  u,,  tij,  ed  Uj  di  u , che  vengono  sommini- 

•tu*  ai\  0 ^ f ^ 

strali  dall  equazione  (11)  per  2 = 0,  ■*2=5,  z — o^  e s=o, 

sono  rispettivamente  0,  *,  0,  s e 0,  e la  curva  è quella  rappresen- 
tala nella  figura  127.  Facendo  i=3,  ai  valori  di  z espressi  da 

6’  3’  1’  ^3’  ^ **  alternativamente  0 ed  » per 

valori  di  u , e la  curva  corrispondente  è quella  disegnala  nella 
figura  128.  In  generale  si  può  dire  che  la  curva  secondo  cui  si 
dispone  l'asse  del  solido  è tutta  disposta  dalla  medesima  parie 
dell'asse  della  z,  che  è tangente  a quest’asse  in  punti  egualmente 
distanti  fra  di  loro  e che  sono  i+1  questi  punti  di  contano, 
quando  si  comprendono  anche  i due  estremi  A e B. 

141.  Accrescimento  di  resistenza  dovuta  alia  presenza  di 
ritegni  nei  solidi  coricati  di  punta;  limite  degli  sforzi  compri- 
menti capaci  di  produrre  flessione.  — 1 problemi  che  vennero 
discussi  nel  precedente  numero  chiaramente  dimostrano  come  i 
solidi  prismatici  caricali  di  punta  possano  inflettersi  in  diversi 
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modi  e come  ad  ognuno  di  questi  modi  di  flessione  corrispondano 
delle  forze  conipritnenli  pure  diverse. 

Se,  per  fissare  le  idee,  si  considera  il  solido  semplicemente  ap- 
poggiato alla  sua  eslremilà  inferiore  A e costretto  a conservare 
il  centro  di  superficie  della  sua  base  superiore  sulla  verticale  di 
quello  della  base  inferiore,  può  darsi  cbe  la  curva  secondo  cui  si 
dispone  l’asse  del  solido  pel  fatto  della  flessione  non  tagli  o che 
tagli  in  uno  o più  punti  l'asse  verticale  o direzione  primitiva  A 2 

TT*  € 

dell’asse  medesimo  prima  della  deformazione  ; e,  essendo  T,“  — 

(nuin.  140,  prob.  I)  il  limile  inferiore  delia  forza  premente  capace 
d’incurvare  il  corpo  senza  cbe  il  suo  asse  deformalo  B'CA  {(ig. 

119)  tagli  la  verticale  A 2,  devono  essere  T,=  4^/,  Tj=9^  e 

TT*  C 

14=16  i limili  inferiori  delle  forze  prementi  capaci  di  pro- 
durre le  flessioni  rispettivamente  rappresentate  nelle  figure  120, 
121  e 122.  Disponendo  adunque  dei  ritegni  in  modo  che,  avve- 
nendo flessione,  debba  l’asse  deformato  tagliare  la  verticale  As  un 
certo  numero  di  volle,  notevolmente  si  aumenta  la  forza  premente 
cbe  cs.so  può  sopportare  prima  che  avvenga  la  flessione;  e per  un 
certo  numero  i — 1 di  ritegni  disposti  a distanze  eguali,  si  pos- 
sono trovare  i limili  inferiori  delie  forze  prementi  T capaci  di  pro- 
durre flessione  mediante  la  formula 


Quanto  si  è dello  per  il  caso  di  un  solido  prismatico  caricato 
di  punta  , soltanto  appoggialo  ad  un  resistente  piano  orizzontale 
colla  sua  base  supcriore  e costretto  a mantenere  il  centro  di  su- 
perficie della  sua  base  superiore  sulla  verticale  passante  per  quello 
della  base  inferiore , si  applica  io  generale  a tulli  i casi  di  solidi 
caricali  di  punta,  per  cui  si  può  stabilire: 

1°  Che  i ritegni  iiolevolmenle  aumentano  la  resistenza  alla 
flessione  in  un  solido  prismatico  caricalo  di  punta: 

2’  Che,  essendo  dato  il  numero  dei  ritegni , si  possono  tro- 
vare i sili  su  cui  collocarli  lungo  la  verticale  rappresentante  l’asse 
primitivo  di  dello  solido,  discutendo  culle  norme  seguite  nella  ri- 
soluzione dei  problemi  del  precedente  numero  l’equazione  delia 
curva  secondo  cui  quest’asse  si  dispone  pel  fallo  della  flessione  e 
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cercando  i punti  che  l’asse  deformato  ha  di  comune  coll'asse  pri- 
mitivo; 

3*  Che,  facendo  nell'espressione  generale  della  forza  premente, 
la  quale  nei  problemi  del  numero  precedente  venne  indicala  con  T, 
quel  valore  particolare  di  i che  corrisponde  alla  curva  di  forma 
compatibile  rullo  stabilito  numero  di  ritegni,  si  può  trovare  il  li- 
mile dello  sforzo  comprimente  capace  di  produrre  flessione. 

142.  Determinazione  del  namero  dei  ritegni  da  porsi  lungo 
un  prisma  caricato  di  punta  a£Enchè,  sotto  l'azione  di  una  data 
forza  premente,  siano  trascurabili  gli  effetti  della  flessione.  — 
Per  risolvere  questa  quislione  basta  calcolare,  come  si  è indicato 
al  numero  140,  i limili  inferiori  delle  forze  prementi  T, , T,,  T,, 

T,_,  e Tj  capaci  di  produrre  flessione , e quindi  paragonarli 

colla  data  forza  premente  T. 

Nel  caso  di  solidi  prismatici  disposti  come  quelli  di  cui  venne 
studiata  la  flessione  nei  problemi  I e III  del  citalo  numero  140, 
non  si  pone  ritegno  Qig.  119  e 128)  quando  si  ha  T <T,  ; se  ne 
pone  uno  in  D a metà  distanza  fra  A e B {jig.  120  e 127)  quando 
T>T,  ma  <75  ; se  ne  mettono  due,  uno  in  D e l'altro  in  E in 
modo  da  dividere  in  tre  parli  eguali  la  lunghezza  AB  {fig.  121  e 
128)  quando  T>T,  ma  <Tj;  ed  in  generale  si  pongono  » — 1 
ritegni  a distanze  eguali  quando  T è > Tj_,  ma  < di  Tj. 

In  modo  analogo  si  può  determinare  il  numero  dei  ritegni  da 
impiegarsi  nel  caso  di  solidi  prismatici  verticalmente  incastrati  al- 
l’eslremità  inferiore  e coll’estremità  superiore  libera  (num.  140, 
prob.  II).  Non  occorre  ritegno  quando  T < T,  ; si  deve  porre  un 
ritegno  in  D ai  4/5  di  AB'  a partire  da  A {fig.  125)  quando,  es- 
sendo T>T,  è però  < di  T,  ; è necessario  collocarne  uno  ai  4/7 
della  lunghezza  del  solido  a partire  dalla  sua  base  inferiore  quando 
T>Tj  ma  <14;  importa  di  porne  due,  uno  ai  4/9  e l'allro  agli  8/9 
della  lunghezza  del  solido  a partire  dalla  sua  base  inferiore  quando 
T>T|  ma  <Tj,si  devono  pure  impiegare  due  ritegni,  uno  ai  4/11 
e l’altro  agli  8/11  della  lunghezza  del  solido  a partire  dalla  base 
inferiore  quando  T>Ts  ma  <Tj,  ecc. 

143.  Condizioni  ed  equazioni  di  stabilità  pei  solidi  rettilìnei 
caricati  di  punta;  sezione  pericolosa.  — Nelle  costruzioni  accu- 
ratamente bisogna  badare  a che  i solidi  caricali  di  punta  non  si 
trovino  soggetti  ad  inflettersi.  Una  volta  presa  questa  precauzione 
facendo  uso  di  un  conveniente  numero  di  ritegni,  se  pur  il  bisogno 
lo  richiede,  la  forza  premente  che  agisce  secondo  l'asse  del  solido 
dà  soltanto  luogo  ad  una  compressione , e quindi  le  condizioni  e 
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le  equazioni  di  stabilità  da  applicarsi  nella  pratica  sono  quelle  che 
già  vennero  date  ai  numeri  31  e 40.  Nell'applicare  le  indicale 
equazioni  di  stabilità  accuratamente  bisogna  badare  qual  è il  rap- 
porto dell'altezza  della  parte  di  solido  compresa  fra  due  ritegni 
successivi  alla  minima  dimensione  della  sua  sezione  trasversale  e 
modificare  i coefilcienti  di  rottura  riportali  al  numero  34  a se- 
conda delle  norme  che  vennero  date  nel  seguente  numero  35. 

L'equazione  di  stabilità  deve  essere  applicata  ponendo  in  essa 
per  U il  valor  particolare  di  quella  sezione  orizzontale  del  corpo 
nella  quale  più  facilmente  che  in  qualunque  altra  sezione  può  av- 
venire lo  schiacciamento.  Questa  sezione  è quella  che  chiamasi 
sezione  pericolosa  e vien  essa  determinata  cercando  nel  corpo  quella 
per  rapporto  alla  quale  è massimo  il  valore  del  coeflìciente  di  sta- 
bilità, ossia  il  quoziente  della  forza  premente  per  la  resistenza 
totale  allo  snervamento  od  alla  rottura  per  pressione  che  ad  essa 
corrisponde.  Nel  ca.so  di  un  solido  prismatico  caricato  di  punta , 
la  sua  sezione  orizzontale  inBma  costituisce  evidentemente  la  se- 
zione pericolosa. 


AllTlCOLO  111. 

FtemtiOÈt^  ^sroaotta  s«e<  moHM  reltUitemi  eia 

att  unm  riestilatsie  Misirtn  incanir  ante  4 
laro  tsaai. 


144.  Fenomeni  che  avvengono  in  un  solido  rettilineo  sotto 
l’azione  di  una  forza  comunque  diretta  ed  incontrante  il  suo 
asse.  — Una  forza  applicata  ad  un  solido  rettilineo  in  direzione 
obbliqua  al  suo  asse , ma  in  modo  da  incontrarlo , può  sempre 
essere  scomposta  in  due  forze,  l'una  longitudinale  ossia  parallela, 
e Taltra  normale  ossia  perpendicolare  al  detto  asse.  Sotto  l'azione 
di  queste  forze  contemporaneamente  vien  messa  in  giuoco  l'ela- 
sticità longitudinale  e l'elastirità  trasversale;  ha  luogo  flessione  : 
e,  a seconda  deU'intcnsità , del  senso  secondo  cui  agiscono  e del 
punto  d'applicazione  delle  forze  stesse,  avviene  o che  alcune  libre 
del  corpo  si  allungano  mentre  altre  si  accorciano,  o che  tutte  si 
allungano,  o che  tutte  si  accorciano. 

145.  Equazioni  d'equilibrio  fra  la  forze  eatrinaeche  e le  forze 
molecolari  che  ai  aviluppano  in  una  aezioa  retta  qualunque  di 
un  corpo  prismatico  ed  omogeneo.  — Siano  AB  e CO  (Jig.  129) 
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due  sezioni  trasversali  iiiRnilamenle  vicine  fra  di  loro  di  un  solido 
prismatico  cd  omogeneo  il  quale  trovasi  sotto  l'azione  di  forze 
riduciliili  alla  risultante  unica  R,  applicala  in  L.  contenuta  nel  piano 
determinalo  da  questo  punto  e dall'asse  ;z'del  prisma,  e quindi 
scomponibile  nelle  due  componenti  T ed  N dirette,  la  prima  pa- 
rallelamente e l'altra  normalmente  al  dello  asse;  si  consideri  un 
elemento  qualunque  n 6 di  Gbra  compreso  fra  le  delle  due  sezioni; 
sia  b'  l'intersezione  di  questa  fìbra  colla  sezione  CD  rappresentata 
in  vera  forma  e grandezza  nella  figura  C'E'D'F';  si  indichino 
con  M,  Q,  X,  y,  v,  l,  5,  V,  I',  1',  E ed  E"  le  quantità  già  desi- 
gnale colle  stesse  lettere  al  numero  88;  e si  chiamino 

K la  distanza  del  punto  d'a|iplicazione  L della  forza  R dal  piano 
della  sezione  CD, 

H il  momento  NK  della  forza  N rispetto  alla  detta  sezione  CD, 
m ed  n l'ascissa  G'K  e l'ordinata  KH'  del  punto  d'incontro  H' 
della  forza  T col  piano  della  sezione  CD  nella  qual  vennero  as- 
sunti per  assi  coordinali  gli  assi  principali  centrali  d'inerzia  xG'ac' 
ed  y('r'y'  della  figura  C'E'D'F'. 

Procedendo  come  al  numero  88  si  trova  : che 

xrr  j/cos>f+xsen'f  (1); 

che  la  l’esistenza  all'estensione  sopportala  daU'elemeuto  di  fibra 
ab  è 


h 0) i— i--  ; 


che  i due  momenti  di  questa  forza  per  rapporto  ai  due  assi  delle 
X e delle  y sono  rispettivamente 


?/. 


E 0) 


i 


e che  la  resistenza  allo  scorrimento  trasversale  opposta  dal  con- 
sideralo elemento  di  fibra  può  essere  espressa  da 


E’'  M 5. 
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Osservando  ora  che  le  forze  estrinseche  sono  la  T e la  N,  toma 
agevole  il  trovare  che  le  condizioni  d'equilihrio  sono 


£ E u 


(V  + r)0 

l 


-T  = 0, 


V E u y _Tn— NK  cos^ =0, 

2 E r„ j — Tw  — NKsen(y=: 0 , 


N=0, 


la  prima  delle  quali  esprime  che  è zero  la  somma  algebrica  delie 
forze  parallele  all'asse  del  prisma,  la  seconda  che  è nulla  la  somma 
dei  momenti  delle  forze  estrinseche  e delle  forze  molecolari  rispetto 
all’asse  principale  xG'x',  la  terza  che  è pure  nulla  la  somma  dei 
momenti  delle  stesse  forze  rispetto  all'asse  principale  yG'y'  e la 
quarta  che  è zero  la  somma  algebrica  di  tutte  le  forze  dirette  nor- 
malmente all'asse  del  prisma.  Ponendo  in  queste  quattro  equazioni 
d’equilibrio  il  valore  di  v dato  daH’eqiiazione  (1),  non  dimenticando 
che  il  punto  G'  è centro  di  superficie  della  figura  C'E'D'F,  che 
gli  assi  coordinati  xG'x'  ed  yG’y'  sono  assi  principali  centrali  di 
inerzia  e che  il  prodotto  NK  venne  indicato  con  per  le  sem- 
plificazioni di  cui  si  parlò  al  numero  88,  si  ottiene 


0 

E^VQz=T 


0 

E ^ r cos  = T « -+- p cos 

e|i'  sen4=Tm-i-(/scnf 
E"|Q=N 


(2). 

I 


Facendo  T = 0 nelle  equazioni  d’equilibrio  or  ora  trovate  si 
deducono  le  quattro  equazioni  d’equilibrio  marcale  (6)  al  numero 
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88;  e risultano  quelle  marcale  (2)  al  numero  126  eguagliando  a 
zero  il  valore  di  N e quindi  quello  di  fx,  e cangiando  T in  T. 

Per  quanto  spelta  ai  segni  da  darsi  alle  diverse  quantità  che 
entrano  nelle  equazione  (2),  si  deve  ritenere;  che  alle  coordinate 
m ed  n conviene  il  segno  che  loro  corrisponde  a seconda  della 
posizione  del  punto  H'  per  rapporto  agli  assi  coordinali  xG'x"  ed 
yG'y'\  che  la  forza  T,  assunta  come  positiva  quando  tende  a pro- 
durre allontanamento  della  sezione  CD  dalla  sezione  AB,  va  con- 
siderala come  negativa  quando  è diretta  in  modo  da  produrre  av- 
vicinamento delle  stesse  sezioni;  e che  Inforza  N,  già  risguardata 
come  positiva  quando  scomposta  in  due  componenti  parallele  agli 
assi  coordinati  xx'  ed  yy\  quest'ultima  tende  a far  venire  l'asse 
del  prisma  sulla  G't/',  va  presa  come  negativa  quando  la  della  sua 
componente  trovasi  diretta  in  guisa  da  produrre  una  rotazione  con- 
traria. Per  essere  poi 

f.=NK,  p=NG'./=G'H'K,  langf=^, 


senf = 


e dovendosi  considerare  K come  una  distanza  positiva,  ai  prodotti 
fxseap  e ftcosp  convengono  i segni  che  loro  attribuiscono  le  quan- 
tità m,  n ed  N. 

i46.  Determinazione  dell'asse  neutro.  — L'asse  neutro  U'U' 
(/iff.  129)  in  una  sezione  trasversale  qualunque  si  determina  come 
al  numero  127,  cercando  cioè  l'angolo  xG'lJ  = vf  dell'asse  delle 
ascisse  xG'x'  colla  retta  IJU  condotta  pel  centro  di  stipi  rCcie  G' 
parallelamente  all'asse  neutro  da  determinarsi,  e calcolando  la  di- 
stanza G'0'  = V di  quest’asse  dall' accennato  centro  di  superGcie. 
Dividendo  la  terza  delle  tre  equazioni  (2)  del  numero  precedente 
per  la  seconda  si  ottiene  il  valore  della  tangente  dell'angolo  ^ ; 
0 

si  calcola  la  quantità  E ^ elevando  al  quadrato  la  seconda  e la 

terza  delle  citate  equazioni  (2)  dopo  d'averle  rispettivamente  divise 
per  r e per  I',  sommandole  ed  estraendo  le  radici  quadrale  dai 
due  membri  dell’equazione  che  risulta;  finalmente  si  trova  l'espres- 
sione della  distanza  V sostituendo  il  valore  di  E ^ nella  prima  deUc 
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stesse  equazioni  (2).  Analizzando  i valori  di  tang\{/  e di  V che 
così  si  ottengono , si  deduce  : che  in  ogni  sezione  l’asse  neutro  è 
parallelo  alla  tangente  aU'ellisse  centrale  d’inerzia  nel  punto  in  coi 
vien  essa  incontrata  dal  piano  di  sollecitazione,  ossia  dal  piano  de- 
terminato dall’asse  del  prisma  e della  forza  T;  e che  vaiia  gene- 
ralmente da  sezione  a sezione  la  distanza  dell’asse  neutro  dal  cor- 
rispondente centro  di  superflcie. 

Ammesse  le  convenzioni  stabilite  nel  precedente  numero  sui  segni 
da  darsi  alla  quantità  ni,  n,  T ed  N,  un  valore  positivo  di  V cor- 
risponde ad  un  asse  neutro  che  incontra  la  parte  negativa  del- 
l’asse delle  y,  mentre  un  valore  negativo  di  V corrisponde  ad  un 
asse  neutro  che  incontra  la  parte  positiva  dello  stesso  asse. 

147.  Equazione  della  curva  secondo  cui  si  dispone  l’asse  di 
un  solido  prismatico  ed  omogeneo.  — Combinando,  come  venne 
indicato  nel  numero  precedente,  la  seconda  c la  terza  delle  equa- 

g 

zioni  (2)  del  numero  145  si  ricavi  il  valore  di  E ^ e nell’equa- 
zione che  risulta,  per  essere  le  due  sezioni  AB  e CD  (fig.  129) 
infinitamente  vicine,  invece  del  rapporto  j si  metta  il  quoziente  - 

l p 

(num.  90),  essendo  p il  raggio  della  circonferenza  osculatrice  alla 
curva  elastica  secondo  cui,  pel  fatto  della  flessione,  si  dispone  l'asse 
del  solido.  Così  procedendo,  si  ottiene  un’equazione  fra  il  raggio 
di  curvatura  p,  il  coefficiente  d’elasticità  longitudinale  E,  i mo- 
menti d’inerzia  T ed  1",  le  coordinate  m ed  n,  l’angolo  7,  la 
forza  T ed  il  momento  inflettente  p,  quest’equazione,  la  quale  come 
si  è fatto  al  numero  90  si  può  riferire  a due  assi  coordinati  orto- 
gonali, il  primo  nella  direzione  dell’asse  primitivo  del  solido  ed  il 
secondo  nel  piano  di  flessione,  è appunto  l’equazione  richiesta. 

148.  Reaiatense  riferite  «ironità  di  superficie  opposte  dalle 
fibre  maggiormente  allungate  e da  queUe  maggiormente  com- 
presse. — Siano  : Q,  la  resistenza  per  trazione  riferita  all’unilà  di 
superficie  che,  fra  due  sezioni  vicinissime  AB  e CD  (fiy.  129),  op- 
pone’quell’elemento  delle  fibre  allungate  cui  corrisponde  la  distanza 
massima  v'  dalla  retta  U U condotta  pel  centro  di  superficie  G' 
parallelamente  all’asse  neutro  U'  U';  Q,  la  resistenza  per  pressione, 
riferita  pure  all’unità  di  superficie , che  fra  le  stesse  sezioni  svi- 
luppa quell’elemento  delle  fibre  accorciate  che  ha  la  distanza  mas- 
sima v"  dall’accennata  retta  UU*,  ed  u la  superficie  elementare 
della  sezion  retta  di  ambo  i detti  elementi  di  fibra.  Si  attribui- 
scano alle  lettere  E,  0 ed  f i significati  che  già  alle  medesime 

L’Arte  di  rAiBRicARi  Betésletna  dii  maleriaH,  eec.  — 23. 
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vennero  dati  al  numero  88,  e non  si  dimentichi  che  V è la  di- 
stanza fra  le  due  rette  UU  ed  U'  U',  ossia  la  distanza  del  centro 
di  superfìcie  G'  dall'asse  neutro  U'U',  da  assumersi  come  positiva 
0 come  negativa,  secondo  che  incontra  la  parte  negativa  o la  parte 
positiva  detrasse  delle  ordinale  y.  Qiicll’clemenlo  delle  fibre  allun- 
gale distante  v' dalla  retta  UU  subisce  un  allungamento  rappresen- 
talo da  {r'-f-V)9  e queU’elemento  delle  fibre  accorciate  distante 
t>"  dalla  stessa  retta  UU  si  accorcia  di  («"  — V)0;  il  primo  di 
questi  elementi  sviluppa  una  resistenza  alla  trazione  (num.  12) 

Q 

data  da  Eci>  (v'-|-V)  ^ , ed  il  secondo  una  resistenza  alla  pressione 

espressa  daEw(v" — V)^;  e finalmente  le  resistenze  Q,  e Q,  ri- 
ferite all’unilà  di  superficie  ed  opposte  rispettivamente  dall’ele- 
mento di  fibra  maggiormente  allungato  e da  quello  maggiormente 
compresso,  quando  si  ammetta  che  la  flessione  provochi  la  sola 
elasticità  longitudinale,  giacché  sono  assai  piccoli  gli  allungamenti 
che  le  fibre  subiscono  per  ciò  che  nella  flessione  si  provoca  anche 
la  resistenza  allo  scorrimento  trasversale,  si  possono  determinare 
colle  equazioni 

0,=E(u'+V)| 

Q,=E(u"-V)®^, 

le  quali,  ponendovi  il  valore  di  E y che  ricavasi  dalla  prima  delle 
equazioni  (2)  del  numero  145,  si  trasformano  nelle  seguenti 


Può  accadere  che  queste  formole  diano  valori  negativi  di  Q,  e 
di  Q,.  Quando  questo  avviene  è segno  che  è una  pressione  quella 
resistenza  che  si  è supposta  una  tensione,  e viceversa  che  è una 
tensione  quella  resistenza  che  si  è supposta  una  pressione. 
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149.  Condizioni  ed  equazioni  di  stabilità.  — Afilnchè  fra  due 
sezioni  vicinissime  AB  e CD  {fig.  129)  un  corpo  ad  asse  rettilineo 
si  possa  dir  stabile  sotto  l’azione  di  forze  riducibili  ad  una  forza 
unica  passante  pel  suo  asse,  si  ricbiede  cbe  l’elemento  di  fibra 
maggiormente  allungato  e cbe  quello  maggiormente  compresso 
sviluppino  resistenze  inferiori  a quelle  che  corrispondono  allo 
snervamento  per  estensione  e per  compressione,  e che  nell’intiera 
sezione  CD  non  venga  messa  in  giuoco  la  resistenza  allo  snerva- 
mento per  scorrimento  trasversale.  Segue  da  ciò  che  si  avranno 
le  condizioni  di  stabilità  ponendo  che  le  resistenze  riferite  all'unità 
di  superficie  opposte  dalia  fibra  maggiormente  allungala  e da 
quella  maggiormente  compressa , e che  la  resistenza  allo  scorri- 
mento trasversale,  pure  riferita  aU’unità  di  superficie,  sono  rispetti- 
vamente minori  dei  coefDcienti  di  snervamento  Q',  Q"  e Q''  (num. 
13,  50  e 72),  il  primo  per  estensione,  il  secondo  per  compres- 
sione ed  il  terzo  per  scorrimento  trasversale.  In  quanto  alle  equa- 
zioni di  stabilità,  risultano  esse  eguagliando  le  dette  resistenze,  o 
ai  coefficienti  di  snervamento  Q',  Q"  e Q"  moltiplicati  pei  relativi 
coefficienti  di  stabilità  m',  m",  ed  m"'  (num.  14,  31  e 73),  o ai 
coefficienti  di  rottura  R',  R"  ed  R"  (num.  17,  34  e 76)  moltipli- 
cate pei  corrispondenti  coefficienti  di  stabilità  n',  n"  ed  n"  (num. 
18,  40  e 79). 

150.  Forinole  convenienti  al  caso  della  fleatione  prodotta 
in  un  corpo  prismatico  ed  omogeneo  da  forze  contenute  nel 
piano  passante  per  uno  degli  assi  principsdi  centrali  d’inerzia 
di  tutte  le  sezioni  trasversali,  col  punto  d’applicazione  della  loro 
risultante  sull’asse  del  solido.  — In  questo  caso,  considerando  due 
sezioni  vicinissime  AB  e CD  {jig.  130)  e componendo  in  una  sola 

tutte  le  forze  R',  R",  R"', applicate  al  corpo  fra  la  sezione  C D 

e la  sezione  estrema  EP,  si  ottiene  una  risultante  unica  R scom- 
ponibile nelle  due  componenti  T ed  N,  la  prima  diretta  e l’altra 
normale  all’asse  del  prisma.  Trovandosi  sull’asse  LI  il  punto  d’ap- 
plicazione H dell’accennata  risultante,  si  confonde  col  centro  di 
superficie  della  sezione  CD  il  punto  d’incontro  della  forza  T col 
piano  della  sezione  stessa,  per  cui  suno  nulle  le  coordinate  m ed 
n di  questo  punto.  Essendo  nel  piano  passante  per  uno  degli  assi 

principali  centrali  d’inerzia  tutte  le  forze  R',  R",  R'", la  loro 

risultante  R e la  forza  T,  anche  la  forza  N si  trova  nel  detto  piano, 
per  cui  è pur  nullo  il  valore  dell’angolo  Segue  da  ciò  che  le 
furmole  (2)  del  numero  143  si  semplificano  nel  caso  di  un  prisma 
omogeneo  sollecitato  da  forze  contenute  nel  piano  passante  per  uno 
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degli  assi  principali  centrali  d'inerzia  di  tutte  le  sezioni  trasrer- 
sali  col  punto  d’applicazione  delta  loro  risultante  sull' asse  del  solido, 
e che  diventano 


E®Vtì=:T 

E ^^cos^f=fi 

E^r  sen>f=0 

E"  0 £!=:?< 


' 

(1). 


Per  trovare  la  direzione  dell’asse  neutro,  dividasi  la  terza  delle 
equazioni  or  ora  stabilite  per  la  seconda.  Si  deduce  che  è nullo 
l'angolo  'f',  e che  l’asse  neutro  U'IT  è perpendicolare  al  piano  di 
sollecitazione  col  quale  si  confonde  il  piano  di  flessione. 

Dividendo  per  I'  la  seconda  delle  quattro  equazioni  (1)  e per  I' 
la  terza,  elevandole  al  quadrato  e sommando  le  due  equazioni  che 
risultano,  si  trova 


E*y  (cos’  vf -^sen*^f)r: 

d'onde,  estraendo  la  radice  quadrata  ed  osservando  che  cos*<f  + 
sen*if=rl,  ricavasi 


6 


(Ri- 


ponendo questo  valore  di  E ^ nella  prima  delle  equazioni  (1)  e ri- 
solvendola per  rapporto  a V si  trova  per  distanza  D'  0'  = V del- 
l'asse neutro  U'  U'  dal  centro  di  superfìcie  6' 


V 


(3). 


Sostituendo  il  rapporto  - al  rapporto  e facendo,  come  al  nu- 
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mero  105,  Br=c,  si  ottiene  per  equazione  della  curva  elastica 
secondo  cui  si  dispone  l'asse  del  prisma 


1 


la  quale,  assumendo  due  assi  coordinali  ortogonali  Ox  ed  Ou 
{Jig.  48)  per  riferirvi  l'equazione  di  della  curva,  il  primo  nella  di- 
rezione dell'asse  primitivo  del  prisma  ed  il  secondo  contenuto 
nel  piano  di  Qessione,  e rammentando  che  per  flessioni  piccole 
(num.  90) 


1 

di’ 


si  riduce  a 


W- 


nella  quale  il  momeulo  inllellenle  ^ va  consideralo  siccome  posi- 
tivo quando  nella  rotazione  che  tende  a produrre  agisce  io  modo 
da  far  venire  l’asse  delle  x sulla  parte  positiva  dell'asse  delle  u, 
e come  negativo  quando  agisce  in  senso  contrario. 

Per  quanto  spelta  alle  resistenze  Q,  e Q,  riferite  aU'unilà  di  su- 
perfìcie, che  in  una  sezione  qualunque  oppongono  le  fibre  mag- 
giormente allungate  e quelle  maggiormente  compresse,  immediata- 
mente si  deducono  dalle  ultime  equazioni  del  numero  148  e, 
ponendo  in  esse  il  valore  di  V dato  dall'equazione  (3),  si  ha 


151.  Equazioni  di  stabilità,  e daterminazione  di  una  delle 
dimensioni  della  sezione  trasTersale  di  un  solido  prismatico 
ed  omogeneo  sollecitato  da  forze  disposte  come  si  è detto  nel 
numero  precedente.  — Si  consideri  un  prisma  il  cui  asse,  sotto 
l'azione  delle  forze  estrìnseche,  si  è disposto  secondo  una  linea 
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curva,  convessa  in  alcuni  siti  e concava  in  alcuni  altri  verso  l’asse 
delle  ascisse  z assunto  nella  direzione  dell'asse  primitivo  del  corpo. 
Per  un  tal  solido , prendendo  come  verso  positivo  dei  momenti 
inflellenli  quello  che  tende  a far  venire  l'asse  positivo  delle  ascisse 
s su  quello  positivo  delle  ordinate  u,  ed  assumendo  quest’ultimo 
in  modo  da  essere  positivi  i momenti  inflellenti  dove  la  detta  curva 
è convessa  verso  l'asse  delle  ascisse,  saranno  negativi  i momenti 
inflettenti  dove  la  stessa  curva  è concava  ; ed  immaginandolo  snom* 
posto  in  tante  parti  separate  dalle  sezioni  trasversali  corrispon- 
denti ai  punti  d'appoggio , ai  punti  d'applicazione  delle  forze 
estrinseche  concentrate  ed  ai  punti  d'inflessione,  bisogna  applicare 
le  equazioni  di  stabilità  a ciascuna  di  queste  parti.  Perciò,  chia- 
mando per  una  qualunque  delle  parti  in  cui  si  è immaginato  di- 
viso il  corpo 

n'  e fi"  i valori  assoluti  dei  momenti  inflettenti  per  le  sezioni 
cui  corrispondono  gli  clementi  di  fibra  i quali  sopportano  rispet- 
tivamente la  tensione  massima  e la  pressione  massima, 

u la  distanza  dell’elemento  di  fibra  il  quale  sopporta  la  tensione 
massima  da  una  parallela  all’asse  neutro  condotta  pel  centro  di 
superficie, 

u"  la  distanza  dell'elemento  di  fibra  che  sopporta  la  pressione 
massima  dall’accennata  parallela  all’asse  neutro, 

T e T"  i valori  delle  forze  longitudinali  relative  alle  sezioni 
trasversali  cui  corrispondono  i momenti  inflettenti  fi  e fi', 
si  ba  che  la  tensione  e pressione  massime  riferite  all’anità  di  su- 
perficie sono  rispettivamente  espresse  da 


r ti 


(1). 


u'fi"  T" 

r Q 


(2). 


La  tensione  c la  pressione  massime  Q,„  e Q,„,  per  un  determi- 
nato tratto  di  solido  inflesso  in  cui  i momenti  inflettenti  sono  po- 
sitivi, si  trovano  sostituendo  nelle  espressioni  (1)  e (2)  invece  di 
fi  c di  fi"  il  valore  generale  del  momento  inflettente  fi,  ed  invece 
di  T'  c di  T'  il  valore  generale  della  forza  longitudinale  T per  lo 
stesso  tratto  e prendendo  i massimi  valori  di  cui  sono  suscettive  le 
dette  espressioni.  Analogamente  si  calcolano  la  tensione  e la  pres- 
sione massime  Q,„  e Qm  per  un  tratto  di  solido  inflesso  per  cui  i 
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momeati  infletteoti  sono  negativi,  e solo  bisogna  avvertire  che  es- 
sendo n’  e a"  i valori  assoluti  di  due  momenti  inflettenti  negativi, 
in  loro  vece  bisogna  mettere  il  valore  generale  del  momento  in- 
flettente pei  tratto  che  si  considera  coi  segni  cangiati. 

Afflnchè  la  parte  di  solido  per  cui  sonosi  trovati  i valori  di 
e di  Qjn  si  possa  dir  stabile  è necessario  che  queste  tensione  e 
pressione  massime  siano  rispettivamente  eguali  ai  coefGcienti  di 
rottura  per  estensione  e per  compressione  moltiplicati  pei  relativi 
coerflcienti  di  stabilità,  cosicché  le  domandate  equazioni  di  stabilità 
saranno 


n'R'=Q.„,  n"R"::=Q.„, 

alle  quali  converrà  ancora  aggiungere  l'altra  relativa  allo  scorri- 
mento trasversale 


essendo  N„  lo  sforzo  di  taglio  di  maggior  valore  assoluto,  ossia  il 
maggior  valore  assoluto  cbe  può  prendere  la  forza  N per  la  consi- 
derata parte  di  prisma.  — Le  lettere  n",  n"',  R',  R",  R"  ed  Q 
hanno  i significati  che  già  altre  volte  loro  vennero  dati,  e,  quando 
invece  dei  coefGcienti  di  rottura  R',  R'  ed  R"  si  conoscono  i 
coefficienti  di  snervamento  Q',  Q"  e Q",  basta  cangiare  nelle  sta- 
bilite equazioni  «'R'  in  m'Q',  n"R"  in  m"  Q"  ed  n”R''  in 

Le  trovate  equazioni  di  stabilità,  impiegate  nel  calcolo  di  una 
delle  dimensioni  della  sezione  trasversale  di  un  solido  prismatico, 
applicandole  alle  diverse  parti  in  cui  conviene  immaginar  diviso 
questo  corpo  per  resistenza  di  punti  d’appoggio,  di  punti  d’appli- 
cazione di  forze  concentrate  e di  punti  d’inflessione,  conducono  a 
valori  diversi  della  dimensione  incognita,  ed  il  più  grande  di  questi 
valori  è quello  da  adottarsi. 

1 52.  Problemi  sulla  determinasione  delle  sezioni  pericolose, 
delle  tensioni  e delle  pressioni  massime  riferite  all'unità  di 
superficie  e degli  sforzi  di  taglio  massimi  per  solidi  prisma- 
tici inclinati,  simmetrici  rispetto  al  piano  verticale  passante 
pei  loro  assi  e carichi  di  pesi  contenuti  in  questo  piano.  — 
Alcuni  problemi  di  uso  frequente  nella  pratica,  quali  sono  quelli 
di  solidi  inclinati  appoggiati  in  due  o più  punti  della  loro  lun- 
ghezza e carichi  di  pesi  uniformemente  distribuiti  sulla  loro  proie- 
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ziooe  orizzontale,  saranno  quelli  che  verranno  risolti  in  questo 
numero  ; e,  siccome  la  simmetria  dei  solidi  rispetto  al  piano  verti- 
cale passante  pei  loro  assi  è causa  che  il  piano  di  sollecitazione 
passi  per  uno  degli  assi  principali  centrali  d'inerzia  di  ciascuna 
delle  loro  sezioni  trasversali,  serviranno  di  guida  nella  loro  riso- 
luzione le  generali  nozioni  premesse  nel  precedente  numero. 

I.  Determinare  le  sezioni  pericolose,  le  tensioni  e le  pressioni  mas- 
sime riferite  all'unità  di  superficie  e lo  sforzo  di  taglio  di  maggior 
valore  assoluto  per  un  solido  prismatico  AB  {fig.  131)  sorretto  alla 
estremità  inferiore  k da  un  apposito  sostegno,  appoggiato  per  l'estre- 
mità superiore  B contro  la  parete  verticale  di  un  ritegno  fisso  e cari- 
cato d'un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  proiezione  oriz- 
zontale AC. 

Siano  : 

a la  lunghezza  orizzontale  AC  del  solido  proposto  AB, 

a l’angolo  BAC  che  misura  rinclioazione  dell’asse  di  detto  so- 
lido coH’orizzonte, 

p il  peso  che  gravita  sopra  ogni  unità  di  lunghezza  della  proie- 
zione orizzontale  A C. 

Immaginando  sostituite  al  sostegno  A le  due  reazioni  Q e V, 
orizzontale  la  prima  e verticale  la  seconda,  ed  al  ritegno  B la  rea- 
zione orizzontale  Q';  osservando  che  vale  p a il  peso  totale  distri- 
buito fra  A e B,  il  qual  peso  trovasi  applicato  nel  mezzo  della  lun- 
ghezza del  corpo,  e che  è a tanga  la  differenza  di  livello  fra  A e B ; 
ed  applicando  al  solido  AB  le  equazioni  d’equilibrio  somministrate 
dalla  statica  dei  corpi  solidi,  si  ha 

Q'=Q, 

V=po, 

(Yotang5!=:gpa', 


d’onde 


Q'  = Q= 


pa 

3 tang  a ' 


La  risultante  R delle  due  reazioni  Q e V costituisce  la  reazione 
del  sostegno  A,  eguale  e contraria  alla  spinta  che  contr’esso  eser- 
cita il  solido  AB.  Questa  spinta  vien  data  da 
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R=^'Q.  + V.=pa|/,^+l, 

e fa  essa  coll’orizzonte  un  angolo  la  cui  tangente  è 
V 

^ = 2 Unga. 

Le  forze  applicate  al  solido  AB  e delle  quali  tutte  bisogna  te- 
ner conto  nel  risolvere  il  problema,  sono  : il  peso  pa  che  si  scont- 
pone  in  una  forza  normale  p a cosa  uniformemente  distribuita  ten- 
dente a produrre  inflessione,  ed  in  una  forza  longitudinalepasena 
anch’essa  uniformemente  distribuita,  ed  il  cui  effetto  nel  produrre 
compressione  cresce  a partire  dalla  sommità  B Gno  aU'estremità 
inferiore  A ; la  reazione  orizzontale  Q'  = Q applicata  in  B,  la  cui 
componente  normale  Qseua  contribuisce  a produrre  inflessione, 
mentre  la  componente  longitudinale  Q cos  a comprime  uniforme- 
mente  il  solido  su  tutta  la  sua  lunghezza  ; la  reazione  B del  soste- 
gno in  A la  quale  però  non  entrerà  esplicitamente  nei  calcoli  che 
verranno  inslituiti. 

Per  ottenere  i valori  della  tensione  massima  Q,„  e della  pres- 
sione massima  Qi,  è necessario  conoscere  il  valore  generale  del 
momento  inflettente  /x  e quello  della  forza  longitudinale  T.  In 
quanto  al  valore  di  fx  in  un  punto  qualunque  d’ascissa  Am'=:x, 
per  flessioni  piccolissime  quali  sono  quelle  che  si  possono  ammet- 
tere nella  pratica,  consta  del  momento  ^ p{a — icosa)*  del  peso 

p(a — icosa)  uniformemente  distribuito  sulla  proiezione  orizzon- 
tale del  tratto  mB  ed  applicato  nel  mezzo  di  detto  tratto,  dimi- 
nuito del  momento  Q(atanga — ^sena)  della  spinta  Q'=Q  ap- 
plicata in  B.  11  valore  poi  della  forza  comprimente  T risulta  som- 
mando la  componente  longitudinale  p sena  (a  — zcosa)  del  peso 
uniformemente  distribuito  su  mB  colla  componente  longitudinale 
Q Cos  a della  spinta  Q'.  Per  cui  i valori  generali  del  momento  in- 
flettente jx  e della  forza  comprimente  T in  un  punto  qualunque  m 
sono  espressi  da 

1 

tx=  2 p(o— zcos*)’ — Q(atangct — zsena), 
T=psena(a— zcosa)+Qcosa. 
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n valore  del  momento  inflettente  jj.  coi  segni  cangiati,  giacche 
la  curva  secondo  cui  si  dispone  l’asse  del  solido  è concava  verso 
l'asse  delle  ascisse,  ed  il  valore  di  r pure  coi  segni  cangiati,  giac- 
ché esso  rappresenta  una  pressione  e tensione  negativa,  devono 
essere  posti  nelle  espressioni  (1)  e (2)  del  numero  151,  il  primo 
invece  di  fx  e di  n",  il  secondo  invece  di  T e di  T";  dopo  bi- 
sogna cercare  quali  sono  i valori  particolari  z'  ed  z"  di  x deter- 
minanti le  due  sezioni  cui  corrispondono  i due  valori  massimi  di 
dette  espressioni  eguagliando  a zero  le  loro  derivate  rispetto  ad  x ; 
sostituire  i trovati  valori  di  z’  e di  z"  nelle  espressioni  di  ju  e di 
T coi  segni  cangiati  per  avere  i valori  assoluti  u e fi"  dei  mo- 
menti inflettenti  per  le  sezioni  cui  corrispondono  gli  clementi  di 
fibra  che  sopportano  rispettivamente  la  tensione  massima  e la 
pressione  massima  e le  forze  longitudinali  T e T"  relative  alle 
stesse  sezioni  ; e finalmente  mettere  i valori  di  u",  T'  e T'  nelle 
citate  espressioni  (1)  e (2)  del  numero  151  le  quali  rappresentano 
allora  rispettivamente  i valori  di  Q,„  e di  Q»,  (r).  Cosi  procedendo 
ed  avendo  riguardo  al  trovato  valore  di  Q,  si  deduce  che  l'ascissa 
z'  determinante  la  sezione  in  cui  ha  luogo  la  massima  tensione  ri- 
ferita aU’unità  di  siiperGcie  è data  da 

, pncoRx — Oscns-  l'tangz a l'tanga 

* pcos’a  m'Q  2cOSa~*~  Uiì  ' ’ 

che  l'ascissa  z"  a cui  corrisponde  la  sezione  nella  quale  si  veri- 
fica la  massima  pressione  riferita  all'unità  di  superficie  viene 
espressa  da 

, paco&x  — Qsena  l'tanga a l'tangg 

^ pcos’a  «'Q  2cosa  u’tl  ^ ’ 

che  i valori  di  p',  p",  T'  e T"  sono 

, Psen’a'\ 

^~2V4  /’ 

(r)  Le  espreseioni  (I)  e (2)  del  numero  <51,  quando  ai  pongano  in  esse  il  valore 
di  /I  coi  segni  cangiati  invece  di  e e quello  di  T pure  coi  segni  cangiati  invece 
di  T'  e T",  diventano  del  2°  grado  in  a,  e quindi  i loro  valori  massimi  nonché  i cor- 
rispondenti valori  di  a'  e a"  si  possono  anche  determinare  col  metodo  elementare 
che  venne  seguito  al  numero  84. 
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. p/a*  I'*8tìn’«\ 

u"*Q*  /’ 


a rsen**\ 

2seoiz  u'Q  /’ 

o rsen*g\ , 

2 sena  u"Q  /’ 


e che  la  tensione  e pressione  massime  Q,„  e ammettono  ri- 
spettivamente i valori  espressi  da 


0„ 

Ota 


p/a’tt'  a u'Q — I'sen*a\ 

5 \ 4 r u'Q’sena  / 

p/a*u"  ou"Q-t-rsen*a\ 

41'  u"0'sena  / 


Per  quanto  spetta  al  maggior  valore  assoluto  N„  dello  sforzo 
di  taglio,  si  osserva  che  per  la  sezione  trasversale  qualunque  m 
la  componente  normale  N della  risultante  di  tutte  le  forze  appli- 
cate al  tratto  mB  di  solido,  avendo  riguardo  al  valore  di  Q,  vien 
data  da 

N=p(a — : cosa) cosa  — Qsenaz=p  — icosa^cos x, 
la  quale  acquista  il  maggior  valore  assoluto 
N„=ijpocosa 

per  x = 0 e per  - ossia  per  le  sezioni  estreme. 

Le  equazioni  (I)  e (2)  determinano  rispettivamente  le  sezioni 
pericolose  per  rapporto  all'estensione  ed  alla  compressione  ; le 
equazioni  (3)  e (4)  danno  la  tensione  e la  pressione  massime  ri- 
ferite all'unità  di  superficie  nelle  delle  sezioni  pericolose  ; c l'equa- 
zione (5)  dà  il  massimo  sforzo  di  taglio  il  quale  si  verifica  nello 


(5) 
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sexioDi  estreme  che  sono  due  sezioni  egualmente  pericolose  sotto 
il  rapporto  della  resistenza  alto  scorrimento  trasversale. 

Sostituendo  i valori  di  Qi,.,  di  e di  N.  nelle  tre  equazioni 
di  stabilità  del  numero  precedente,  e procedendo  alla  determina- 
zione di  una  delle  dimensioni  della  sezione  trasversale  del  solido 
prismatico  consideralo  in  questo  problema,  si  trova  che,  pei  mate- 
riali che  vengono  impiegali  nelle  costruzioni  e per  le  forme  sotto 
cui  si  impiegano,  dà  generalmente  il  maggior  valore  deH'incognita 
la  seconda  delle  dette  equazioni  di  stabilità;  cosicché  nel  maggior 
numero  dei  casi  basta  al  costruttore  di  trovare  soltanto  la  sezione 
pericolosa  per  rapporto  alla  compressione  ed  il  corrispondente 
valore  della  pressione  massima  riferita  all’unità  di  superficie 
in  detta  sezione. 

II.  Delerminare  la  $eziotte  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  resi- 
stenza alla  compressione  e la  pressione  massima  riferita  all’unità  di 
superficie  per  un  solido  prismatico  AG  {Jìg.  i32)  unifonnemente  ca- 
ricato di  pesi  e collocato  su  tre  punti  equidistanti  ed  in  linea  retta. 

Siano  A,  B e C i tre  appoggi,  il  primo  fallo  in  modo  da  op- 
porre al  solido  una  reazione  longitudinale  Q ed  una  reazione  nor- 
male R,  il  secondo  ed  il  terzo  disposti  in  guisa  da  opporre  sol- 
tanto delle  reazioni  normali  R,  ed  R,:  si  chiamino 

a la  proiezione  orizzontale  A F dell'asse  del  prisma  conside- 
ralo , 

a l'angolo  CAP  misurante  rinclinazioue  del  detto  asse  eoU'o- 
rìzzonle, 

p il  peso  che  gravita  sopra  ogni  unità  della  lunghezza  della 
proiezione  orizzontale  A F ; 

e si  suppongano  tolti  gli  appoggi  ed  in  loro  vece  sostituite  le  rea- 
zioni che  essi  esercitano  contro  il  solido. 

Essendo  p il  peso  che  gravita  sopra  ogni  unità  di  lunghezza  - 
della  proiezione  orizzontale  AF  del  prisma  considerato,  il  peso 
totale  che  il  medesimo  sopporta  èpa,  la  componente  di  questo 
peso  secondo  l’asse  primitivo  AC  del  prisma  è pasena,  e vale 
p a cosa  quella  diretta  normalmente  allo  stesso  asse.  La  forza  Q si 
determina  dicendo  che  essa  deve  essere  eguale  alla  componente 
longitudinale  del  total  peso  p a,  cosicché 

Qrrpascna; 

e fra  le  tre  reazioni  R,  R,  ed  R,  si  hanno  le  due  condizioni  som- 
ministrate  dalla  statica  dei  corpi  solidi 
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R-t-R,+R, — pocosar=:0 


3**i 


a 


i 


cosa 


(6) 

(7), 


la  prima  delle  qaali  esprime  che  si  annulla  la  somma  di  tutte  le 
forze  dirette  normalmente  all'asse  AC  del  solido,  e la  seconda  che 
si  annulla  pure  la  somma  dei  momenti  delle  stesse  forze  rispetto 
all’estremo  A. 

Prendendo  ora  per  origine  di  coordinate  il  centro  della  sezione 
trasversale  corrispondente  all'appoggio  B,  assumendo  l'asse  delle 
ascisse  z'  nella  direzione  dell'asse  primitivo  del  corpo  e l'asse 
delle  ordinate  u'  perpendicolare  a Bz  e volto  all'ingiù,  per  una 
sezione  qualunque  il  cui  centro  m ha  l'ascissa  Bm'=z',  il  nio- 

1/1  \* 
mento  inflettente  ju,  constando  del  momento  I — l'cosa  ì 

del  peso  — z'cos  a ^ uniformemente  distribuito  sulla  pro- 

iezione orizzontale  del  tratto  mC  ed  applicato  nel  mezzo  di  detto 
tratto;  diminuito  del  momento  B,  della 

R„  ammette  il  valore  espresso  da 

P=^p(ia-*'cosa)‘-R?(|^-z'). 


reazione 


Ponendo  questo  valore  del  momento  inflettente  nell'equazione  (4) 
del  numero  150,  si  ottiene  la  seguente  equazione  differenziale 
della  curva  secondo  cui  si  dispone  l'asse  del  solido  sottoposto  a 
flessione  fra  i due  appoggi  B e C 


t 


d’u' 

d/> 


2p(2«  — -'cosa)  — ’ 


e quest’equazione,  integrata  in  modo  che  per  il  punto  B ossia  per 
z — iì  si  abbia  ^|^=:0  giacché,  atteso  la  simmetria  delle  compo- 
nenti normali  dei  pesi  uniformemente  distribuiti  su  B A e su  B C 
per  rapporto  al  punto  B,  si  può  ritenere  siccome  diretta  secondo 
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l'asse  primitivo  As  la  tangente  all'asse  deformato  nel  detto  punto 
B,  dà 


Integrando  ancora  quest’equazione  in  modo  che  per  il  punto  B,  os- 
sia per  s'=0,  si  abbia  u'  = 0,  risulta 


la  quale,  dovendo  dare  u'  = 0 per  s'=:BC=:n , conduce  alla 

^ 2 cos  a 

seguente  relazione  fra  i dati  del  problema  e la  reazione  R, 


/±_a^ 1 < a*  \ 

^^\16cOs*a  2'icos’a  ÒBcos’a/ 

I P /I  1 *>*  \ 

2 ’ \8c0s’a  2ìc0s’a/’ 


da  cui  si  deduce 

Rj^Yg^'PCOSa. 

Questo  valore  di  R,  si  ponga  nell'equazione  (7),  e si  trova  allora 
il  seguente  valore  di  R, 


R.: 


5 

'8 


pncosa. 


Il  valore  di  R si  può  dedurre  dall'equazione  (6)  ponendo  in  essa 
gli  ollenuti  valori  di  R,  e R„  e si  ottiene 

» 3 
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Assumendo  il  centro  A della  sezione  estrema  più  bassa  per  ori- 
gine delle  ascisse  z,  prendendo  come  verso  positivo  dei  momenti 
quello  che  tende  a far  venire  l’asse  A z sull’asse  A u , chiamando 
fx,  e |U,  i momenti  inOetleuti  relativi  a due  diverse  sezioni  qualun- 
que appartenenti,  una  alla  parto  di  solido  AB  e l’altra  alla  parte 
di  solido  BC,  ed  avendo  riguardo  ai  trovati  valori  di  e di  R„ 
si  ha 


I cosa 


'16 


f.,  = lp(a-:cosa)*-?ap(l^--j), 
p,=  lp(a-.cosa)«-Aap(-^_,j, 


I cosa 


5 i 

:^pa*  — (13o  — 8zcosa)cosa. 


Ottenute  le  espressioni  generali  dei  momenti  inflettenti  relativi  alle 
parli  di  solido  AB  e CD,  bisogna  decidere  per  quali  tratti  di  dello 
solido  questi  momenti  sono  positivi  e per  quali  tratti  sono  nega- 
tivi. Considerando  il  valore  di  ^l^  subito  si  riconosce  che  esso  va  a 
3 a 


zero  per  z=:0  e per  s = 


8C0S: 


c considerando  quello  di  p,  fa- 


cilmente si  vede  che  esso  si  annulla  per 


a 


_ 5 

8 cos  a 


per 


. Segue  da  ciò  che  prendendo  le  distanze  AD'  ed  A E'  le 

quali  siano  rispettivamente  i 3/8  ed  i 5/8  della  lunghezza  AC  si 
hanno  le  ascisse  dei  due  punti  d’inflessione  D ed  E che  presenta 
la  curva  secondo  cui  si  dispone  l’asse  del  prisma  consideralo,  e 
che  i momenti  inflettenti,  i quali  hanno  valori  negativi  Gnchè  si 
riferiscono  a sezioni  trasversali  appartenenti  ai  tratti  AD  ed  EC, 
diventano  positivi  quando  vengono  presi  rispetto  a sezioni  trasver- 
sali appartenenti  ai  tratti  DB  e BE. 

Trovale  le  reazioni  Q,  R,  R,  ed  B,  e determinate  le  parli  di  so- 
lido separale  dai  punti  d'appoggio  e dai  punti  d’inflessione,  quali 
sono  le  AD,  DB,  6 E ed  EC,  ecco  come  si  procede  per  la  ricerca 
della  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  resistenza  alla  coni- 
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pressione,  nonché  della  pressione  massima  riferita  aU’unità  di  su- 
perficie. 

Per  la  parte  di  solido  AD  si  ha  che  il  momento  inflettente  fj.  e 
che  la  forza  longitudinale  T ammettono  i valori 

^ / 3 \ /ox 

licosa  — gO  Icosa  (o), 

T=rp(a — icosa)sena  (9), 


da  applicarsi  per  valori  di  z compresi  fra  0 e g I*  valore  di 

fi  conservandosi  negativo  per  valori  di  z compresi  fra  gli  or  accen- 
nati limiti  e quello  di  T rappresentando  una  pressione  o tensione 
negativa,  si  devono  essi  sostituire  coi  segni  cangiati  nell'espressione 
(2)  del  numero  151  invece  di  fi"  e di  T",  ed  immediatamente  risulta 
l’espressione  la  cui  derivata  per  rapporto  a z,  eguagliata  a zero, 
conduce  a trovare  quel  valore  particolare  z'  di  z il  quale  determina 
la  sezione  pericolosa  nel  tratto  AD.  Questo  valore  di  z'  è 


, 3 g l'tangg 

* 16  cosa  «"0 


(10); 


corrispondono  ad  esso  i valori  particolari  fi"  e T"  di  /x  e di  T, 
coi  segni  cangiati,  dati  da 

„ P / 9 , I'*  sen*  a \ 

“ ~2V256“  u"*tì»  /’ 

/^3  , l'sena\ 

e la  pressione  massima  riferita  aH'unità  di  superficie  ammette 
il  valore 


p/  9 a’u"  , l'sen’a  , ISasena  \ 


(H). 


Per  la  parte  di  solido  DB  il  momento  inflettente  ^ e la  forza 
longitudinale  T ammettono  i valori  (8)  e (9)  già  trovati,  da  appli- 
carsi fra  — e . n momento  inflettente  u si 

0 cos  a 2 cos  a 
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conserva  posilivo  per  lutti  i valori  di  2 compresi  fra  gli  accennati 
limili,  ed  il  valore  di  T rappresenla  sempre  una  pressione  o len- 
sione  negaliva,  per  cui  ponendo  nell’espressione  (2]  del  numero  151 
il  valore  di  fi  coi  propri  segni  invece  di  f/'  ed  il  valore  di  T coi 
segni  cangiali  invece  di  T",  si  olliene  l’espressione 

u"pz{SzcoBa — 3a)cosa  , p{a — zcosa)sena 

ItTP  ' Q • 

Quest’espressione,  crescendo  col  crescere  di  z,  mostra  ad  evidenza 
come  la  sezione  pericolosa  nel  tratto  DB  sìa  quella  che  corrisponde 
all'appoggio  B e come  la  pressione  massima  Q.,„  in  detta  sezione 
sia  il  valore  particolare  che  prende  l’espressione  stessa  per 
1 a 

2““-^  _ nf»r  riii 


2 Q ) 

Se  ora  si  osserva  che  le  forze  perpendicolari  alla  lunghezza  del 
solido  sono  simmetricamente  disposte  rispetto  al  suo  mezzo  B,  e 
che  la  forza  comprimente  cresce  da  una  sezione  all'altra  andando 
daH'eslremo  C aH'estrerao  A,  agevolmente  si  comprende  come  la 
pressione  massima  debita  sicuramente  aver  luogo  in  una  sezione 
del  tratto  AB  anziché  in  una  sezione  dell'altro  tratto  BC,  e 
quindi  come  sia  inutile  l'instituìre  per  quest’ultimo  le  ricerche 
che  vennero  fatte  pel  primo.  La  sezione  determinata  dall'equa- 
zione (10)  e quella  corrispondente  aH’appuggio  B sono  adunque  due 
sezioni  pericolose,  e di  queste  sezioni  è maggiormente  pericolosa 
quella  cui  corrisponde  il  più  grande  dei  due  valori  di  som- 
ministrati dalle  equazioni  (11)  e (12). 

1 53.  Solidi  omogenei  ad  asse  rettilineo  e di  egual  resistenza. 
— La  legge  secondo  cui  devono  variare  le  sezioni  di  solidi  sotto- 
posti all’azione  di  forze  riducibili  ad  una  risultante  unica  comun- 
que diretta  ed  ìnconirante  i loro  assi,  afflnchè  siano  essi  di  egual 
resistenza,  si  trova  con  un  metodo  in  lutto  analogo  a quello  che 
venne  seguito  al  numero  112  parlando  dei  solidi  omogenei  ad  asse 
rettilineo  e di  egual  resistenza  sollo  l'azione  di  forze  contenute  in 
uno  stesso  piano  passante  pei  loro  assi  ed  a questi  perpendicolari. 
1 valori  delle  resistenze  Q,  e Q,  riferite  all'uiiità  di  superfìcie,  che 
firn  1)1  FABDRiCAiii  ReiUUma  del  maleriali,  tee.  — 24. 
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in  una  sezione  qualunque  oppongono  le  fibre  maggiormente  al- 
lungate e quelle  maggiormente  compresse , vanno  eguagliati  ai 
coefficienti  di  snervamento  Q'  e Q'  (num.  92)  oppure  ai  coeffi- 
cienti di  rottura  R'  ed  R*  (num.  95)  per  trazione  e per  pressione 
moltiplicati  pei  rispettivi  coefficienti  di  stabilità,  e le  diverse  se- 
zioni del  solido  che  si  vuol  fare  di  egual  resistenza  devono  essere 
prese  in  modo  da  soddisfare  a quella  delle  due  equazioni  che  loro 
dà  il  maggior  valore.  Una  volta  determinate  le  sezioni  trasversali 
in  modo  che  il  corpo  sia  di  egual  resistenza  sotto  il  rapporto 
della  tensione  massima  o della  pressione  massima  che  in  ciascuna 
di  esse  si  sviluppa,  bisogna  ancora  accertarsi  se  esso  presenta  la 
necessaria  resistenza  allo  scorrimento  trasversale,  e conveniente- 
mente ingrossarlo  dove  presenta  una  sezione  deficiente,  determi- 
nando questa  come  si  è detto  al  già  citato  numero  142. 


CAPITOLO  VII. 

Resistenza  all’innalzamento. 


154.  Condii.ione  ed  equazione  di  atabilità  per  un  corpo  il 
quale  trovasi  sotto  l'azione  di  una  forza  che  tende  a sollevarlo. 

— Allorquando  un  corpo  trovasi  sotto  l’azione  di  una  forza  la  quale, 
agendo  verticalmente  dal  basso  all’alto  , tende  a sollevarlo  distac- 
candolo dai  suoi  appoggi,  il  peso  del  corpo  stesso  opponesi  a questo 
sollevamento,  il  quale  in  nessun  modo  può  aver  luogo  tuttavulta 
che  la  forza  sollevante  trovasi  direttamente  opposta  ed  inferiore 
al  detto  peso.  Segue  da  ciò  che,  chiamando 

T’  la  forza  verticale  la  quale  tende  a produrre  l’iiinalzumento  di 
un  dato  corpo  e 

P il  peso  di  questo  corpo  , 
si  avrà  la  condizione  di  stabilità 

T'<P, 

la  quale  si  può  tradurre  neH’equazione  di  stabilità 

T'  = n’P, 

esseudo  n'  un  coefficiente  di  stabilità  che , pel  motivo  indicato  al 
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numero  81  nel  fissare  i valori  del  coefficiente  di  stabilità  n/%  si 
assume  variabile  fra  4/5  e 2/5. 

155.  Uso  deirequazione  di  stabilità  relativa  alla  resistenza 
airinnalzamento , e determinazione  dei  solido  di  più  facile  in- 
nalzamento. — L’equazione  di  stabilità  che  venne  stabilita  nel 
precedente  numero  serve  principalmente  a risolvere  i seguenti 
problemi  ; 

1”  Trovare  a qual  farsa  T' , direltamenle  opposta  al  peso  di 
«n  corpo,  si  può  questo  sottoporre,  affinché  non  venga  sollevato; 

2'  Trovare  qual  peso  P deve  avere  un  corpo,  affinchè  non 
venga  sollevato  da  una  fona  T’  direttamente  opposta  al  peso  del 
corpo  stesso. 

Avviene  ben  sovente  nella  pratica  delle  costruzioni  di  dover 
considerare  dei  corpi  i quali  si  trovano  in  tali  condizioni  da  poter 
avvenire  in  essi  un  sollevamento  parziale,  anziché  un  sollevamento 
totale.  Se  il  sollevamento  parziale  tende  a manifestarsi  più  facil- 
mente per  una  parte  che  per  un'altra  del  corpo  dato  , esiste  un 
solido  di  più  facile  innalzamento  il  quale  dà  luogo  a delle  sezioni 
pericolose  nelle  superficie  secondo  le  quali  si  stacca  dal  corpo  in- 
tiero. 11  solido  di  più  facile  innalzamento  si  determina  cercando 
quella  parte  del  solido  intiero  per  rapporto  alla  quale  è massimo 
il  valore  del  coefficiente  di  stabilità  , ossia  il  valore  della  forza 
che  tende  a produrre  il  sollevamento  per  il  corrispondente  peso 
che  vi  si  oppone. 

1 56.  Verificazione  della  stabilità  di  un  condotto  in  muratura 
entro  il  quale  si  esercita  una  pressione  idrostatica  che  tende  a 
sollevare  il  vólto  che  Io  copre.  — Rappresenti  la  figura  153  la 
sezione  trasversale  di  un  condotto  orizzontale  in  muratura  costi- 
tuito d'una  platea  e delle  opere  di  fondazione  che  terminano  al 
livello  AB,  di  due  piedritti  AL  e BN  e di  un  vólto  LMNCDE  so- 
vraccaricato fino  alla  superficie  cilindrica  proiettata  nella  linea  I OH. 
Attraverso  a questo  condotto  passi  dell’acqua  la  quale  prima  di 
entrare  in  esso  sale  al  livello  marcato  dalla  linea  PR;  c suppon- 
gasi che  possa  avvenire  il  sollevamento  di  un  masso  come  mDpqrst, 
separantcsi  dal  vólto  secondo  i giunti  m(  e pq  diretti  normalmente 
alla  superficie  d’intrados  e del  sovrastante  sovraccarico  secondo  i 
piani  verticali  ts  e qr.  Si  riferisca  la  curva,  che  si  suppone  sim- 
metrica rispetto  alla  verticale  Dt/,  a due  assi  coordinati,  si  assuma 
per  origine  il  punto  culminante  D dell'indicata  curva , per  asse 
delle  ascisse  si  prenda  la  tangente  Dx  in  D,  per  asse  delle  ordi- 
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naie  la  verticale  Di/.  Si  consideri  una  parte  di  condotto  lunga  la 
unità,  e si  chiamino; 

a la  dilTerenza  di  livello  DQ  fra  il  punto  D ed  il  livello  del  li- 
quido prima  di  entrare  nel  condotto; 
p il  peso  dell'unità  di  volume  di  lìquido  ; 
a;  ed  y le  due  coordinate  D//  e p'p  del  punto  p posto  dalla 
retta  Dy  alla  distanza  che  dalla  medesima  retta  ha  il  punto  m; 

x'  ed  y'  le  due  coordinate  Dtt'ed  u'u  d'un  punto  qualunque  u 
dell'arco  Dp. 

Supponendo  chiuso  il  condotto  all'estremità  per  la  quale  sorte 
il  liquido  e quindi  ammettendo  il  caso  più  sfavorevole  d’una  pres- 
sione idrostatica  (j)  contro  la  superficie  d'intrados  del  vólto,  sopra 
releniento  di  superficie  rappresentalo  ncU'archetto  uv  — ds',  il  qual 
elemento  non  è altro  che  una  strettissima  lista  rettangolare  lunga 
l’unità  e larga  ds\  ha  luogo  una  pressione  elementare  ad  esso  nor- 
male e misurata  dal  peso  di  un  cilindro  liquido  avente  per  base  la 
detta  lista  di  superficie  e per  altezza  la  differenza  livello 

« n"~a-|-y' fra  il  punto  u e la  orizzontale  PR,  per  cui  questa 
pressione  elementare  vien  espressa  da 

p{a-h  y')  d s'  ; 

la  sua  componente  verticale  ammette  il  valore 
p (a  4-  y)  d x'  ; 

e la  totale  spinta  verticale  che  si  esercita  contro  la  parte  di  su- 
perficie d'intrados  del  vólto  rappresentala  in  wiD/i  vien  data  da 

Cx 

, ri  {a  + y')dx'. 

J~x 


Conoscendosi  l'equazione  della  curva  EDC  rispetto  ai  due  assi  co- 
ordinati Dx  e Dy,  si  ha  il  valore  di  y'  in  funzione  di  x'  -,  può 
essere  effettuata  rinlegrazionc , e così  si  può  avere  in  funzione 
della  variabile  x l'espressione  generale  della  spinta  verticale  che 
agisce  su  una  parte  qualunque  della  superficie  d'intrados  del  vólto. 


(i)  Nel  namero  che  segue  è indicalo  un  procedimento  elemenlare  per  ottenere  la 
pressione  verticale  che  ha  luogo  sopra  una  parte  qualuuque  della  siiperBcie  d'in- 
irados  del  v6lto  del  condotto. 
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come  ni  Df),  simmetricamente  estemleiitcsi  per  rapporto  alla  gene> 
ratrice  suprema  rappresentata  nei  punto  D,  e che  tende  a sollevare 
il  masso  mDpyrft  il  cui  peso  sarà  pure  esprimibile  per  a>  al- 
lorquando si  conosca  con  qual  legge  vennero  tracciate  le  due  linee 
LMN  ed  lOH.  Chiamando  rispettivamente  f{x)  e (x)  le  espres- 
sioni della  forza  verticale  agente  dal  basso  all'alto  che  tende  a 
produrre  il  sollevamento  e del  peso  agente  dall'alto  in  basso  che 
a questo  sollevamento  si  oppone,  l'equazione  di  stabilità  del  nu- 
mero 154  conduce  a trovare 


<p(a:) 


dalla  quale  equazione  si  può  dedurre  quali  sono  le  sezioni  peri- 
colose e giudicare  del  grado  di  stabilità  del  condotto  sotto  il  rap- 
porto della  resistenza  al  sollevamento.  Per  determinare  le  sezioni 
pericolose  bisogna  cercare  qual  è quel  valore  particolare  di  x che 
rende  massimo,  per  valori  di  x compresi  fra  0 ed  SC,  il  valore 
di  n'  ; per  decidere  poi  della  stabilità  del  condotto  serve  il  valore 
massimo  di  e si  dirà:  che  esiste  lo  stretto  equilibrio  quando 
n'=l,  che  vi  è stabilità  se  n''<l  e che  la  stabilità  è tanto  più 
grande  quanto  più  n*  è una  frazione  piccola,  e fìnalmente  che  non 
vi  ha  equilibrio  quando  n'>l. 

L'espressione  I {a+y')dx  rappresenta  evidentemente  la  su- 


perficie mDpp"tn",  per  cui  si  può  dire  che  p J {a-k-y')dy  è il 

peso  di  un  cilindro  d'acqua  avente  per  base  la  detta  superficie  e 
per  altezza  l'unità.  Questa  semplicissima  osservazione  conduce  a 
risolvere  il  problema  anche  nel  caso  in  cui  non  si  conosca  l'equa- 
zinne  della  curva  EDC,  purché  in  iscala  piuttosto  grande  si  abbia 
il  disegno  della  sezione  trasversale  del  condotto.  Considerando  di- 
verse parti  mì)p,  m^Dp^,  tn^Dp^,  della  superficie  d’intrados 

del  volto , basta  fare  le  superficie  mììpp"m",  m, 
m^ì^p^p"m^",  e moltiplicarle  per  p onde  ottenere  le  pres- 
sioni verticali  T',  T,',  T,’, che  su  e.sse  hanno  luogo  per  una 

lunghezza  eguale  all'unilà:  trovando  i pesi  l',P, , l\ dei 

massi  mDpqrst,  m,  Dp,9,  ni^Dp,q,  che  rispet- 

tivamente operano  contro  le  dette  pressioni  verticali  e facendo  ì 
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T T T 

quozienti  p,  =j-‘,  -g? si  hanno  allrellaiiti  valori  diversi  n’^,  n,', 

n,',  del  coefficiente  di  stabilità.  Il  più  grande  dei  detti  quo- 

zienti rappresenta  esattamente  o per  approssimazione  il  più  gran 
valore  del  coefficiente  di  stabilità,  è quello  cui  corrisponde  il  solida 
di  più  facile  innalzamento,  determina  le  sezioni  pericolose,  e,  secondo 
che  risulta  eguale  o minore  o maggiore  deH’unità,  porta  a decidere 
se  nel  condotto  e per  rapporto  alla  resistenza  al  sollevamento  vi 
ha  lo  stretto  equilibrio  u se  vi  ha  stabilità  o se  questa  manca. 

i 57.  Procedimento  elementare  per  ottenere  la  pressione  ver- 
ticfde  che  ha  luogo  sopra  una  psurte  qualunque  della  superficie 
d'intrados  del  vólto  del  condotto  considerato  nel  precedente  nu- 
mero. — Ritenendo  che  l’arco  EDC  {fig.  153)  sia  una  linea 
poligonale  di  lati  piccolissimi  alternativamente  verticali  ed  oriz- 
zontali, la  superficie  d'intrados  del  vólto  del  condotto  rappresen- 
tala nell’arco  Dp  {jig.  134}  può  essere  risguardata  come  una  su- 
perficie poliedrica  a facce  strettissime  alternativamente  orizzontali 
e verticali  a partire  da  D , per  cui  la  pressione  verticale  che  il 
liquido  produce  contro  la  superficie  rappresentala  in  Dp  altro  non 
può  essere  che  la  somma  di  tutte  le  pressioni  che  hanno  luogo 

sulle  piccole  facce  orizzontali  Da,  a' (3,  jS'y Ora,  essendo  p 

il  peso  deiruiiilà  di  volume  di  liquido  e considerando  una  parte 
di  vólto  lunga  runilà,  la  somma  delle  pressioni  che  hanno  luogo 
sulle  indicate  strettissime  facce  orizzontali  è 

p(DQ.Ua-|-a'a"  .a' (3-h  fs' (3" . iS'7-f-  ), 

e,  siccome  la  somma  dei  prodotli  entro  parentesi  non  è altro  che 

la  somma  delle  aree  piccolissime  DQa'V,  a'a"(3"|3',  

costituente  l’aree  totale  DQp"p,  agevolmente  si  viene  a couchiu- 
dere  come  la  pressione  verticale  sulla  superficie  cilindrica  lungo 
ruiiità  e rappresentata  in  Dp  altro  non  sia  che  il  peso  del  cilindro 
d’acqua  avente  per  base  la  superficie  DQp"p  e per  altezza  Tunità, 
c come  per  conseguenza  quella  che  ha  luogo  sulla  superficie  ci- 
lindrica mDp  debba  essere  il  peso  del  cilindro  d'acqua  pure  alto 
l’unità  ed  avente  per  base  la  superficie  mni"p"p.  Ciò  premesso, 
torna  agevole  il  trovare  le  pressioni  vellicali  ehe  il  liquido  produce 
contro  diverse  parti  (Jig.  133)  niDp,  m,Dp,,  m^Dp,,  della  su- 

perficie d’intrados  per  una  lunghezza  di  condotto  eguale  aU'uuilà, 
e verificare  la  stabilità  dell’edifizio  sotto  il  rapporto  della  rcsi- 
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stenza  airinnalzamento  procedendo  come  si  è indicato  sul  Coire 
del  precedente  numero.  • 

1 58.  Resistenza  aH'innalzamento  tenendo  conto  della  coesione 
dei  materiali.  — Nel  valutare  la  resistenza  ali'innalzamento  usano 
alcuni  costruttori  di  tener  anche  conto  della  coesione  che  mantiene 
unito  il  masso  soggetto  a sollevamento  a quello  che  rimane  im- 
mobile quando  questo  fatto  avvenga.  Se  il  distacco  del  primo  masso 
dal  secondo  tende  ad  avvenire  secondo  superGcie  piane  orizzontali, 
la  forza  di  .coesione  che  si  oppone  al  sollevamento  si  valuta  sic- 
come una  resistenza  allo  strappamento  operante  in  senso  verticale 
e dall'alto  al  basso  ; se  il  detto  distacco  può  solo  manifestarsi  se- 
condo superCcie  verticali,  la  forza  che  tende  ad  impedirlo  si  con- 
sidera come  risultante  dalle  resistenze  che  si  sviluppano  nelle  dette 
superficie  di  separazione  ed  agenti  pure  dall’alto  al  basso;  se  fi- 
nalmente le  superficie  di  separazione  sono  piani  inclinati  si  u.sano 
dai  pratici  due  metodi  ben  diversi  nel  valutare  la  resistenza  dovuta 
alla  coesione.  Considerando,  per  esempio , il  caso  della  resistenza 
al  sollevamento  che  presenta  il  masso  mDp^rsl  (Jig.  133)  quando 
contro  la  sua  faccia  mDp  si  esercita  una  pressione  idrostatica  dal 
basso  all'alto,  ammettono  taluni  che  normalmente  a ciascuno  dei 
giunti  piaui  mi  e pg  si  sviluppi  una  resistenza  allo  strappamento 
diretta  dall'alto  al  basso  e che  iu  ciascuno  dei  giunti  verticali  Is 
e qr  nasca  una  resistenza  allo  scorrimento  pure  diretta  dall'alto 
dal  basso;  altri  invece,  ritenendo  come  vero  quanto  si  è detto  per 
le  resistenze  allo  scorrimento  che  si  sviluppano  negli  or  accennati 
giunti  verticali,  partono  dall'idea  che  i giunti  mi  e pq  non  siano 
realmente  piani  ma  sibheiie  superficie  poliedriche  formate  da  pic- 
colissime facce  rettangolari  alternativamente  verticali  ed  orizzontali, 
dicono  che  su  tutte  le  piccole  facce  orizzontali,  il  cui  complesso 
fa  le  proiezioni  orizzontali  II’  e qq'  di  mi  e di  pq , hanno  luogo 
delle  resistenze  allo  strappamento  prodocenti  una  resistenza  unica 
diretta  verticalmente  dall'alto  al  basso , e che  su  tutte  le  piccole 
facce  verticali , dal  cui  complesso  risultano  le  proiezioni  verticali 
mi'  e pq'  dì  mi  e di  pg , si  sviluppano  delle  resistenze  allo  scorri- 
mento formanti  una  risultante  unica  anche  verticale  ed  agente  dal- 
l’alto al  basso. 

Chiamando 

R'  la  resistenza  alla  rottura  per  strappamento  riferita  aU’unìtà 
di  superficie, 

R”  la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  pure  riierita  all’unità 
di  superficie, 
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P il  peso  del  masso  il  quale  è soggellu  ad  iiinahainento  per  effello 
d'uiia  pressione  idrostatica  che  verticalmente  contro  esso  si  esercita 
dal  basso  all'alto, 

evidentemente  risulta  da  quanto  si  è detto;  che  la  resistenza  aH'in- 
nalzameuto  per  un  masso,  il  quale  tende  a staccarsi  dai  suoi  sostegni 
secondo  due  superficie  orizzontali  ciascuna  delle  quali  presenta 
l’area  Q,  è espressa  da 

P-t-2R'Q; 

che  la  resistenza  all'innalzamento  per  un  masso,  il  quale  può  essere 
levalo  dai  suoi  sostegni  per  distacco  secondo  due  superGcie  verti- 
cali ciascuna  delle  quali  ha  l'area  u,  vale 

e lìiialnientc  che  la  resistenza  airinnulzamento  per  un  masso  come 
mlipfp  st,  il  quale  può  staccarsi  dai  suoi  sostegni  secondo  i giunti 
verticali  ed  rq  aventi  ciascuno  la  superficie  %>  e secoudo  i giunti 
mi  c pq  presentanti  ciascuno  la  superfìcie  Q c facenti  l’angolo  a 
colla  verticale,  può  essere  valutata,  secondo  alcuni,  coll’espressione 

P+2R'Oscna-l-2R''f,.  (1), 

dove  R'Qsena  esprime  la  componente  verticale  della  resistenza  do- 
vuta alla  coesione  che  si  sviluppa  normalmente  a ciascuno  dei  due 
giunti  mi  e pq;  secondo  altri  coll’espressione 

P-|-2Q(R'sena-|-R‘’cosa)-^-2R■’6•  (2), 

nella  quale  2 R'Qsena  è la  risultante  di  tutte  le  resistenze  allo 
strappamento  che  hanno  luogo  sulle  piccole  facce  orizzontali  che 
nel  loro  complesso  costituiscono  le  proiezioni  orizzontali  II'  e qq' 
di  mi  e di  pq,  e 2R''Qcosa  la  risultante  di  tutte  le  risistenze 
allo  scorrimento  che  hanno  luogo  sulle  piccole  facce  verticali  for- 
manti nel  loro  assieme  le  proiezioni  verticali  mi'  e pq'  dei  detti 
giunti  mi  e pq. 

Evidentemente  la  resistenza  aU’innalzamenlo  che  si  ottiene  ap- 
plicando l'espressione  (2)  supera  della  qiiaiililà  20R”cosa  quella 
che  vien  data  dall'espressione  (1);  c siccome  nella  pratica  delle 
costruzioni,  allorquando  non  è ben  certo  in  qual  modo  si  sviluppano 
le  resistenze,  è prudente  consiglio  l allenersi  u quei  risultali  che  sono 
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in  favore  delia  stabililà,  un  cauto  costruttore,  il  quale  voglia  anche 
tener  conto  della  coesione  dei  materiali  nel  valutare  la  resistenza 
aH'innalzameiito  per  un  condotto  contro  il  cui  vólto  si  esercita  una 
pressione  verticalmente  diretta  dal  basso  all'alto,  dovrà  servirsi  nei 
suoi  calcoli  deirespressione  (4)  anziché  dell’espressione  (3),  e per  la 
sicurezza  dell'opera  dovrà  fare  in  modo  che  il  coefficiente  di  stabi- 
lità non  sia  maggiore  di  4/4U. 


CAPITOLO  vin. 

Reaistenza  al  rovesciamento. 


459.  CondisioBe  ed  equazione  di  stabilità  per  un  corpo  il 
quale  trovasi  sotto  l’azione  di  forze  che  tendono  a rovesciarlo. 
— Se  date  forze  operano  sopra  un  corpo  in  modo  da  produrre 
il  suo  rovesciamento  od  anche  solamente  il  rovesciamento  di  una 
sua  parte , e se  il  peso  del  corpo  stesso  si  oppone  a che  questo 
fatto  avvenga  ; affinchè  il  corpo  si  possa  dir  stabile  è necessario 
che  il  momento  del  suo  peso  rispetto  alla  retta,  intorno  alla  quale 
tende  ad  aver  luogo  la  rotazione  con  cui  incomincia  il  rovescia- 
mento , sia  maggiore  della  somma  algebrica  dei  momenti  di  tutte 
le  altre  forze  applicato  al  corpo  rispetto  alla  medesima  retta.  Se- 
gue da  ciò  che,  chiamando 
P il  peso  del  corpo  e 

c il  suo  braccio  ossia  la  sua  distanza  dalla  retta  intorno  alla 
quale  può  aver  luogo  il  rovesciamento, 

M'  la  somma  algebrica  dei  momenti  di  tutte  le  altre  forze  appli- 
cate ai  corpo  rispetto  all'accennata  retta, 
si  deve  avere  la  condizione  di  stabilità  * 

M'<Pc,  , 

1 

e quindi  l’equaziooe  di  stabilità  tv.  < ^ > - 

M=»"Pc  . 

nella  quale  n^'  è un  coefficiente  di  stabilità  che,  pel  motivo  indicato 
al  numero  84  nel  fissare  i valori  del  coefficiente  di  stabilità  n”.  si 
può  assumere  siccome  variabile  fra  4/5  e 2/5.  , 
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IGO.  Uso  deirequanone  di  stabilità  relativa  alla  resistenza 
al  rovesciamento  e determinazione  del  solido  di  più  facile  ro- 
vesciamento. — L'uso  deH’equazione  di  stabilità  del  numero  pre- 
cedente sta  principalmente  nel  risolvere  questi  due  problemi  pratici: 

1*  Trovare  a qual  momento  rovesciante  M'  si  può  assoggettare  un 
dato  corpo  prismatico  affinchè  non  abbia  luogo  t/  suo  rovesciamento  ; 

2°  Trovare  una  delle  dimensioni  della  sesion  retta  di  forma  co- 
gnita da  assegnarsi  ad  un  corpo  prismatico  di  sostanza  nota  , affinchè 
non  venga  rovesciato  sotto  l'azione  di  un  dato  momento  rovesciante  M'. 

Allorquando  i corpi  che  sono  soggetti  a rovesciamento  presentano 
una  tal  forma  ed  una  tal  struttura  da  essere  più  facile  il  rovescia- 
mento per  questa  anziché  per  l’altra  parte,  si  fa  luogo  alla  ricerca 
del  solido  di  più  facile  rovesciamento  e quindi  alla  ricerca  della  se- 
zione pericolosa  , lo  quale  non  è altro  che  il  giunto  secondo  cui  il 
detto  solido  tende  a staccarsi  dalla  parte  che  rimane  immobile  al 
momento  in  cui  il  rovesciamento  comincia  a manifestarsi.  Si  deter- 
mina il  solido  di  più  facile  rovesciamento  cercando  quella  parte  del 
corpo  intiero,  a cui  essa  appartiene,  per  rapporto  alia  quale  è mas- 
simo il  valore  del  coefficiente  di  stabilità,  ossia  il  valore  del  quo- 
ziente del  momento  rovesciante  M'  per  il  corrispondente  momento 
resistente  Pc. 

161.  Verificazione  della  atabilità  di  un  muro  il  quale  può  ea- 
sere  rovesciato  da  una  forza  che  obbliquamente  agisce  con- 
tro una  sua  faccia.  — Sia  ABCD  (Jig.  133)  la  sezione  tras- 
versale di  un  muro  che  si  suppone  di  lunghezza  eguale  all’unità, 
costrutto  per  strati  regolari  aventi  date  inclinazioni  all’orizzonte  e 
sottoposto  all’azione  di  una  forza  R,  cognita  di  direzione  e d’in- 
tensità, la  quale  agisce  contro  la  faccia  BG  in  un  punto  determi- 
nato I in  modo  da  essere  possibile  il  rovesciamento  della  parte 
FECD  in  seguito  a rotazione  della  medesima  attorno  allo  spigolo 
orizzontale  rappresentato  nel  punto  F.  Evidentemente  il  giunto  di 
separazione  della  parte  che  può  essere  rovesciata  dalla  parte  ri- 
manente di  muro  deve  incontrare  la  faccia  BC  secondo  una  linea 
rappresentata  nel  punto  E posto  al  di  sotto  del  punto  d’applica- 
zione I della  forza  R;  c,  chiamando  x la  distanza  GII  del  piano 
orizzontale  passante  per  E dallo  spigolo  rappresentato  in  G,  quando 
sia  compiutamente  determinata  di  forma  e di  grandezza  la  sezione 
ABGD  torna  agevole  l’esprimere  in  funzione  di  a;  e dei  dati  del 
problema  il  momento  della  forza  R rispetto  allo  spigolo  F,  il  qual 
momento  vale  la  somma  algebrica  dei  momenti  delle  sue  compo- 
nenti orizzontale  e verticale  Q e V rispetto  allo  spigolo  medesimo. 
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nonché  il  momento,  pure  rispetto  allo  spigolo  F,  del  peso  P della 
parte  di  muro  lunga  l'unità  rappresentata  in  FECD.  Chiamando 
F(:r)  il  momento  rovesciatile,  ossia  il  dello  momento  della  forza 
R,  e 4>  (x)  il  momento  che  si  oppone  al  rovesciamento,  ossia  l'in- 
dicato momento  del  peso  P,  l'equazione  di  stabilità  del  numero  159 
conduce  ad  esprimere  il  coefficiente  di  stabilità  n^'  con 


II 


TI 


*(x)' 


Cercando  qual  è il  più  gran  valore  che  può  prendere  questo  coef- 
ficiente di  stabilità  fra  i limili  di  o;=CKe  di  x=CL  si  deter- 
mina quel  valore  particolare  di  x che  fissa  dove  esiste  la  sezione 
pericolosa,  e lo  stesso  più  gran  valore  di  n"  porla  a decidere  del 
grado  di  stabilità  del  nutro.  Esiste  lo  stretto  equilibrio  se  n''  = l; 
vi  ha  stabilità  quando  n"^  < 1 , e questa  è tanto  piu  grande  quanto 
più  n"  è una  frazione  piccola  ; e finalmente  non  vi  può  essere 
equilibrio  quando  n''>l. 

Soventi  volle  riesce  operazione  lunga  e difficile  il  trovare  le  due 
funzioni  F (x)  e 4>  (x)  il  cui  quoziente  rappresenta  il  coefficiente 
di  stabilità , ed  allora  si  può  risolvere  il  problema  col  seguente 
semplicissimo  procedimento  pratico.  Disegnata  in  una  scala  piut- 
tosto grande  la  sezione  trasversale  del  n>uro,  al  di  sotto  ilei  punto 
d'applicazione  I della  forza  R si  conducano  diverse  rette  EF,  E^F,, 

E, F,, rappresentanti  allrellanli  giunti  secondo  i quali  può  essere 

possibile  il  rovesciamento  per  distacco  delle  parli  di  muro  FECD, 

F,  E,  CD,  F,  E,  C D ; si  facciano  i momenti  rovescianli  M,  M,,  M, , 

della  forza  R rispetto  agli  spigoli  rappresentali  nei  punti  F,  F,, 

F,, valutando  i bracci  corrispondenti  con  misure  prese  sul 

disegno;  si  calcolino  i pesi  P,  P,,  P, delle  accennate  parli; 

graficamente  si  determinino  i punti  d'applicazione  di  questi  pesi 
ossia  i centri  di  gravità  delle  stesse  parli;  sul  disegno  si  misurino 
i bracci  c,  c^,  c,, di  questi  pesi  rispetto  agli  spigoli  F,  F,,  F,, 


. ; e finalmente  si  facciano  1 rapporti  , 

Pc  P,c,  P,c, 


(piali  rappresenteranno  altrettanti  valori  diversi  n^‘,  n,",  n,”, 

del  coefficiente  di  stabilità.  Il  più  grande  dei  detti  rapporti,  esat- 
tamente od  almeno  con  molla  approssimazione,  se  i giunti  EF, 

E,F,,  E,  F,, vennero  cuiidotli  abbastanza  vicini,  dà  il  più  gran 

valore  del  coefficiente  di  stabilità  ; il  giunto  cui  corrisponde  questo 
più  gran  rapporto  costituisce  la  sezione  pericolosa;  e lo  stesso 


Digitized  by  Google 


— 380  - 

quoziente,  secondochè  risulta  eguale  o minore  o maggiore  deU’unità, 
porta  a decidere  se  per  rapporto  alla  resistenza  al  rovesciamento 
vi  ha  nel  muro  lo  stretto  equilibrio,  o se  vi  ha  stabilità,  o se  questa 
manca. 

162.  Pressione  massima  riferita  alluniti  di  superficie  sullo 
spigolo  attorno  al  quale  tende  a farsi  il  rovesciamento  di  un 
solido  prismatico,  e modo  di  verificare  se  su  questo  spigolo 
non  esiste  pericolo  di  schiacciamento  dei  materiali.  — Essendo 
EF  (fig.  136)  la  sezione  pericolosa  per  un  solido  prismatico,  per 
un  muro  a cagiou  d'esempio,  contro  il  quale  agisce  la  spinta  R 
applicata  in  I per  produrre  il  rovesciamento  attorno  allo  spigolo 
rappresentato  nel  punto  F,  e supponendo  trasportate  sulle  proprie 
direzioni  6no  in  0 la  forza  spingente  R nonché  il  peso  del  solido 
PECO  di  più  facile  rovesciamento,  si  può  trovare  la  loro  risul- 
tante S.  Quando  non  ha  luogo  rovesciamento,  la  direzione  di  questa 
risultante  incontra  sicuramente  il  giunto  EF  in  un  punto  determi- 
nato L,  e supponendo  trasportata  da  detta  risultante  S sulla  sua 
direzione  fino  ad  essere  applicate  in  L si  possono  avere  le  sue  due 
componenti  N e T,  la  prima  normale  al  giunto  EF  e l’altra  con- 
tenuta nel  piano  del  giunto  stesso.  Se  il  punto  L si  confonde  col 
punto  di  mezzo  M di  EF,  la  pressione  N che  ha  luogo  sulla  super- 
ficie rettangolare  rappresentata  in  E P si  ripartisce  uniformemente 
e quindi  la  pressione  massima  Q,  riferita  all’unità  di  superficie 
sullo  spigolo  F,  come  su  qualunque  altro  punto  del  giunto  EF, 
vien  espressa  da 


essendo  Q la  superficie  di  detto  giunto.  Se  il  punto  L non  si  con- 
fonde col  punto  M,  ma  se  la  distanza  ML  è minore  di  1/3  MF, 


ponendo 


ML 

STf 


= m,  si  ha  che  la  massima  pressione  Q,  riferita  al- 


l’unità di  superficie  ha  luogo  sullo  spigolo  P e che,  per  quanto  si 
è detto  nella  risoluzione  del  problema  I del  numero  137,  vien 
data  da 


Q,  = ^(l-l-3m)  (1). 

Se  il  punto  L dista  da  M più  di  1/3  MF,  una  parte  soltanto  delia 
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base  EF  soffre  pressione;  questa  parte,  come  è facile  rendersi  ra- 
gione in  seguito  a quanto  si  è detto  nel  risolvere  il  problema  I 
del  già  citato  numero  137,  si  determina  ponendo  FE'  = 3.FL;  e 
la  pressione  massima  Q,  riferita  all'unità  di  superficie  che  ha  luogo 
sullo  spigolo  F vien  data  dalla  formala 


0 

V(  — et 


4 


Q 3(1  — m) 


(2). 


Se  il  punto  L dista  dal  punto  M di  1/3  MF  trovasi  premuta  l’in- 
tiera base  EF,  ma  la  pressione  sullo  spigolo  rappresentato  in  E 
è nulla  ; e,  come  risulta  tanto  dalla  formola  (1)  quanto  dalla  for- 
molo (2)  ((),  la  pressione  massima  riferita  all'unità  di  superficie, 
che  ha  luogo  sullo  spigolo  F,  vien  data  da 


Q,=2 


N 

Q' 


Può  avvenire  che  il  ponto  L,  invece  di  trovarsi  fra  M ed  F,  cada 
fra  M ed  E.  In  questo  caso  lo  spigolo  intorno  cui  tende  a farsi 
il  rovesciamento  non  è più  lo  spigolo  F,  ma  sibbene  lo  spigolo  E; 
ed  è su  quest’ultimo  che  ha  luogo  la  massima  pressione  riferita 
all'unità  di  superficie. 

Albiichè  sullo  spigolo  attorno  al  quale  tende  a farsi  il  rovescia- 
mento nou  siavi  pericolo  di  schiacciamento  dei  materiali , si  ri- 
chiede che  la  pressione  Q,  riferita  aH’unitò  di  superficie  sia  minore 
del  coeflìciente  di  rottura  per  schiacciamento  relativo  alia  materia 
che  in  detto  spigolo  si  trova  ; e si  ha  stabilità  quando  la  detta 
pressione  è eguale  o minore  del  prodotto  del  coefficiente  di 
snervamento  (num.  30)  o del  coefficiente  di  rottura  (nuni.  34)  pel 
relativo  coefficiente  di  stabilità  (num.  31  e 40). 


{/)  I,e  foruiale  (I)  e (2)  non  sono  altro  che  le  due  espressioni  di  Qi  Riii  irovale  al 
numero  1S7  nel  risolvere  il  problema  I.  nelle  quali  alla  fona  premente  T"  si  è sosti- 
tuita la  forza  N ed  al  prodotto  l'area  Q che  esso  rappresenta. 
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CAPITOLO  IX. 

Reateteoza  del  aolldi  inizialmente 
curvi. 


163.  Aasunto  dei  presente  capitolo.  — La  resistenza  dei  solidi 
inizialmenle  curvi  (num.  10)  verrà  sludiala  soltanto  nel  caso  par- 
ticolare di  un  solido  avente  per  asse,  ossia  per  linea  luogo  geo- 
metrico dei  centri  di  superGcie  delle  sue  sezioni  trasversali,  una 
curva  piana,  e neH'ipolesi  che  si  trovino  nel  piano  di  questa  curva 
tutte  le  forze  estrinseche,  nonché  uno  degli  assi  principali  dell’el- 
lisse centrale  d'inerzia  di  ciascuna  sezione  trasversale.  In  questo 
caso,  il  quale  comprende  tutte  le  quistioni  che  nella  pratica  si  pos- 
sono presentare  aU’ingegnere  costruttore  e il  quale  per  conseguenza 
è il  solo  necessario  a conoscersi  da  coloro  cui  questo  corso  è desti- 
nato, la  direzione  dell'asse  neutro  in  qualsiasi  sezione  è già  deter- 
minata , giacché , dovendo  essere  coniugata  , nell’ellisse  centrale 
d'inerzia,  del  diametro  che  trovasi  nel  piano  delle  forze  estrinse- 
che, il  qual  diametro  é per  ipotesi  asse  principale,  é perpendico- 
lare al  detto  piano  che  è pur  quello  in  cui  trovasi  l'asse  del 
corpo. 

164.  Fenomeni  che  si  manifestano  in  un  solido  inisialmente 
curro  sotto  l'scione  di  forse  estrinseche  contenute  nel  piano 
dell’asse  del  solido.  — Essendo  AB  e CD  {fig.  137)  due  sezioni 
trasversali  vicinissime  di  un  soliilo  inizialmente  curvo  avente  per 
asse  la  curva  zz',  ciascuna  delle  forze  che  trovansi  applicate  al 
corpo  a dritta  della  sezione  tlD  si  può  immaginare  scomposta  in 
una  componente  tangenziale  diretta  normalmente  al  piano  dell'or 
accennala  sezione  ossia  parallela  alla  tangente  alla  curva  zz'  nel 
punto  G',  ed  in  una  seconda  componente  normale  parallela  al 
piano  della  sezione  CD  e quindi  perpendicolare  alla  detta  tangente 
GT.  Tutte  le  eomponenti  tangenziali  danno  generalmente  luogo  ad 
una  risultante  unica  che  inette  in  giuoco  l'elasticità  longitudinale 
e che,  a seconda  del  senso  secondo  cui  opera,  tende  ad  allonta- 
nare o ad  avvicinare  la  sezione  CU  alla  sezione  AB,  e quindi  ad 
allungare  o ad  accorciare  la  parte  EG  dell'asse  del  corpo  ; la  ri- 
sultante unica,  cui  generalmente  danno  luogo  le  forze  normali,  pro- 
voca l'elasticità  trasversale,  giacché  tende  a staccare  la  parte  di 
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solido  che  trovasi  a dritta  della  sezione  CD  da  quella  che  trovasi  a 
sinistra;  e finalmente,  siccome  le  forze  sollecitanti  non  passano  pel 
punto  G,  hanno  esse  un  momento  rispetto  alla  retta  perpendicolare 
al  piano  delia  curva  z z passante  per  l'or  indicato  punto  per  cui 
tendono  a produrre  rotazione  della  sezione  CD  relativamente  alla 
sezione  AB  e quindi  flessione.  L'asse  zz  del  solido  subisce  delle 
deformazioni  e,  tuttoché  siano  esse  elTettivameiite  piccole  nei  corpi 
sottoposti  all’azione  di  forze  estrinseche  non  capaci  di  produrre  in 
essi  lo  snervamento,  pure  non  sono  tali  da  potersi  assolutamente 
trascurare. 

f G5.  Equazioni  d'equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e le  forze 
molecolari  che  si  sviluppano  in  una  sezione  trasversale  qua- 
lunque di  un  solido  inizialmente  curvo.  — Essendo  AB  e CD 
(/ì^.  137)  due  sezioni  trasversali  infinitamente  vicine  di  un  solido 
omogeneo  inizialmente  curvo  posto  nelle  condizioni  già  espresse  al 
numero  1G3,  si  chiamino: 

M la  superficie  elementare  della  sezione  d’un  elemento  di  fi- 
bra oà  e 

Q la  superficie  della  totale  .sezione  trasversale  del  solido  ; 

V la  distanza  Gà  del  centro  della  sezione  dell'elemento  di  fibra 
ab  dalla  retta,  perpendicolare  al  piano  in  cui  è contenuto  l’asse 
del  corpo,  rappresentata  nel  punto  G ; 

l l’archetto  EG  limitato  ai  centri  di  superficie  delle  due  sezioni 
AB  e CD  ; 

9 l'arco  di  raggio  eguale  aH’onità  chiudente  l'angolo  infinita- 
mente piccolo  CLA  che,  nello  stato  primitivo  del  solido,  fa  il  piano 
della  sezione  CD  con  quella  della  sezione  AB  , e 

6'  l'arco  di  raggio  eguale  aU’unità  il  quale  chiude  l'angolo  C,L'A 
che  il  piano  C,D,,  in  cui  viene  a trasportarsi  la  sezione  CD  dopo 
la  deformazione,  fa  col  piano  della  sezione  AB; 

V la  distanza  G0=G,0,  che  l'asse  neutro  della  sezione  CD, 
rappresentato  nel  punto  0 finché  il  solido  non  si  suppone  deformato 
e nel  punto  0,  quando  il  solido  si  é deformato,  ha  dal  centro  di 
superficie  di  detta  sezione  ; 

T la  somma  delle  componenti  delle  forze  estrinseche  applicate 
alla  parte  di  corpo  posta  a diritta  della  sezione  CD,  le  quali  suno 
perpendicolari  al  piano  di  questa  sezione  ; 

N la  somma  delle  componenti  delle  dette  forze  estrinseche,  le 
quali  sono  parallele  al  piano  di  questa  sezione , e 

jji  la  somma  dei  momenti  delle  medesime  forze  rispetto  alla  retta 
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contenuta  nel  piano  della  sezione  CD  perpendicolare  al  piano  in 
cui  si  trova  l’asse  z i del  corpo  e rappresentata  nel  punto  G ; 

r il  momento  d’inerzia  dulia  superfìcie  della  sezione  CD  rispetto 
alla  retta  proiettata  nel  punto  G la  quale , per  essere  uno  degli 
assi  principali  dell’ellisse  centrale  d’inerzia  di  ciascuna  sezione  nel 
piano  dell’asse  iz  del  solido  che  si  considera,  è asse  principale 
della  sezione  CD; 

E un  numero  esprimente  il  coefGciente  d'elasticità  longitudinale 
della  materia  di  cui  il  solido  è formato  ; 

E"  il  coefficiente  d’elasticità  trasversale; 

GG 

ò lo  scorrimento  relativo  fTrr  (niim.  70Ì  subito  dalla  sezione 
EG  ' ' 


CD  relativamente  alla  sezione  AB; 

S nna  somma  estesa  a tutte  le  superficie  elementari  <,■>. 

Ciò  premesso, essendo  l’angolo  COjCjr^LOjL'i^CjL'A  — CLA, 
l’arco  di  raggio  eguale  all'iinità  che  lo  chiude  vale  8' — 9.  L’ele- 
mento di  fibra  ab,  avente  per  sezione  m e distante  della  quantità 
V-t-o  dall'asse  neutro  rappresentalo  e proiettalo  nel  punto  0,,  pel 
fatto  della  flessione  prova  un  allungamento  od  un  accorciamento 
che  si  può  esprimere  con  (V+«)  (8' — 0),  purché  prendasi  v negativo 
dalla  parte  della  retta  rappresentala  e proiettata  nel  ponto  G verso 
la  quale  si  verificano  accorciamenti  di  fibre:  la  tensione  o la  pres- 
sione corrispondente  vieu  data,  per  quanto  si  è detto  ai  numeri 
e 29  parlando  dcU'estensione  e dalla  compressione,  da 


(V-+-u)(&'  — 9) 
‘ l 


il  momento  di  questa  forza  rispetto  alla  parallela  aU’asse  neutro 
rappresentata  nel  punto  G,  è 


e la  resistenza  allo  scorrimento  trasversale  che  oppone  il  conside- 
ralo elemento  di  fibra  può  essere  espressa  da 


E'Vrtd. 


Le  domandate  condizioni  d’equilibrio  fra  le  forze  estrinseche  e 
le  forze  molecolari  si  ottengono  ponendo  le  condizioni  esprimenti 
che  tutta  la  parte  di  corpo,  posta  a diritta  della  sezione  CD  per  chi 
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osserva  la  Ggtira  137,  trovasi  in  equilibrio  sotto  l’azione  delle  forze 
estrinseche  e delle  forze  molecolari  dalle  medesime  messe  in  giuoco. 
Queste  condizioni  risultano  scrivendo  : che  deve  essere  zero  la 
somma  algebrica  delle  forze  parallele  alla  direzione  EGT  della 
parte  EG  di  asse  del  solido  compresa  fra  le  due  sezioni  vicinis- 
sime AB  e CD,  e quindi  si  ha  per  prima  condizione 

TrzO  (1); 

che  deve  essere  zero  la  somma  dei  momenti  di  tutte  le  forze  ri- 
spetto alla  retta  rappresentala  e proiettata  nel  punto  G,  per  cui  si 
ha  come  seconda  condizione 

(2); 

e Gnalmente  che  deve  essere  zero  la  somma  algebrica  di  tutte  le 
forze  dirette  normalmente  all’asse  del  prisma , per  cui  si  ha  la 
terza  condizione  d’equilibrio 

N=0, 

la  quale  per  il  caso  di  deformazioni  piccolissime  quali  sono  quelle 
cui  si  possono  assoggettare  i corpi  nelle  costruzioni,  per  essere  lo 
scorrimento  relativo  la  tangente  trigonometrica  dell’angolo  che 
l’elemento  di  Gbra  spostata  fa  colla  sua  posizione  primitiva  (num. 
70),  per  confondersi  sensibilmente  le  due  curve  ab  ed  oh,  6,  colle 
loro  corde  e queste  colle  perpendicolari  in  b ed  in  6,  ad  OC  e 
ad  0,  C„  per  risultare  l'angolo  6 a 6,  di  ben  poco  diverso  dall'an- 
golo CO,C,  e Gnalmente  potendosi  sostituire  alla  tangente  di  que- 
st'angolo piccolissimo  la  lunghezza  dell’arco  6' — 9 che  lo  chiude, 
si  può  ridurre  a 

^£''«(9'— 9)  — N=0  (3). 

Osservando  ora  che  le  quantità  E,  E",  s,  9'  — 9 e V vanno  con- 
siderate come  costanti,  che  So>=:Q,  che  = 0 giacché  la  retta 
rappresentata  nel  punto  G perpendicolarmente  allo  quale  si  valu- 
tano le  distanze  v passa  pel  centro  di  superGcie  della  sezione  CD, 
e che  ICov’  non  è altro  che  il  momento  d’inerzia  1'  della  super- 
L'Artc  di  FinMctu.  Hetiitema  dei  maleriati,  eoe.  — 25. 
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Scie  dell'or  indicata  sezione  rispetto  alla  retta  rappresentata  nel 
punto  G,  le  condizioni  d’equilibrio  I),  (2)  e (5)  diventano 


La  forza  tangenziale  T va  assunta  come  positiva  quando  tende 
ad  allontanare  la  sezione  CD  dalla  sezione  AB,  c come  negativa 
quando  agisce  in  modo  da  aver  tendenza  ad  avvicinare  le  stesse 
sezioni;  la  forza  N va  risgtiardala  come  positiva  quando  è rivolta 
dalla  parte  verso  cui  trovasi  l’intersezione  delle  due  sezioni  tras- 
versali AB  e CD,  come  negativa  quando  agisce  in  senso  contrario; 
ed  i momenti  parziali,  dalla  cui  somma  algebrica  risulta  il  mo- 
mento fj.,  vanno  considerati  come  positivi  quando  agiscono  sulla 
parte  di  corpo  posta  a dritta  della  sezione  CD  in  modo  da  far  ro- 
tare la  tangente  GT  verso  la  parte  di  normale  in  G all'asse  zz'  la 
quale, passa  pel  centro  di  curvatura  corrispondente  al  detto  punto, 
come  negativi  quando  operano  in  modo  da  produrre  una  rotazione 
contraria  a quella  indicala. 

166.  Determinazione  deirasse  neutro.  — Nei  limili  entro  i 
quali  si  è ristretto  lo  studio  della  resistenza  dei  solidi  inizialmente 
curvi  (num.  163),  l'asse  neutro  in  una  sezione  qualunque  di  uno 
di  questi  solidi  è perpendicolare  al  piano  in  cui  sono  contenute  le 
forze  estrinseche,  cosicché  per  la  completa  sua  dctcrminazìune  non 
si  ha  che  da  trovare  la  sua  distanza  V dal  centro  della  sezione  in 
cui  si  trova.  Perciò  dividasi  la  prima  delle  equazioni  (4)  del  nu- 
mero precedente  per  la  seconda,  e daU'equaziune  che  risulta  si  ri- 
cavi il  valore  di  V il  quale  vien  dato  da 


Ammesse  le  convenzioni  stabilite  nel  precedente  numero  sui  se- 
gni della  quantità  T,  N e a,  un  valore  positivo  di  V accenna  ad  un 
asse  neutro  posto  tra  il  centro  di  superficie  G ed  il  centro  di  cur- 
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vatiira  L,  mentre  un  valore  negativo  di  V corrisponde  ad  un  asse 
neutro  clic  incontra  il  prolungamento  della  retta  LG. 

IG7.  Variazioni  di  coordinate  aubite  daU'agse  di  un  aolido 
inizialmente  curvo  nel  deformarsi  sotto  l'azione  di  date  forze 
estrinseche  — Siccome  le  due  sezioni  trasversali  .^B  e CD  {fig. 
137)  vennero  supposte  infinitamente  vicine  fra  di  loro  nel  dedurre 
al  numero  165  le  equazioni  d'equilibrio  Tra  le  forze  estrinseche  e 
le  forze  molecolari,  e siccome  queste  equazioni  sono  fondale  su 
ciò  che  nel  solido  considerato  non  avvenga  snervamento  e che 
quindi  siano  piccolissime  le  deformazioni  che  in  esso  si  verificano, 
i due  archi  $ e d'  si  possono  rappresentare  con  due  archi  infinite- 
simi dr  e dr'  e coU'arco  pure  infinitesimo  ds  l'arco  EG  = {.  Se- 
gue da  ciò  che  facendo  il  prodotto  £1'=;,  essendo  e il  momento 
di  flessibilità,  la  seconda  delle  equazioni  (4)  del  numero  165  può 
essere  scritta 


d'onde 


dr' — dr=:  jfzds, 

nella  quale  dr  e dr'  sono  rispettivamente  gli  archi  chiudenti  gli 
angoli  elementari  fatti  da  due  normali  successive  all'asse  primitivo 
e dalle  due  normali  corrispondenti  all'asse  deformato  del  solido  che 
si  considera. 

Prendendo  per  origine  di  coordinate  un  punto  della  curva  se- 
condo cui  è foggiato  l'asse  primitivo  per  cui  vnglionsi  trovare  le 
variazioni  di  coordinate,  per  asse  della  ascisse  z la  tangente  a detta 
curva  e per  asse  delle  ordinate  u la  normale,  siccome  dr' — dr 
misura  la  differenza  fra  l’angolo  fatto  da  due  normali  successive 
all'asse  deformato  e quello  fatto  dalle  corrispondenti  normali 
successive  all'asse  primitivo,  il  valore  di  r' — r,  che  ottiensi  inte- 
grando l’ultima  equazione  e che  vien  dato  da 


esprime  da  differenza  fra  gli  angoli  r'  e r che  le  normali  all’asse 
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deformato  ed  all'asse  primitivo  corrispondenti  alla  stessa  sezione 
fanno  coll'asse  delle  u,  angoli  che  sono  eguali  a quelli  che  le  toc- 
canti alle  due  curve  nei  punti  medesimi  fanno  coll'asse  delle  s. 
Ammettendo  ora  che,  fatto 

t'— T='p  (2), 

sia  ip  un  angolo  molto  piccolo,  giacché  le  deformazioni  che  si  pos- 
sono far  subire  ai  corpi  che  vengono  impiegati  nelle  costruzioni 
devono  essere  tali  da  non  produrre  in  essi  lo  snervamento,  si  può 
ritenere  con  grandissima  approssimazione 

cosp=1  e senp=p. 

Allora,  siccome  dalla  (2)  si  ha 

r'  = r-4-p., 

toma  agevole  il  dedurre 

cos  T — cos  - — p sen  t, 
senr'=:senT-l-pcosT, 

e quindi  il  ricavare  le  seguenti  espressioni  di  p = r' — r 

, COST  — cost' 

^ ‘ ^ sen  T 

, senr' — senr 

P=T  T— 

COST 

Ma,  essendo  ; ed  u le  coordinale  del  punto  dell'asse  primitivo  cui 
corrisponde  la  normale  che  fa  l'angolo  r coll'asse  delle  u,  z'  ed 
u le  coordinate  dello  stesso  punto  sull'asse  deformalo  coi  per 
conseguenza  corrisponde  la  normale  che  fa  l'angolo  r'  pure  col- 
l'asse delle  u,  ed  osservando  che  d«',  differenziale  dell'arco  nell'asse 
deformato,  si  può  ritenere  siccome  eguale  a ds  differenziale  del- 
l'arco nell'asse  primitivo,  si  ha  dalla  geometria 


di 

COSt=  t-, 

ds 


, di 

COST  = -7—, 
dj 
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du 

sen  T = j-  , 

di 


, du' 
senr  = -r-  ; 
di 


e quindi  si  ottiene  dalle  equazioni  (3) 

, dz — dz' 
d u ’ 


du' — du 


Sostituendo  in  queste  equazioni  il  valore  di  r' — r dato  dalla  (1)  e 
ricavando  i valori  di  di' — dz  e du' — du,  si  ha 


\ f 

dz' — dz=: — - du  | ;zdi, 

i f 

du' — du=-dzl  ftdi; 


e finalmente  integrando  si  ottiene 


z' — z— — - I d u (u 

0 J 

u'  — u—  - I dz  I uc 

‘J  J 


Queste  ultime  due  equazioni  danno,  in  funzione  delle  forze  estrin- 
seche ed  in  seguito  a conoscenza  della  forma  dell’asse  primitivo 
di  un  solido  inizialmente  curvo,  le  variazioni  di  coordinate,  e quindi 
servono  a determinare  l'asse  deformato. 

1 68.  Resistenze  riferite  «irunitÀ  di  superficie , che  in  una 
stessa  sezione  normale  oppongono  le  fibre  maggiormente  al- 
lungate e quelle  maggiormente  compresse.  — Si  chiamino:  Q,  la 
resistenza  per  trazione  riferita  all’unità  di  superficie  che,  fra  due 
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sezioni  vicinissime  AB  e CD  (Jiy.  137)  normali  all'asse  x z’,  op- 
pone reicmcnto  di  libra  AC  cui  corrisponde  la  distanza  massima 
v'  dalla  retta  parallela  all’asse  neutro  condotta  pel  centro  di  super- 
ficie della  sezione  CD  e rappresentala  nel  punto  G;  Q,  la  resistenza 
per  pressione,  pure  riferita  all’unità  di  superfìcie,  che  fra  le  stesse 
sezioni  sviluppa  relemenlo  di  fibra  BD  che  ha  la  distanza  massima 
V*  dall’accennata  retta  rappresentata  nel  punto  G ; ed  m la  super- 
ficie elementare  della  sezion  retta  di  ciascuno  degli  indicali  ele- 
menti di  fibra.  Alle  lettere  E,  6,  6'  ed  /^si  attribuiscano  i significali 
che  già  alle  medesime  vennero  dati  al  numero  163;  e non  si 
dimentichi  che  V è la  distanza  fra  le  due  rette  rappresentate  nei 
due  punti  G ed  0,  o.ssia  la  distanza  dal  centro  di  superficie  G della 
sezione  CD  dall’asse  neutro  in  essa  contenuto  e tulio  rappresen- 
tato nel  punto  0,  finché  si  considera  la  detta  sezione  siccome  an- 
cora appartenente  al  solido  non  deformato.  Quell’elemento  delle 
fibre  allungale,  il  quale  dista  v dalla  retta  parallela  all’asse  neutro 
proiettala  nel  punto  G,  subisce  un  allungamento  rappresentalo  da 
(v'-f-V)  (6' — tf),  e queU’elemenlo  delle  fibre  accorciale  distinte  v' 
dalla  stessa  retta  si  accorcia  di  (t*  — V)  (tf'  — S).  Il  primo  dei 
detti  elementi  sviluppa  una  resistenza  alla  trazione  (num.  12) 

data  da  E(.i  (w'-l-V) — ^ — ; il  secondo  una  resistenza  alla  pressione 

ò’—ò 

espressa  da  E(.i(c* — V) — ^ — ; e quindi  le  resistenze  Q,  e Q,  ri- 
ferite all’unilà  di  superficie  ed  opposte  rispellivamenle  dall’elc- 
inento  di  fibra  maggiormente  allungato  e da  quello  maggiormente 
compresso,  quando  si  trascurino  i piccoli  allungamenti  che  le  fibre 
subiscono  per  ciò  che  generalmente  nel  cimentare  la  resistenza  dei 
solidi  inizialmente  curvi  vien  anche  messa  in  giuoco  l’elasticità 
trasversale,  si  possono  determinare  colle  equazioni 


Q,:=E(e'+V)?l^, 

Q,=E(o•-V)^^ 


ò'  — 6 

le  quali,  quando  in  esse  si  ponga  il  valore  di  E - ^ — che  ricavasi 

dalla  prima  delle  equazioni  (4)  del  numero  1 65,  ed  il  valore  di  V 
trovato  al  numero  166,  diventano 
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Quando  nell’applicarc  queste  formule  avviene  di  trovare  dei  va- 
lori negativi  di  Q,  e di  Q,,  bisogna  dire  die  è una  pressione  quella 
resistenza  che  si  è supposta  una  tensione,  e viceversa  che  è una 
tensione  quella  resistenza  che  si  è supposta  una  pressione. 

1 G9.  Equazioni  di  stabilità  ; determinazione  di  una  delle  di- 
mensioni della  sezione  trasversale  di  un  solido  omogeneo  ini- 
zialmente curvo;  sezioni  pericolose.  — Sia  AB  {fig.  138)  l'asse 
curvilineo  di  un  solido  a sezione  trasversale  costante  ; A z ed  A u 
siano  due  assi  coordinati  posti  nel  piano  della  curva  AB,  il  primo 
tangente  ed  il  secondo  normale  alla  curva  stessa;  e prendasi  come 
verso  positivo  dei  momenti  inflettenti  quello  che  tende  a far  venire 
l’asse  positivo  delle  ascisse  z su  quello  positivo  delle  ordinate  u, 
già  previamente  assunto  in  modo  da  essere  positivi  i momenti  in- 
flettenti dove  la  curva  secondo  cui  si  dispone  l'asse  del  solido  de- 
formato è convessa  verso  l'asse  delle  ascisse.  Ragionando  come 
si  è fatto  al  numero  151,  bisogna  immaginare  l'intiero  solido  de- 
formato siccome  scomposto  in  tante  parli  separale  dalle  sezioni 
trasversali  corrispondenti  ai  punti  d’appoggio,  ai  punti  d'applica- 
zione delle  forze  estrinseche  concentrate  ed  ai  punti  d'inflessione, 
e stabilire  le  equazioni  di  stabilità  per  ciascuna  di  queste  parli. 
Perciò,  considerando  una  (jualunque  delle  parli  in  cui  il  corpo  si 
può  immaginare  diviso  e chiamando 

u.'  e ju'  i valori  assoluti  dei  momenti  inflettenti  per  le  sezioni 
cui  corrispondono  gli  elementi  di  fibra  i quali  sopportano  rispetti- 
vamente la  tensione  massima  e la  pressione  massima, 

u'  la  distanza  dell'elemento  di  fibra  il  quale  supporla  la  tensione 
massima  da  una  parallela  all’asse  neutro  condotta  pel  centro  di 
superfìcie  della  sezione  cui  corrisponde  il  momento  inflellenle  g.', 
u’  la  distanza  deireleiuenlo  di  Gbra  il  quale  sopporta  la  pres- 
sione massima  pure  da  una  parallela  all'asse  neutro  condotta  pel 
centro  di  superGcie  della  sezione  cui  corrisponde  il  momento  in- 
flettente a, 

T'  e T*  le  forze  tangenziali  riferentisi  alle  sezioni  cui  corrispon- 
dono i momenti  inflctlcnli  u!  c u’, 
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si  ha  che  la  tensione  e la  pressione  massime  riferite  aU'Dnilà  di 
tuperheie , per  quel  che  risulta  dal  precedente  numero , sono 
espresse  da 


u’u  r 

'V 


(1). 


u"  a"  T' 
1'  Q 


La  tensione  e la  pressione  massime  Q,„  e Q,o,,  per  un  tratto  di 
solido  cui  corrispondono  dei  momenti  itiflellenti  positivi  si  trovano 
sostituendo  nelle  stabilite  espressioni  (1)  e (2)  invece  di  |u.'  e di  ju’ 
il  valore  generale  del  momento  inflettente  u,  ed  invece  di  T'  e di 
T"  il  valore  generale  della  forza  tangenziale  T per  Io  stesso  tratto, 
e prendendo  i valori  massimi  di  cui  sono  suscettive  le  dette  espres- 
sioni nei  limiti  della  parte  di  solido  che  si  considera.  Analoga- 
mente si  calcolano  la  tensione  e la  pressione  massime  Q,„  e Qt» 
per  un  tratto  di  solido  cui  corrispondono  dei  momenti  inflettenti 
negativi,  e solo  bisogna  avvertire  che,  essendo  fx'  e u i valori  a.sso- 
luti  di  due  momenti  inflettenti  negativi,  in  loro  vece  bisogna  met- 
tere il  valore  generale  del  momento  inflettente  pel  tratto  che  si 
considera  coi  segni  cangiati. 

Una  parte  di  solido  per  cui  siansi  già  trovati  i valori  della  ten- 
sione massima  Q,„  e della  pressione  massima  Q,„,  si  può  dir  sta- 
bile allorquando  la  delta  tensione  e la  detta  pressione  sono  rispet- 
tivamente eguali  ai  coefficienti  di  rottura  per  estensione  e per  com- 
pressione moltiplicati  pei  relativi  coefficienti  di  stabilità.  Le  doman- 
date equazioni  di  stabilità  sono  adunque 

n'R'=Q,„,  n"R"=Q^, 

alle  quali  è necessario  l'aggiungere  ancora  l’altra 

N 

n"R"=.^ 

relativa  allo  scorrimento  trasversale,  dove  è lo  sforzo  di  taglio 
di  maggior  valore  assoluto,  ossia  il  maggior  valore  assoluto  che 
può  prendere  la  forza  normale  N per  la  p.'^rle  di  solido  cui  queste 
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equazioni  si  riferiscono.  — Le  letlere  n",  R',  R",  R''  ed  Q 

hanno  i significali  che  già  altre  volte  loro  vennero  dati,  e,  quando 
invece  dei  coefficienti  di  rottura  R',  R*  ed  R"  si  conoscono  i coef* 
ficienti  di  snervamento  Q',  Q"  e Q",  basta  cangiare  nelle  stabilite 
equazioni  »'R'  in  m'Q',  «"R"  in  m"Q"  ed  n”R''  in  essendo 

m',  m"  ed  m"  i coefficienti  di  stabilità  relativi  alle  resistenze  allo 
snervamento. 

Instituendo  le  equazioni  di  stabilità  per  le  diverse  parti  in  cui 
conviene  immaginare  diviso  un  solido  inizialmente  curvo  per  l’esi- 
stenza di  punti  d’appoggio,  di  punti  d’applicazione  di  forze  con- 
centrale e di  punti  d’inflessione,  ed  applicandole  al  calcolo  di  una 
delle  dimensioni  della  sezione  trasversale  del  solido  stesso,  si  ot- 
tengono generalmente  valori  diversi  della  dimensione  incognita,  ed 
il  più  grande  di  questi  valori  è quello  da  adottarsi.  Per  ognuna 
poi  delle  accennale  parti  si  devono  considerare  tre  sezioni  perico- 
lose : la  prima  è la  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  resi- 
stenza all'estensione  nella  quale  si  verifica  la  tensione  massima 
Q,„  e quindi  il  valore  massimo  del  coefficiente  di  stabilità  n';  la 
seconda  è la  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  resistenza 
alla  compressione  nella  quale  ha  luogo  la  pressione  massima  Q,„  e 
quindi  il  valor  massimo  del  coefficiente  di  stabilità  n";  e finalmente 
la  terza  è quella  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  resistenza  allo 
scorrimento  trasversale  per  la  quale  si  trova  il  valor  massimo  N„ 
della  forza  normale  e quindi  il  valor  massimo  del  coefficiente  di 
stabilità  n'\ 

170.  Problemi  sulle  deformazioni  di  archi  a sezione  trasrer- 
aale  costante  coi  loro  assi  disposti  in  piani  verticali,  e cari- 
cati di  pesi.  — I solidi  inizialmente  curvi  che  più  di  frequente 
avviene  di  dover  considerare  nella  pratica  sono  foggiati  ad  arco  di 
circolo.  Le  curve  circolari  secondo  cui  sono  disposti  gli  assi  di 
questi  solidi  hanno  generalmente  le  loro  corde  orizzontali  ; e,  nei 
casi  più  frequenti  della  pratica,  i pesi  che  producono  le  deforma- 
zioni o sono  uniformemente  distribuiti  sulla  loro  proiezione  oriz- 
zontale, 0 sono  uniformemente  distribuiti  sulla  loro  lunghezza,  od 
anche  sono  distribuiti  in  parte  nel  primo  ed  in  parte  nel  secondo 
modo.  In  quello  che  segue  verranno  risoluti  due  soli  problemi 
sulle  deformazioni  degli  archi  circolari  ; e,  seguendo  sempre  la  via 
di  approssimazione  che  venne  tenuta  nell’esporre  la  teoria  gene- 
rale dei  solidi  inizialmente  curvi,  si  riterrà  che  le  azioni  dellei, 
forze  estrinseche,  anche  dopo  le  deformazioni,  si  possano  valutare 
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come  se  gli  urclii  non  avessero  cangialo  di  fornia,  sebbene  ludi  i 
loro  punii  siansi  realmente  spostati. 

1.  Trovare  le  deformazioni  nubile  da  un  solido  avente  un  arco  di 
circolo  BAC  (fig.  13'J)  per  suo  asse  primitivo,  collocato  su  due  ap- 
pogtji  posti  allo  stesso  livello,  libero  di  scorrere  sui  medesimi  e cari- 
cato d’un  peso  uniformemeiile  distribuito  sulla  sua  proiezione  oriz- 
zontale. 

Prendasi  per  origine  delle  coordinate  il  colino  A deirarco  di 
circolo  secondo  il  quale  si  suppone  foggiato  l'asse  primitivo  del 
solido  che  si  considera;  la  tangente  Az  in  questo  punto,  prolun- 
gata dalla  parte  del  punto  li,  si  assiiinu  per  asse  poisilivo  delle 
ascisse  z:  la  jiarte  Au  posta  al  di  sotto  del  punto  A,  ilellu  verti- 
cale che  passa  per  A,  sia  l'asse  positivo  delle  ordinate  ii;  e si  chia- 
mino : 

r il  raggio  deH'arco  BAC; 

4>  l'angolo  A Oli , e 

p il  peso  riferito  airiinità  di  lunghezza  della  proiezione  orizzon- 
tale del  detto  arco; 

Q la  reazione  orizzontale  dell'appoggiu  contro  restremilà  B,  di- 
retta da  B verso  1),  e causata  da  ciò  che  una  certa  resistenza  d'at- 
trito tende  ad  impedire  lo  scorrimento  di  detta  estremità; 

V la  reazione  verticale  dell'appoggio  contro  lo  stesso  estremo 
B e d ircita  dal  basso  all'alto; 

f l'angolo  MOA  che  la  normale  MO  in  un  punto  qualunque  M 
dell'asse  primitivo  fa  colla  verticale  Ah. 

Considerando  del  solido  dato  s(dtanto  la  metà  che  trovasi  a de- 
stra della  sezione  verticale  passante  pel  punto  culminante  A,  giac- 
ché, a motivo  della  perfetta  simmelr'ia  che  il  corpo  e le  forze  ad 
esso  applicate  hanno  per  ra|>porto  ni  piano  verticale  dell'indicata 
sezione,  la  metà  di  sinistra  trovasi  nelle  identiche  condizioni  della 
metà  di  destra,  si  cerchino  innanzi  tutto  i valori  di  dz,  dii,  da  e 
u da  porsi  nei  secondi  membri  delle  ultime  due  equazioni  del  nu- 
mero 167.  Dal  triangolo  MEO  rettangolo  in  E,  in  cui  ÈM=z  cd 
EOr=r — u,  si  ha 

z=rsenf , 

e quindi  differenziando,  risulta 
li:.—  rcospdp. 


r—  u — rcosp; 


(iHcrrseiif  dp. 
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Il  valore  di  di,  ammettendo  che  df  sia  un  arco  di  raggio  eguale 
all’iinità  chiudente  un  angolo  elementare,  vien  dato  da 

dirrrdf  ; 

i due  cateti  DB  e DO  del  triangolo  BDO  rettangolo  in  D ammet- 
tono  i valori  espressi  da 

I)13  = rsen<h,  DOurrcosd»; 

la  distanza  orizzontale  BF  e la  distanza  verticale  FM  del  punto  M 
dal  punto  B sono  date  da 

DF  = Dn  — EM  = r(sen<l' — senf), 

F M;=E(t  — I)Ur=»(cosf  — cosd»); 

e Giialracnle  il  momento  inflettente  p,  il  quale  consta  del  momento 

jj/)r’(send>  — senp)’  del  peso  pr (sen*  — senp)  distribuito  sul- 

l'aieo  MB  pruporziunalmente  alla  sua  proiezione  orizzontale,  au- 
mentato del  momento  Qr(cosf  — cos<l>)  della  reazione  orizzontale 
Q e diminuito  del  momento  Vr  (sen<I>  — senf]  della  reazione  ver- 
ticale V,  trovasi  espresso  da 

I 

^ r’  (sen  <t>  — scn  f )’  -+-Q  r (cos  f — cos  — V »•  ( se  n <J> — scn  p) . 

La  reazione  verticale  V non  è altro  che  la  metà  del  peso  totale 
sopportato  dall’arco  intiero  ; il  suo  valore  adunque  è 

Vzzprsenl»  (1), 

e quindi  il  valore  di  u si  riduce  a 

pr* 

fi=^(sen’p — sen’4>)-|-Qr  (cosp — cosd»)  (2). 

I trovati  valori  di  d;^,  du,  ds  e ^ si  pongano  nei  secondi  mem- 
bri delle  equazioni  del  numero  167  esprimenti  lo  spostamento  z' — z 
nel  senso  dell'asse  delle  ascisse  e lo  spostamento  u — w nel  senso 
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dell'asse  delle  ordinate  per  il  punto  qualunque  M dell'asse  primi- 
tivo del  solido.  Così  facendo  e prendendo  gl'integrali  fra  i limiti 
che  loro  convengono  si  ottengono  le  equazioni 

\ 2 

j senpdpi 

•P  ' 

(sen*p — sen*4>)df 

rs 

il  *■ 

z'— 1=— ir*{ 

' 1 i 

f 0 J '< 

/ 

Lf 

*gj 

’ (3). 

H 

seDf  df  I 
0 J 

r 

(cosp — cos«I>)d(p 

0 J 

r? 

1 cos^d^  1 

n ] 

(sen'^ — sen*4>)d9 

u’-u=z-r*{ 

‘ r 

' 0 J 

0 1 
1 

’ w- 

ri 

? Z' 

cosipd^  1 
) Ji 

T 1 

(cosp  — C08<S)dp  ] 

> J 

Osservando  ora  che  <l>  è costante  e che 


Jdf= 


f. 


/' 


cosfdf =senf, 


Jsenp’dp=  g (p— senf  cosf), 


si  ha 


fP  / 1 \ d 

I (sen’p — sen'4>)dp=:p^g  — sen’4>  J — ^senpcosp, 

fP 

I (cosp — cos<l>)dp= — pcos<i>-f-senf. 

Chiamando  A,  e B,  i duo  integrali  che  moltiplicano  rispettiva- 

pT 

mente  le  quantità  ^ e Q uell  espressione  di  x'  — x.  A,  e B, 
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quelli  che  molliplicano  le  slesse  quantità  nell' espressione  di 
u — u,  e ponendo  in  essi  i valori  degli  integrali  or  ora  trovati, 
si  ha 


— sen’  «h^senp  — ^sen’pcospjdp, 
fP 

B,  = I (— f cos<I>3enp-t-sen'p)  dp, 

J 0 

A„=  J — sen*«l>  ^cosp— |senpcos*pJdp, 


f 

B,=  I ( — pcos<l'CospH-senpcosp)dp. 
0 


Osservando  ora  che 


^ psenpdp= — pcosp-i-senp,  J pcospdp=psenp-Hcosp, 
J'sen*pcospdp=gsen*p,  ^senpcos’pdp=: — |cos*p, 

^ senpcospdp=:  | sen’p; 

e non  dimenticando  i già  riportali  valori  di^cospdp.^senpdp 
ed  Jsen’pdp,  i valori  di  A„  B„  A„  e B,  diventano 

A,= ^ ^ — sen’  «>  ^ ( — p cos  p +sen  p)  — g sen*  p, 
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b, — cos  <t>  ( p cos  — sen  p ) -4-  2 (p  — sen  p cos  p ), 

A,  = ^ ^ — sen*<I>^(psenp4-cosp— 1)-+-g(cos*p  — 1 ), 

1 

B,  =:cos<l>{ — psenp  — cosp-(-1  )-t-2sen’p. 

I trovali  valori  di  A,,  B,,  A„  e R,  si  pongano  nelle  equazioni 
(5)  e (4)  invece  dei  quattro  integrali  che  in  esse  si  trovano,  e si 
ottengono  le  seguenti  espressioni  generali  dello  spostamento  oriz- 
zontale z' — z e dello  spostamento  verticale  u — u subito  da  un 
punto  qualunque  M dell'asse  UAC; 


PT  I 
a 


3 — sen’ <l>  V-  -p  cos  p-t-sen  p)  I 

J 


r’ 


'-l-Q 


[COS<J> 


— gsen’p 


s<J)(pcosp  — senp) 
|(p  — senpeosp) 


] 


(5). 


u — v = - r* 


— sen’4>^(psenp-+-cosp— 1) 

" i I 

L -l-g(cos’p  — 1)  _ ] 

[cos  <l>(  — p se 


(6). 


— p senp — cosp-+-1  ) 
sen’p 


Digitized  by  Google 


— 399  — 

La  reazione  Q che  entra  in  queste  forraole  è una  forza  cognita , 
giacché,  rappresentando  essa  la  resistenza  d'attrito  che  ha  luogo 
fra  l'appoggio  e l’estremità  inferiore  B del  solido,  deve  valere  la 
pressione  V=/)rsen<h  che  ha  luogo  sul  detto  appoggio  moltipli- 
cata per  un  adatto  coefficiente  d'attrito  f,  per  cui 

Q— /'prsen'l*. 

Gli  spostamenti  z' — * ed  u — u trovansi  adunque  espressi  in 
funzione  dei  dati  del  problema  e dell'angolo  variabile  e quindi 
è possibile  il  determinarli  per  un  punto  qualunque  dell'asse  pri- 
mitivo del  solido  considerato.  Sul  modo  di  valutarli  però  è neces- 
sario avere  iiM’avverlenza  che  imoìediatamente  passo  ad  indicare. 
Pel  fatto  delle  deformazioni  che,  sotto  l'azione  delle  forze  estrin- 
seche, avvengono  neH'arco  BAC  (/ìj.  140),  l'estremo  B prende  una 
posizione  B'  spostandosi  orizzontalmente  della  quantità  BB';  il  ver- 
tice A si  abbassa  lungo  la  verticale  A«  venendo  in  A' e spostan- 
dosi verticalmente  della  quantità  AA';  la  curva  secondo  cui  si  dis- 
pone l'asse  primitivo  BA  del  solido  diventa  la  B'A';  ed  il  punto 
qualunque  M della  prima  curva  passa  in  un  punto  N'  della  seconda 
curva.  Ora,  nel  valutare  gli  spostamenti  sub'iti  dal  punto  qualunque 
M,  bisogna  conservare  nella  loro  posizione  gli  assi  coordinati  e 
quindi  supporre  che  la  curva  B'A' si  elevi  parallelamente  a se  stessa 
finché  il  punto  A'  sia  venuto  in  A.  Il  punto  M'  si  eleva  vertical- 
mente di  M'M'  = AA';  il  suo  spostamento  orizzontale  è la  distanza 
orizzontale  Mm'  dei  punti  M ed  M’  ed  il  suo  spostamento  verti- 
cale è la  distanza  verticale  M’m'  degli  stessi  punti.  L’abbassamento 
A A'  del  colmo  dell'arco  è evidentemente  eguale  all'iiinalzamcnto 
B'B'  deH'estremo  B'  allorquando  l’asse  deformato  B'A'  si  suppone 
tra.sporlato  paralleli^nle  a se  stesso  in  B'A,  e quindi  la  ricerca 
deH'abbassamento  A'A  del  vertice  si  riduce  a trovare  la  distanza 
verticale  B'B'  fra  il  punto  B ed  il  punto  B". 

Quando  le  superficie  superiori  degli  appoggi  siano  superficie  ben 
levigate  e quando  Io  stesso  avvenga  per  le  superficie  che  inferior- 
mente terminano  l'arco  che  essi  sostengono,  si  può  trascurare  la 
resistenza  Q dovuta  aU'attrito,  e quindi  ottenere  le  seguenti  c.spres- 
sìoni  degli  spostamenti  z — s ed  1/ — u: 


sen*<J)  '(feosf  — senp)- 


ysen’p  ; 
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1 pr*r  'i  ^ in 


Facendo  in  queste  equazioni  f = 4>  si  ha,  dalla  prima  Io  sposta- 
mento orizzontale  deH'eslremo  B dell'arco  primitivo  BAC, 

dalla  seconda  l'abbassamento  AA'  = B'B"=Au  del  colmo  A;  e 
quindi  i valori  di  \s  e di  Au  risultano 


Ai=^  — ^sen<l>4-gsen*<I>J, 

— sen’<I>  V<t>sen<I>-4-cos<l>)-|-8en’'^  I 

12 

L -f-.COS’d.-.  J 


dove  <b  rappresenta  l'arco  di  raggio  eguale  all’unilà  chiudente 
l’angolo  AOB  {fig.  159). 

Se  l’arco  primitivo  BAC  è una  mezza  circonferenza  di  circolo 
si  ha 


send>=:l , 


cos<l»=0; 


gli  spostamenti  orizzontale  e verticale  di  un  suo  punto  qualunque 
sono  dati  dalle  formole 


, lpr*rl  ~\ 

z —z=~^ì  gsen'f — pcosp-f-senp  , 

u — u=:|-^|^^(cos’p— 1)  — psenp— cosp-t-1  J ; 


e gli  spostamenti  dell’estremo  B e del  colmo  A risultano  rispetti* 
vamente 
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A z 


1 pr* 

3 r’ 


A 


“2.i‘  ■ 


=—0,2-26 


pr* 


Il  sogno  — da  cui  trovasi  preceduto  il  valore  di  Au  dipende  da 
ciò  che  rordinala  il’ li  1 iO)  deircstrenio  11*  dell'asse  deformato, 
supposto  elevalo  parallelamente  a se  stesso  Gncliè  il  suo  punto  cul- 
minante A'  viene  a coincideru  col  punto  A,  è minore  deH’ordinala 
HI  dell'estremo  11  dell'arco  primitivo.  Il  costrullore  perù  non  deve 
tener  conto  alcutio  di  cpicslo  segno,  e solo  deve  badare  al  valore 
assoluto  deH'ahliassamento  A u subito  dal  punto  culminante  dcl- 
l'arco. 

II.  Trovare  le  defnrmazioiii  subile  da  tilt  solido  avente  un  arco  di 
circolo  11  AG  (Jig.  141)  per  suo  asse  primitivo,  collocalo  su  due  ap- 
poggi posti  allo  stesso  livello,  cogli  estremi  II  e C fissi  e caricalo  d'un 
peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza. 

Si  assumano  gli  assi  coordinati  come  nel  problema  precedente, 
si  ritengano  le  delio  .linazioni  in  questo  problema  stabilite  per 
quanto  concerne  al  raggio  dell'arco  BAG,  all’angolo  AOB  ed  al- 
l'angolo MOA,  e si  cbiami  g il  peso  che  gravila  sopra  ogni  unità 
di  Inngbczza  deU'arco  proposto.  Suppongasi  die  l’apiioggio  B sia 
fatto  in  modo  da  opporre , contro  l’estremo  corrispondente  del 
solido  I er  cui  si  vogliono  studiare  le  deformazioni,  una  reazione 
orizzontale  Q volta  verso  rintcrno  deU’arco  ossia  da  B verso  D,  ed 
una  reazione  verticale  V diretta  dal  basso  all’alto  ; s’immagini  tolto 
il  detto  appoggio  ed  in  sua  vece  sostituite  le  dette  reazioni;  e, 
come  nel  problema  precedente,  si  consideri  soltanto  la  metà  AB 
deU’inliero  arco  BAG.  Le  lungbezze  E.M  = z ed  EO  = r — n,i  dif- 
ferenziali d ;,  due  ds,  non  clic  le  liingbezze  Itìl,  DÒ,  BF  ed  FM 
anirnellono  gli  stessi  valori  già  trovati  nel  risolvere  il  precedente 
problema;  il  peso  elementare  che  trovasi  su  un  arco  influilesimo  min, 
fìssalo  di  posizione  mediante  l’angolo  mO  A = 'j<  c di  lunghezza  rd<|>, 
vale  qri\-^-,  il  braccio  di  questo  peso  rispetto  all’orizzorilale  rappre- 
sentala nel  punto  .M  è me  — .ME=r(scii'|  — SC119);  il  momento 
elementare  del  medesimo  peso  rispetto  all'accennata  orizzontale  è 
7r’(sen  I. — senp}dv;  e iinalmenle  il  momento  di  lutto  il  peso 

L'AiitE  1)1  rABomcARE  lìetitlema  dei  nialeriati,  ecc.  — 26. 
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uniformemenle  dislribuito  sull'arco  BM  [ler  rapporlu  alla  slessa 
reità  trovasi  espresso  da 


9»'*  I (sen'f  — senp)d>f 

Jp 

(f  — <l>)senp-(-cosp  — cos4>  J. 


Il  momcnlo  inlletlenle  u,  il  quale  consta  del  momento  ora  trovalo 
e di  quello  delle  due  forze  Q e V pure  rispetto  airorizzonlalc 
rappresentala  nel  punto  M,  ammette  il  valore 


u = <!')  sen  p -I-  cos  p — cos  q>”j 

-|-0r(cosf — cos<l>)  — Vr(sen<I>  — senp), 


il  quale,  per  essere  il  peso  V sopportato  dal  mezzo  arco  espresso  dal 

\ — qr^. 


si  riduce  a 

fjL=:qr^(fsenp  — <I>sen<I>)-|-r  (qr+Q)  (cosf  — cos<I>). 

I valori  noti  di  d d»,  ds  e u si  pongano  ora  nei  secondi 
membri  delle  due  ullinie  equazioni  del  numero  167,  esprimenti  lo 
spostamento  — z nel  senso  dell'asse  delle  ascisse  e lo  sposta* 
mento  u'  — u nel  senso  dell'asse  ticlle  ordinale  per  il  punto  qua- 
lunque M dell'asse  primitivo  del  solido  ; ed  immediatamente  si 
ottiene 


I I ^ i ^ 1 

!-!-<?»•  I senpdp  j (psenp  — <l>sen<I')dp  J 

i I Jo  ( 

rr  r<p 

I sen  p d p J IO 

Jo  Jo 


-(gr-hQ) 


icosp  — cos<I’)dp 
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I-hqr  j cospdp  I 

Jo  Jo 

, 

fp  r 

I)  I cos  p d f I 

J 0 Jo 


(psenf — ^>sen®)dp 


(8). 


+ (9r+Q) 


(cosp— cos<®)dpj 


Ricordando  ora  che 


j'd  f ed  J'f> 


senf  dp  sono  integrali  già  noti  di 


cui  vennero  riportali  i valori  nel  precedente  problema,  riesce  age* 
vele  il  trovare  che 


/»' 


(psenp — <I'sen<I')dp=: — pcosp+senp — p®sen®. 


Chiamando  poi  A,  e A,  i due  integrali  che  moltiplicano  la  quan- 
tità qr  nelle  espressioni  di  — ; e di  u' — u e ponendo  in  essi 
il  valore  dell’integrale  ultimo  trovato,  si  ha 


l'f 

A,=  I ( — p<l>sen^>senp — psenpcosp-l-sen’p)dp, 

Jo 


fr 

v.=  (- 

o 


p<I>sen<Pcosp  — pcos’p-t-senpcosp)d  p, 


i quali,  lenendo  presenti  i valori  di  ^ ^scncdp,^p  cos  d p , 

I sen'‘pilp,  ed  J senpcospdp  di  già  riportali  nel  precedente  pro- 
blema, ed  osservando  che 
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J 


1 1 1 

p sen  p cos  f d p =r  2 (p  seti*  f ~ g p sen  f cos  p), 


|'pcos*pd  p=^  ^p  senpcosp4-^P* — !)Sen*p^ , 


divt-niniiu 


A,  — <I>  sen  (pcos  p — sen  p) 

p - 2 p + sen  t ros  ^ j , 

A„=:*l»sen <I'( — ssen»  — eosf-(-  l ) 


-f- 9 sen  o cos  0 


Oncsli  valori  di  A,  c di  A„,  nonché  i valori  di  I!,  e di  B„  i quali 
vennero  Irovali  nel  prolileina  precedente  e che  sono  eguali  agli 
integrali  che  moltiplicano  la  somma  r/r+Q  nelle  equazioni  (7)  e 
(11),  si  sostituiscano  in  (|ucstc  stesse  c(|iiazioni;  c cosi  facendo  si 
ottengono  le  seguenti  espressioni  generali  dello  spostamento  oriz- 
zontale — ; c dello  spostamento  verticale  «' — u subito  da  un 
punto  qualuii(|uc  M dcH’arco  liAC; 


-hfjr 


- <1*  sen  <!'  ( p cos  p — sen  p ) 


sen*  p — ^p  + ijsen  vcosp 


|-+-(7r-f-0.) 

1 


-4-cos‘l>(pcosp  — senp) 


sen  peosp 


) 
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rH-  't>  sen  <1 


?n<I>(— psen  p — cosy-j-l) 

, 3 , \ 

'-(-psenpcos'f. — gseii’p  l 


(10). 


cos  <l»  (—  p sen  p — cos  p + 1 ) 


I 


^sen^p 


Nelle  Irovale  espressioni  degli  spostamenli  z — •:  ed  «' — ii  en- 
Ira  la  reazione  Q,  ra|ipresenlanle  in  inlcnsilà  la  spinla  orizzontale 
che  l'arco  esercita  in  B ed  in  (1  contro  ciascuno  dei  due  appoggi, 
la  (piale  è ancora  incognita.  Ber  dclerininarla  liasla  osservare  die 
lo  spostamento  orizzontale  del  punto  11  deve  essere  millo  e che 
coiisegiieiitemcnle  re(|uazione  (1);  deve  dare  z'  — per  p = 'I<. 
L'eipiazionc  a cui  si  arriva,  facendo  — s — 0 e p~<h  nella  ci- 
tata eipiazionc  (tV  c convenienteiiicntc  riducendo,  è 


0 ( — i *I>  — 4 cos  ■ >I>  -4-  0 sen  <l>  cos  '!'  ) 

= (/  r ( 9 'l>  — 1 0 ‘1>  sen’  <I>  -f-  i-  '!>’  sen  >l>  cos  •!>  — 9 sen  <t>  cos  *1>  ) 


dalla  quale  si  ricava 


Q=(/r 


9 d> — - 1 0 <l>  sen’  <l' + 4 '!>’  sen  <!>  cos  <I>  — 9 sen  <I>  cos  <J> 
— 2 <t>  — 4 'h  cos’  <I>  lì  sen  'h  cos  't> 


(11). 


Determinala  la  reazione  orizzontale  Q,  si  può  trovare  l’ahbassa- 
niento  A»  del  colmo  dell’arco.  Perciò  basta  fare  u'  — » — An  e 
. iprr'b  neirequazioiie  (10).  Cosi  procedendo  e ridticeiido,  si  trova 


\-hqr 


£ 1 


1 5 

— -r<b’+<I>sen<l> — <l»’scn’<b^ — s'I'sen'l'cos'b 
4 z 

9 5 

-4-cos<l* — ]|Cos’  J,(12). 


I +0  ^ — 'bsen<bcos'l'+cos<I>  — ^ 
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Uno  fra  i diversi  punti  del  semi-nreo  AB  subisce  il  massimo 
spostamento  orizzontale  S„ , e si  determina  questo  spostamento 
cercando  prima  quel  valore  particolare  f'  di  <p  che  rende  massimo 
il  valore  di  x'  — x,  e cangiando  neH’equazione  (9)  s' — z in  S„  e 
f in  p'.  Per  avere  l’equazione  dcterraiuatrice  di  quel  valore  parti- 
colare f'  deirangolo  p corrispondente  al  punto  che  subisce  il 
massimo  spostamento  orizzontale,  bisogna  fare  la  prima  derivala 
del  valore  di  x' — x dato  dalla  formola  (9),  ed  eguagliarla  a zero. 
Così  procedendo  si  trova  che  l'equazione  mediante  la  quale  si  può 
determinare  l’angolo  p'  è 

9 r j^Ssen’p' — p'  senp'  (cosp'-t-‘l>sen<l>-+-cos<|))~] 

— Qsenp'(p'cos4>  — senp')=0  (13) 

e che  il  corrispondente  massimo  spostamento  orizzontale  vieu 
dato  da 


\-hqr 


[ 


-t-(<l>sen<P-4-cos<I>)  (p'cosp' — senp') 

1 5 5 

— ^(p'sen«p'— ^p'+gsenp'cosp') 


I-  Q J^cos<b(p'cosp'— senp')-t-|(p' — senp'cosp')j  ' 
Quando  l’arco  BAG  è una  mezza  circonferenza  di  circolo  si  ha 


<l>  = r!,  sen<l>r=1,  cos<I>=:0, 


ed  i valori  di  Q,  x' — x,  u — u e Su,  somministrati  rispettiva- 
mente dalle  equazioni  (11),  (9‘,  (10)  e (12),  diventano: 

0-^- 
V ^ C)  f 


i' — z-=z-^^  |^r(senp—  pcosp;-+-psen'p — 3p-4-3scnpcospJ  ; 


1 
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u'—-u~ 


i q r* 

T'T 


7t(  1 — psenf  — cosp) 
i 

- — psenpcosp+3sen’p 


A K — — — 8-— 24  <1^ 

Hi  £ 


L'equazione  delcrminatrice  deH’angolo  p'  cui  corrisponde  il  mas- 
simo spostamento  orizzontale  S„,  la  quale  risulta  pouendo  nella 
(13)  i valori  di  q>,  sen<I>,  cos<I>  e Q che  convengono  al  caso  in 
cui  l'arco  BAC  è una  mezza  circonferenza,  si  riduce  a 

-p'-(-2p'cosp' — 5sen  p'=0, 

cui  corrisponde  un  angolo  p'  compreso  fra  62'  e 63',  ma  assai 
prossimo  a 63';  e Gnalmente  il  massimo  spostamento  S„  ammette 
il  valore 


S„= I ^ (sen  p' — p'  cos  p')-H  p'  sen*  p' — 3 p'  -h  3 scn  p'  cos  p' J, 

il  quale,  assumendo  l'angolo  p'  dì  63',  si  riduce  a 
S,  = 0,009 

171.  Problemi  sulla  stabilità  di  archi  a sezione  trasrersale 
costante,  coi  loro  assi  disposti  in  piani  verticali,  e caricati  di 
pesi.  — Per  stare  all'esame  di  quelle  sole  quislioiii  che  possono 
ricevere  delle  utili  applicazioni,  si  considereranno  quei  solitli  ini- 
zialmente curvi  il  cui  asse  è un  arco  di  circolo  nella  sua  forma 
primitiva,  e si  supporrà  che  le  sezioni  normali  dei  solidi  arcuali  di 
cui  vuoisi  studiare  la  stahililà  siano  simmetriche  rispetto  alle  orizzon- 
tali passanti  pei  loro  centri  di  siiperlìcie,  e quindi  nel  cercare  le 
sezioni  pericolose  si  avrà  riguardo  soltanto  alla  resistenza  alla 
compressione,  giacché  pei  materiali  che  vengono  generalmente  im- 
piegati nelle  costruzioni,  più  della  rottura  per  estensione  c per 
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scorrimento  trasversale,  è facile  die  avvenga  la  rottura  per  com- 
pressione. 

Determinare  la  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  resistenza 
alla  compressione  e la  pressione  massima  riferita  alinnità  di  super- 
ficie per  un  solido  avente  un  arco  di  circolo  BAC  (Jig.  141)  per  suo 
asse  primitiro,  collocato  su  due  appoggi  posti  allo  stesso  livello,  cogli 
estremi  B e C /issi,  e caricalo  d'un  peso  uniformemente  distribuito 
sulla  sua  proiezione  orizzontale. 

Si  assumano  gli  assi  coordinati  come  nei  due  problemi  del  nu- 
mero preredente  e si  l'ilengano  tulle  le  denominazioni  die  vennero 
stabilite  per  risolvere  il  problema  1 , intendendo  che  la  forza  Q 
rappresenti  la  spinta  orizzontale  che  l'arco  esercita  contro  ciascun 
appoggio,  la  quale  spinta  è eguale  e direllaincnte  contraria  alla 
componente  orizzontale  della  reazione  che  ciascun  appoggio  eser- 
cita contro  l'arco.  Bagionando  come  nel  già  citalo  problema  1 del 
precedente  numero  si  trova:  che  la  forza  V,  componente  verticale 
della  reazione  di  ciascun  appoggio  contro  l'estremo  corrispondente 
dell'arco,  è data  da 


V=prsen‘t> 


(1); 


che  il  momento  inflettente  o,  rispetto  alla  orizzontale  rappresen- 
tata nel  punto  qualunque  N dell'arco  AB,  si  ottiene  colla  formola 

or* 

(sen'p — sen*<J>)  + Qr(cosf  — cosd>)  (2)  ; 

e che  lo  spostamento  orizzontale  z — subito  dal  punto  qualunque 
M,  a motivo  delle  deformazioni  che  avvengono  nell’arco  sotto  l'azione 
delle  forze  estrinseche,  ammette  il  valore  dato  da 


i 

V2' 


•scn’<l'  '(— pcosp-4-senf 'i 

\ 3 

— -.scn> 


cos<I>(pcosp  — sonp) 
"^2” — senpeosp) 
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Venfiiulo  nra  ulhi  delerminazione  della  spinta  orizzontale  Q,  si 
dirà  die  lo  spostamento  orizzontale  z’  — z deve  essere  nullo  jier 
il  punto  B,  ossia  che  per  9=d>  si  deve  avere  z' — l’uneiido 
ijuesta  condizione,  si  trova  che  requazione  determinatrice  di  Q 
risulta 


0(3<t>+r)<l'cos->l>  — 9sen  <I>cos<I*) 

V T 

; ^ (3'l>cos'h— 6<l>sen®<l>cosd>  — 3send>-f-7sen’  <l>), 


d'onde 


pr  3d>cos'J> — 6 d»sen*  <t>cos<I> — 3sen  <I>-4-7sen’<l>  ,, 

^ 2 3<I>+(id>cos*d>  — 9sen<I>cosd>  ' 


Per  determinare  la  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  re- 
sistenza alla  compressione  noncliè  la  pressione  massima  Q,„,  rife- 
rita all'iinità  di  superficie,  è ncressario  conoscere,  oltre  il  valore 
generale  del  momento  indettente  u dato  dall’equazione  (2),  anche 
quello  della  forza  tangenziale  T.  Questa  forza  tangenziale  è una 
pressione  la  quale,  per  la  sezione  trasversale  qiialunqiie  Hetermi- 
tiala  dal  punto  M cui  corrisponde  il  raggio  MO  che  fa  l’angolo 
MOA=p  colla  verticale  A u,  consta  della  somma  algebrica  delle 
componenti  secondo  la  tangente  in  M della  reazione  orizzontale 
Q,  della  reazione  verticale  V e del  peso  pr(send> — seiif)  distri- 
buito sull’arco  BM;  che  per  conseguenza  vieti  data  da 

T=Qcosf -f-Vsenp  — pr (sen  «1> — senp)senp; 
e che,  ponendo  per  V il  valore  dato  dalla  (1),  si  riduce  a 

T=Qci'sp-|-prsen’p  (4). 

Il  niomento  infletlcnlc  u non  si  conserva  positivo  per  tutta 
l’estensione  dell’arcu  AB;  si  annnila  per  quelle  sezioni  cui  corri- 
spondono gli  angoli  p dati  duU’equuzione 

V r* 

i^(sen’p — sen*  «b)-|-0r(cosp — cos4»)=0. 


e quindi  per  le  due.  sezioni  con  ispondenti  ai  punti  per  cui  gli  an- 
goli p prendono  rispeltivamente  ì valori  particolari  e p,  dati  da 
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COS  =COS'l>, 


20 

cosp,=; cos4>  (r>). 

pr  ' 


Convicn  però  osservare  che  la  seconda  soluzione  non  determina 
sezione  alcuna  del  solido,  se  non  quando  l’angolo  p,  è reale  c più 
piccolo  di  <P.  Osservando  poi  che  sen’  p — sen’  <h  è eguale  a 
cos’d' — cos’p,  il  momento  iiiQettente  u può  essere  scritto 

^cosp  — cof<l'^  — cosp  — eos<l*^  (6). 

e siccome  il  fattore  cosp — cos<l>  è positivo  giacché  p <<1>,  ne 
deriva  che  il  segno  di  u dipende  dal  segno  che  prende  il  fattore 
20 


pr 


— cosp  — cos'l».  Ma  per  p = p,  questo  fattore  diventa  zero  ; 


prende  il  segno  — per  p<pj,  giacché  aumenta  la  parte  negativa; 
ed  acquista  il  segno  per  p>  p,  perché  la  parte  negativa  dimi- 
nuisce. Segue  da  ciò  che,  quando  l'angolo  p,  é reale  e piu  piccolo 
di  <t>,  il  momento  inflettente  è negativo  per  la  sezione  la  quale 
passa  pel  colmo  A;  si  conserva  negativo  per  tutte  le  sezioni  cor- 
rispondenti a punti  compresi  fra  A ed  N,  essendo  N quel  punto 
dell'asse  del  solido  per  cui  l'angolo  ^ ha  il  valore  particolare  o,  ; 
c iinalmente  è positivo  per  tutte  le  sezioni  le  quali  corrispondono 
a punti  compresi  fra  Nel). 

Allorquando  l'angolo  determinalo  coU'equazione  (5)  riesce 
minore  dell'angolu  4>,  due  sono  le  pressioni  massime  riferite  al- 
l’unità di  supcrDcie  che  imporla  di  conoscere  : la  prima  sarà  la 
pressione  massima  che  si  veriGca  per  la  sezione  pericolosa  del 
tratto  AN;  l’altra  la  pressione  massima  che  ha  luogo  per  la  sezione 
pericolosa  del  tratto  DN.  La  più  grande  di  queste  due  pressioni 
massime  costituirà  la  più  grande  delle  pressioni  che  si  veriticano 
nel  corpo  considerato. 

Incominciando  dal  ricercare  la  pressione  massima  che  ha  luogo 
nella  parte  di  solido  il  cui  asse  primitivo  è rappresentato  in  AN, 
nell'espressione  (2)  del  numero  Ititi  bisogna  porre  invece  di  u'  il 
valore  generale  di  a dato  dalla  formola  (G)  coi  segni  cangiati, 
giacché  per  una  sezione  qualunque  di  questo  tratto  il  momento  in- 
flettente ha  sempre  un  valore  negativo;  invece  di  T”  il  valore  gene- 
rale di  T dato  dalla  formola  (4)  anclie  coi  segni  cangiali,  giacché 
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la  forza  tangenziale  rappresenta  una  pressione  o tensione  negativa. 
Una  volta  fatte  queste  sostituzioni,  trovasi  che  Uaccennata  espres* 
sioiic  diventa 


u"pr*  ^cosp — cos4>^  ^cosp+cosd> — 


41' 

Qcosp-4-prscn’p 

Q 


(7). 


Osservo  ora  che,  se  si  rappresentano  i diversi  valori  che  prende 
quesl’csprcssioiic  pei  valori  di  9 compresi  fra  0 e 9,  mediante  le 
ordinate  di  una  curva  avente  per  ascisse  i valori  corrispondenti  di 
COS9,  questa  curva  riesce  un  arco  di  parabola  colla  sua  convessità 
volta  verso  l'asse  delle  ascisse;  giacche  mettendo  nell'acccnnata 
espressione  1 — cos’9  a luogo  di  sen’9  e chiamando  o’  il  quadrato 

del  raggio  di  girazione  espresso  da  0’=^,  il  coefficiente  di 

cos’9  diventa 

«"pr*  pr pr/u"r 

“4T  tr~Tl 

il  quale,  per  essere  a minore  0 tutto  al  più  eguale  ad  u"  e 2a 
sempre  minore  di  r,  è necessariamente  quantità  positiva.  Segue 
da  ciò  che  il  più  gran  valore  della  pressione  riferita  all'iinità  di 
superficie,  per  la  parte  di  solido  il  cui  asse  è rappresentato  in  AN, 
deve  corrispondere  ad  uno  dei  due  limiti  dell’angolo  9,  voglio  dire 
a 9^=0  oppure  a 9^=9,.  All'angolo  9=0  corrisponde  la  pressione 
Qj„'  espressa  da 


— cos<^^  ^1-|-cos4>  — 


21' 


Q 

■q 


(8). 


Per  quanto  spelta  al  valore  della  pressione  massima  nella  sezione 
che  corrisponde  a 9=: 93  è inutile  di  occuparci,  giacché,  apparte- 
nendo il  punto  N tanto  all'arco  AN  (|uanlo  all’arco  UN,  si  deve 
trovare  il  detto  valore  fra  qu ' Ili  delle  ])ressionì  massime  per  le 
diverse  sezioni  che  hanno  i loro  centri  suH  ullinio  accennato  arco. 


0 
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Passando  ora  alla  ricerca  della  sezione  pericolosa  e della  cor- 
rispondenle  pressione  massima  riferila  airunilà  di  siiperlicie 
|»cr  la  parie  di  solido  il  cui  asse  primitivo  è rap|)resenlato  in  BN, 
bisogna  porre  nell’espressione  (2)  del  numero  ltì9  ; invece  di  u'  il 
valore  generale  del  momcnlo  inflcltenlc  <j.  dato  dalla  rormola  B) 
coi  propri!  segni,  giacché  per  una  sezione  i|ualnm|ue  di  questo 
trailo  il  dello  momento  si  conserva  positivo;  invece  di  T"  il  valore 
generale  di  T dato  dalla  forinola  (4)  coi  segni  cangiati,  perchè 
rappresenta  esso  una  pressione  o tensione  negativa.  Cosi  facendo 
si  trova  che  l'accennata  espressione  diventa 


u"f) r*  ^cos  <p  — eoa  ^ ^ *"*^**^ — cos  d*  ^ 


21' 

Ocostp  + pr  sen’9 
U 


(9). 


Quel  valore  parlicolarc  p'  deH’angolo  p elio  rende  massima  questa 
espressione,  c che  si  deduce  eguagliando  a zero  la  sua  prima  deri- 
vala rispetto  a ■p,  determina  la  sezione  pericolosa;  e,  essendo 

pr(2  l'-f-ri/"  tJ)cosp' — Q (I'-t-rK"tl)rz:0 


l'equazione  che  risulta  eguagliando  a zero  la  detta  derivala  dopo 
d'aver  cangialo  p in  p',  si  ha 


cosp'=: 


Q r+rirn 

pr  21'4-ni"U 


(10). 


Questo  valore  di  p',  posto  ueiresprcssione  (9)  invece  di  p",  dà  la 
pressione  massima  Q,„*  riferita  aU'unilà  di  superficie  nella  sezione 
pericolosa,  e quindi  si  ha 


Q,n’  = 


u"pr*^cos p' — cosd>  ^ ^ — cosp' — cos<I>^ 


21' 

Qcosp'-l-prsen’p' 

Q 


(il). 


Se  avvenisse  il  caso  di  trovare  per  p'  un  angolo  maggiore  di 
la  sezione  cui  corrisponde  la  pressione  Q,„"  sarebbe  fuori  dei  li- 
miti dell’arco  proposto  ; la  sezione  pericolosa  fra  tutte  quelle 
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apparlenenli  alla  parte  di  solido  il  cui  asse  è BN  sarebbe  la  sezione 
d'imposta  ; e la  pressione  massima  Q.„"'  in  questa  sezione  risulte- 
relibe  facendo  neH'espressioiie  (!))  ^=<1»,  per  cui 

n .«_0cos1>-+-prsen*<I' 

U,„  _ ^ (12). 

Se  finalmente  l'angolo  fj,  il  cui  coseno  è ilato  dalla  forinola  (5), 
si  trova  maggiore  di  <1>,  bisogna  cercare  il  valor  massimo  dell'es- 
pressionc  (7)  il  <|uale,  per  rpianto  si  è dello  sulla  parabola  le  cui 
ordinate  la  rappresentano,  avrà  luogo  per  uno  dei  due  limiti  di 
f=zO  o di  In  questo  caso  adunque  la  pressione  massima 

riferita  all'uiiità  di  superficie  die  ha  luogo  in  tutta  l'estensione  del 
solido  è la  maggiore  di  quelle  dale  dalle  equazioni  (fi)  e (12),  c la 
sezione  pericolosa  è,  alla  chiave  deU'arco  quando 
all'iinposla  quando 

Bieiiilogando  i risultali  della  fatta  discussione,  si  viene  a con- 
chindere  die,  per  determinare  la  pressione  massima  riferita  aH'unilà 
di  superficie,  bisogna  prima  calcolare  tj,  f,  c mediante  le  for- 
mule (ó;,  (.à)  e (10),  e quindi  procedere  in  questo  modo: 

r Se  <pi  e (f’  sono  minori  di  d»,  si  prende  per  pressione  mas- 
sima il  più  grande  dei  due  valori  dati  dalle  formole  (8)  e (11),  il 
primo  dei  quali  corrisponde  all'eslradus  ed  alla  chiave,  il  secondo 
all'iiilrados  ed  alle  reni  dell'arco; 

2'  Se  9,  è minore  di  d>,  ma  se  <p'  è maggiore  di  d»,  si  prende 
per  pressione  massima  il  più  grande  dei  due  valori  dati  dalle  for- 
mole (8)  e (12),  il  primo  dei  quali  corrisponde  aU’estrados  ed 
alia  chiave,  il  secondo  ali'inlrndos  ed  airimposta  dell'arco; 

3‘  Se  <Pj  è maggiore  di  d>,  si  prende  ancora  per  pressione 
massima  il  più  grande  dei  due  valori  dati  dalle  formolo  (8)  c (12), 
i quali  corrispondono  rispettivamente  alla  chiave  ed  aU’imposla 
deU’arco. 

Venendo  ora  al  caso  particolare  in  cui  l'arco  BAC  è una  mezza 
circonferenza  di  circolo,  si  ha 

scn<I>=;l,  cos<t  = 0 (1.8). 

La  spinta  orizzontale  Q data  dairequazione  (5)  si  riduce  a 

Q=;Apy= 0,4244 . pf  (14). 

O 
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Gli  angoli  e f,  delerminanli  le  due  sezioni  per  cui  i luonoeiili 
inflelteiili  sono  nulli,  sono  quelli  dati  dalle  equazioni 

n ^ 

cosp^=:0,  cospjr^tj—, 

cui  corrispondono  gli  angoli 

f,=90%  p,=31»5ó'; 


e l’angolo  p'  può  essere  calcolalo  mediante  la  formola 


4 l+ru"Q 


-rit  u 


: 0.4244;, 


r+  rii"ù 

“2r-Pri?Tj 


(15). 


Essendo  l’angolo  f,  minore  dell’angolo  <l»,  e lo  slesso  avvenendo 
deU’Hngolo  f',  come  è facile  l’accorgersi  dal  valore  del  suo  co- 
seno, bisogna  prendere  per  pressione  massima  la  più  grande  delle 
due  pressioni  Q,„'  e Q,„*  date  dalle  formole  (8)  e (11),  la  prima 
delle  quali  corrisponde  all’eslrados  ed  alla  chiave,  la  seconda  al- 
l’inlrados  ed  alle  reni  deH’arco;  e che  si  ottengono  ponendo  rispel- 
livainente,  neU’equazione  (8)  i valori  di  cos  d>  e di  Q dati  dalle 
equazioni  (15)  e (14),  neH’equazionc  (H:  i valori  di  cosd»,  Q e 
cosp’  dati  dalle  equazioni  (15),  (14)  e (l.'i). 

Il  problema  che  or  ora  si  è risoluto,  e che  è il  più  semplice  di 
quelli  che  si  possono  presentare  nella  pratica  dell'iiigegnere  co- 
slrullore,  mostra  ad  evidenza  quanto  sia  lungo  e didicile  il  voler 
analiticamente  determinare  la  sezione  pericolosa  e la  pressione 
massima  riferita  all’niiità  di  snpcriìcic  che  in  essa  si  verilica  per 
un  solido  inizialmente  curvo,  rieneralmentc  torna  più  facile  nella 
pratica:  il  formarsi  l'espressione  generale  ilei  niomenlo  inilettenle 
u per  passare  ad  avere  lo  spostamento  orizzontale  i' — ; e quindi 
la  spinta  orizzontale  Q;  il  procurarsi  l’espressione  generale  della 
forza  tangenziale  'F;  ed  il  calcolarsi  varii  valori  di  o e di  T corri- 
spondenti a diversi  valori  doU’angnlo  f,  per  poi  ottenere  dall’appli- 
cazione delle  ultime  due  formole  del  nninero  1G8  i valori  di  IJ,  c di 
Qj  per  le  sezioni  corrispondenti  agli  assunti  valori  di  IJn'appo- 
sita  tavola,  contenente  i diversi  valori  dell'angulo  p non  clic  i cor- 
rispondenti valori  delle  tensioni  Oj  c delle  pressioni  Q,,  permet- 
terà (li  discerncrc  qual  è il  massimo  valore  di  Q,,  quale  il  massimo  di 
Qj,  e quindi  quali  sono  le  sezioni  pericolose  sotto  il  rapporto  della 
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resistenza  all'eslensinne  eil  alla  compressione.  Si  possono  anche  co- 
slriiire  due  curve  prendendo  per  ascisse  gli  angoli  f,  oppure  una  loro 
linea  Irigoiiomelrica  e per  ordinale  deiruna  i valori  di  Q,,  per  ordi- 
nate deU’allra  i valori  di  Q,.  L'ordinata  maggiore  della  prima  curva 
dà  la  tensione  massima  riferita  airunilà  di  superficie,  e l'ascissa  cor- 
ri.spondenle  a quest'ordinata  determina  la  sezione  pericolosa  sotto 
il  rapporto  della  resistenza  aireslensione;  l'ordinala  maggiore  della 
seconda  curva  dà  la  pressione  massima,  e la  sua  ascissa  precisa 
la  sezione  pericolosa  sotto  il  rapporto  della  resistenza  alla  pres- 
sione. 

1 72.  Ricerca  delle  eepressioni  generali  del  momento  inflet- 
tente fJ.  e della  forza  tangenziale  T in  due  casi  che  ben  sovente 
si  presentano  nella  pratica  delle  costruzioni.  — Non  sempre  i 
pesi  di  cui  trovansi  caricali  gli  archi  che  avviene  di  dover  consi- 
derare nella  pratica  sono  nniformeniente  distribuiti  sulle  proiezioni 
orizzontali  e sulle  lunghezze  degli  archi  stessi;  ed  avvengono  ben 
di  frequente  delle  circostanze  in  cui  i delti  pesi  hanno  una  distri- 
buzione uniforme  sulle  superficie  curve  di  fusi  o di  porzioni  di  fusi 
cilindrici  e sferici,  lo  non  starò  a fare  per  questi  casi  tulle  le 
ricerche  a cui  mi  sono  accinto  tiei  due  preceilenli  numeri,  c mi 
accontenterò  di  indicare  come  si  trova  l'espressione  generale  del 
momento  inflettente  e della  forza  tangenziale  T,  dalle  quali 
espressioni  si  passa  poi  facilmente,  con  processi  analoghi  a quelli 
tenuti  nei  citali. due  numeri,  a trovare  lutti  gli  elementi  rifercnlisi 
alle  deformazioni,  alle  sezioni  pericolose  ed  alle  tensioni  e pres- 
sioni massime. 

Per  il  caso  di  un  solido  inizialmente  curvo  il  cui  asse  è un  arco 
di  circolo  AB  (Jig.  1 i2),  appoggialo  in  A contro  un  piano  verticale, 
fìssalo  in  B,  colla  tangente  orizzontale  in  A c sopportante  un  peso 
uniformemente  distribuito  su  una  porzione  di  fuso  cilindrico  co- 
prente il  trapezio  AjB,  B^Aj,  le  cui  basi  sono  B,  Bj=:a  e 
ed  avente  per  altezza  la  distanza  orizzontale  A,  B,  = I)B  = rsen<t 
fra  i due  estremi  A c B,  la  parte  di  fuso  cilindrico  corrispondente 
ad  un  arco  infinitesimo  m'ni.  Fissato  di  posizione  mediante  l'angolo 
mOA— ']«,  è quella  coprente  il  trapezio  elementare  m^' m^\ 

t e questa  parte  di  fuso,  essendo 

Mim'rrrdi/,  A,m,=:ew  = rseni, 

— r . I — / 1%  sen  i , 

m,  »«,  = 1 -+- 1 >«3  = (a — ò)  -t- ò , 


Digitized  by  Gopgle 


— 4i6  — 

ammette  per  superfìcie 


L(a-i) 


sen 

scn<I> 


Se  cliiamasi  p'  il  peso  che  trovasi  suH’unità  ili  superficie  della 
porzione  di  fuso  cilindrico  che  copre  il  lra|iezio  il  peso 

elementare  corrispondente  aH’arco  min  vien  espresso  da 


sen  'I 

SCI!  Il) 


(1); 


il  braccio  di  questo  peso  elementare,  rispetto  alla  orizzontale  pas- 
sante pel  centro  di  superficie  M della  sezione  normale  determinata 
dall’angolo  AOM  = f,  è 

mn  = me — MIi=r  (sen  — senp); 

c finalmente  il  momento  del  detto  peso  eleiuenture,  rispetto  ull'ac- 
cennata  orizzontale  ammette  il  valore 


P'  [(«—*)  5“^  ^ ] (sen  ■}— sen p)rM  (“2). 


Integrando  rcspressione  (I)  fra  i limiti  = p e si  ha  per 

espressione  del  peso  totale  sopportato  daH'arco  MB 


«n+,w+i.J^  ,w  j 

— ;/ »•  1^  — bp-i-  5“^  cos  p — (a  — 6 ) col  <J> -f- <I>  j 


(A); 


ed  integrando  fra  gli  stessi  limili  l'espressione  ;'2),  si  ottiene  per 
espressione  del  momento  deiraceennato  peso  rispetto  alla  orizzon- 
tale passante  pel  imnio  M. 
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r’  ( 

r^ 

— ftsenp  I dif 
Jp 

p+6psenp  + |^(rt  — 6)col<l»  — è'tjsenp  j 


' i a — b 
' 2seii<I> 


, , 1 a — b 1 a — b 

zn  r-  H-ftcosp— , — rsen pcos s-f- _ <1> 

' 1 iìsen<i>  2 Stili  «I» 


r 


g(«+6)COS<l> 


W- 


Osservando  ora  die  la  reazione  verticale  V non  è altro  die  il 
peso  pollato  dall’arco  AB,  si  ollieiic  il  valore  di  V facendo  o=:0 
nel  secondo  membro  deU'eguaglianza  (5),  per  cui 


11  momento  inflettente  u consta  del  momento  rappresentato  dal 
secondo  niembro  deircguaglianza  (4),  aumentato  del  momento  della 
reazione  orizzontale  Q e diminuito  del  momento  della  reazione  V, 
per  cui,  convenientemente  riducendo,  si  trova 


la  — b . a — 6 

, la  — 6 

4-6cosp-2~^senpcosp 


ix=p  r' 


— ft4>sen<l>-4-5^ — 
2scn  <1> 


c)("  —Sb)cos^+b  — a 


j -hQr  (cosp — cos4»). 


L'Arte  iti  l auiihicere 


Hemlfnia  Jet  maleriali,  ecc.  — S7. 
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Finalmente  resta  a farsi  la  forza  tangenziale  T,  la  quale  essendo 
data  da 


T =Qcosp-+-Vsenp 

— — (a — fc)col4>4-6<J>^isenp, 


per  il  nolo  valore  di  V,  diventa 

m n - /■  « — ^ 0 — b \ 

TrrOcosp+p  ri  6p xCOSpH Isen®. 

V sen  <I>  ^ seti  >1>  / ^ 

Venendo  a considerare  il  caso  di  un  solido  inizialmente  curvo, 
il  cui  asse  è un  arco  di  circolo  AB  (Jig.  143),  appoggialo  in  A 
contro  un  resistente  piano  verticale,  fìsso  in  B,  colla  tangente  oriz* 
zonlale  in  A e sopportante  un  peso  nnifurmemenle  distribuito  su 
una  porzione  di  fuso  sferico  coprente  il  settore  B.O, B,  di  raggio 
0,B,=DB  = rscn<I>  c d'ampiezza  B,0,B3  = a*,  la  piccolissima 
parte  di  fuso  sferico  corrispondente  ad  un  arco  infìnilesimo  min 
dell’asse  del  solido  che  si  considera,  fissato  di  posizione  mediante 
l’angolo  mOA  = )f,  è quella  coprente  la  porzione  elementare  di 
corona  circolare  mjm/mj'mj,  ed  essendo 


Ò,»j,  “e»«— rsen  vf-, 


m,»H,»n3=j^7rrsen| 


ammette  per  superfìcie 


^rr‘seni|/d<j-. 

n peso  elementare  corrispondente  alla  or  trovala  superficie  ele- 
mentare , essendo  p'  il  peso  che  trovasi  suirunilà  di  superfìcie 
della  considerala  porzione  di  fuso  sferico,  vieti  espresso  da 

:j|Q,7rr*p'sen^d^f  (5); 
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la  distanza  del  punto  d'applicazione  di  questo  peso  dalla  verticale 
AO,  che  può  essere  considerata  siccome  la  distanza  del  centro  di 
gravità  dell  arco  «ijm,»!,  dal  centro  0,,  è quarta  proporzionale 
dopo  la  lunghezza  dell'arco  la  sua  corda  m,m,  ed  il 

suo  raggio  0,  m,,  c quindi  vale 


a»  j: 


sensj/; 


il  braccio  poi  del  detto  peso  elementare  rispetto  all’orizzontale 
passante  pel  centro  di  superfìcie  M della  sezione  normale  del  so- 
lido considerato,  determinata  dall'angfdo  A0M  = p,  siccome  diffe- 
renza fra  la  distanza  or  ora  trovata  ed  EM,  è 

i 360° 

r 1 — — senif — sen^ 

e Gnalroente  il  momento  dello  stesso  peso  elementare,  rispetto  alla 
accennata  sezione,  vale 


a-  I 360° 

3 — seinf  — semp  lsen|d|  (6). 


180" 


Facendo  per  brevità  nello  scrivere 

a“  . ...  360°  1 2 

j-jj^r=:A  e quindi-  - — =t. 

180"  ^ a"  7T  A 

le  espressioni  (5)  e (6^  diventano  rispettivamente 

Ap' r*sen|d  ]/, 

p' j ’ ^2sen^  a sen  •}  — Asen  f ^ sen  j^d  j; 
e.  Integrandole  fra  i limiti  e si  ottengono  le  seguenti 
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espressioni  *lel  peso  totale  portato  dnH'arco  Mlt  e del  momento 
dello  stesso  peso  rispetto  alia  orizzontale  passante  pel  punto  M 


0 r’  j s 


Ap’r'  I sen^dif— Ap'r*  (cos^  — cos  <J>) 


^jv|^2senia  j*  i 


scn*  — A sen  s 


r<P  1 

s I senili 'f  I 

J ? 1 


—p'r^ 


r — (j,sengx+l  sen^a — A Isenccosf 
+Acos<l>sens-l-sen^a(4>—  sen«l>cos<l>) 


(7), 


(8). 


Volendosi  trovare  il  valore  della  reazione  verticale  V prodotta  dal- 
l’appoggio B contro  restrenio  corrispondente  dell’arco,  la  quale 
non  è altro  che  il  peso  sopportato  daH'arco  AB,  bisogna  fare  9=0 
nel  secondo  membro  dcH’egnagliaaza  (7),  e si  ba 


V=A p’  r’  ( 1 — cosd’). 


Il  momento  inflettente  p,  che  consta  del  momento  rappresentato 
dal  secondo  membro  dell'eguaglianza  (0),  aumentato  del  momento 
della  reazione  orizzontale  Q e diminuito  del  momento  della  rea- 
zione verticale  V,  una  volta  fatte  le  riduzioni,  trovasi  espresso  da 


^sen^a  — A^ 


sen9C0S9 


1 


P=p'r>{ 


— 9 sen  X a -f- A sen  9 — A sen  «1> 


4-Qr(cos9  — cos<l>). 


-|-<bsen^a 


^sen  — A ^ sen «l» cos <1> 


Finalmente  la  forza  tangenziale  T,  che  vale 
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T=Qcost.-t-Vsenp  — A;/r’(cos!p — cos4>)sen  -p, 
per  il  trovato  valore  di  V si  riduce  a 

T=rOcos<|>4-A/>'r-  (1  — coss)  senip. 

Il  valore  di  p,  sosliluilo  nell’espressione  di  s' — x che  venne 
trovala  al  numero  167,  permette  di  avere  il  valore  generale  dello 
spostamento  orizzontale  x' — z;  facendo  nell'espressione  di  z’ — x 
p = si  determina  la  spinta  orizzontale  Q;  trovata  questa  spinta 
si  può  fare  l'espressione  dello  spostamento  orizzontale  u — u,  e 
determinare  Tabbassamento  Au  subito  dal  vertice  dell’arco;  col- 
l’espressione di  — z,  essendo  noto  Q,  si  può  trovare  qual  è il 
silo  in  cui  Ita  luogo  il  massimo  spostamento  orizzontale  e que- 
sto sposlaniento  stesso;  finalmente  colle  espressioni  generali  di  u 
e di  T si  possono  precisare  le  sezioni  pericolose  sotto  il  rapporto 
della  resistenza  all'estensione  ed  alla  compressione  e determinare 
in  queste  sezioni  le  tensioni  c le  pressioni  massime,  vuoi  analitica- 
mente, vuoi  mediante  la  costruzione  delle  curve  le  cui  ascisse 
rappresentano  diversi  valori  deH'angolo  p o di  una  sua  linea  tri- 
gonometrica, e le  cui  ordinate  sono  le  corrispondenti  tensioni  e 
pressioni  massime  riferite  all’uijilà  di  superflcie  e calcolale  colle 
ultime  due  formole  del  numero  168. 


CAPITOLO  X. 

Arcbi  equilibrati. 


173.  Archi  equilibrati  ed  aaaunio  del  presente  capitolo.  — 

Chiamansi  archi  equilibrali  quelli  i quali  sono  talmente  foggiali 
die,  sotto  l'azione  delle  forze  estrinseche  da  cui  liovansi  solleci- 
tali, non  sono  soggetti  ad  inflessione,  ma  solo  a compressione  o 
ad  estensione,  cosicché  non  può  in  essi  avvenire  nè  rotazione,  nè 
scorrimento  di  una  sezione  qualunque  relativamente  ad  una  se- 
zione vicinissima. 

In  questo  capitolo  si  tratterà  degli  archi  equilibrali  che  più  di 
frequente  avviene  di  dover  considerare  nella  pratica  delle  costru- 
zioni, ossia  degli  arcui  aventi  il  loro  asse  in  uno  stesso  piano 
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Terlicale , soslenuli  da  due  appoggi  situali  allo  stesso  livello 
e simmetrici  rispetto  al  piano  verticale  egualmente  distante  dagli 
appoggi  e perpendicolare  a quello  in  cui  trovasi  l’asse. 

174.  Equazioni  d'equilibrio  fra  le  forze  estrìnaeche  e le  forze 
molecolari  in  un  arco  equilibrato.  — Sia  11  AC  (Jig.  144)  l'asse 
di  un  arco  sostenuto  in  B cd  in  C da  due  appoggi,  situali  in  uno 
stesso  piano  orizzontale,  e simmetrico  rispetto  alla  verticale  DA 
passante  pel  mezzo  dcU'urizzontale  BC.  Le  forze  applicate  al- 
l'arco si  trovino  contenute  nel  piano  in  citi  esiste  il  suo  asse; 
suppongansi  tolti  i due  appoggi  cd  a ciascuno  di  essi  sostituita  la 
corrispondente  reazione  contro  l'estremo  dell'arco.  Se  considerasi 
un  punto  qualunque  .U  dell  asse  del  solido  e se  immaginasi  la  se- 
zione normale  passante  per  questo  punto , l'arco  è equilibrato 
quando  la  risultante  di  tulle  le  forze  ad  esso  applicate  da  B in 
.Ù  trovasi  diretta  secondo  la  tangente  al  suo  asse  in  M,  giacché  in 
questo  caso  gli  elementi  di  libra  coinpresi  fra  la  sezione  normale 
passante  per  .M  ed  una  sezione  inGnilaraenle  vicina  vengono  o 
lutti  compressi  o tulli  allungali.  Ciò  premesso,  assumasi  il  punto 
culminante  .\  dell'asse  dell'arco  per  origine  di  coordinate,  l'asse 
delle  ascisse  x orizzontale,  l’asse  positivo  delle  ordinate  u verti- 
cale e dalla  parte  verso  la  quale  incontra  la  corda  BC;  invece  di 
considerare  l'arco  intiero  si  consideri  soltanto  la  sua  metà  AB, 
giacché  per  l’ammessa  simmetria  rispetto  alla  verticale  DA  le  due 
metà  AB  ed  AC  sono  precisamente  in  identiche  condizioni;  e si 
chiamino 

2 ed  u le  due  coordiuale  APe  PM  di  un  punto  qualunque  M 
dell'asse  dcH'arco  ; 

s la  lunghezza  di  un  arco  qualunque  A M ; 

S la  lunghezza  dell'arco  AB; 

F la  forza  riferita  all'unità  di  lunghezza  dell'arco  AB  in  un  suo 
punto  qualunque  N; 

l'angolo  FEj  che  questa  forza  fa  coll’asse  Az; 

Q la  spinta  orizzontale  che  l’arco  esercita  contro  il  ritegno  B, 
la  qual  spinta  é eguale  e direttamente  contraria  alla  componente 
orizzontale  della  reazione  che  il  ritegno  produce  contro  l'arco; 

V la  pressione  che  l'arco  produce  sul  ritegno  B,  la  qual  pres- 
sione è eguale  e direttamente  contraria  alla  componente  verticale 
della  reazione  con  cui  il  ritegno  opera  contro  l’arco; 

T la  risultante  di  tulle  le  forze  applicate  all’arco  da  B in  M,  la 
qual  risultante,  affinché  l'arco  sia  equilibralo,  deve  essere  diretta 
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seconilo  la  (angenle  in  M all'asse  BAC,  e di  più  essere  eguale  e 
direttamente  enntraria  alla  reazione  che  l'arco  AM  esercita  contro 
l'arco  MB,  ossia  all'azione  molecolare  che  viene  provocata  sulla 
sezione  normale  determinata  dal  punto  M. 

L'arco  MB  si  può  ora  considerare  siccome  sollecitato  : in  B da 
ima  forza  orizzontale  Q diretta  da  B verso  D c da  una  forza  verti- 
cale V volta  dal  basso  all'alto;  su  tutta  la  sua  lunghezza  della 
forza  totale  corrispondente  alla  forza  F distribuita  su  ogni  unità  di 
lunghezza;  ed  in  M della  forza  tangenziale  T operante  come  è in- 
dicato dalla  figura.  Per  l'equilibrio  poi  dell'indicato  arco , solleci- 
tato da  forze  come  si  è detto,®è  necessario:  che  si  aunnili  la  somma 
algebrica  di  tutte  le  componenti  parallele  aU’asse  delle  a;  che  lo 
stesso  succeda  per  la  somma  algebrica  di  tutte  le  componenti  pa- 
rallele all'asse  delle  u.  Le  componenti  della  T secondo  gli  assi 
delle  2 e delle  n sono  rispettivamente 

T—  T~- 

‘ds’  ds  ’ 


essendo  F la  forza  riferita  all'unità  di  lunghezza  dell'arco  AB, 
vale  Fds  quella  applicata  all'arco  elementare  di,  e le  componenti 
parallele  agli  assi  delle  z e delle  u di  questa  forza  elementare  sono 
rispettivamente 


Fds.cos>f, 


Fda.senvj/; 


le  somme  di  queste  componenti  per  l'arco  MB  Irovansi  quindi 
espresse  da 


Feos^f.  di, 


Fsenv|<.di; 


e quindi  le  condizioni  d’equilibrio  per  l’arco  qualunque  BM  si  ri' 
ducono  a 


F cosvf.di — Q = 0, 
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t'Iì' 

ds 


F sen\f  .di  — \=0. 


Mediante  quei«tc  equazioni,  come  verrà  messo  in  cliiaro  dalla 
risoluzione  di  alcuni  problemi  clic  verranno  trattali  nel  numero 
che  segue,  si  possono  determinare  : le  reazioni  Q e V ; la  curva  che 
deve  presentare  l’asse  di  un  areo  allinchè  sia  equilibrato  sotto  l'a- 
zione di  date  forze;  e l'azione  molecolare  T provocata  in  una  se- 
zione normale  qualunque. 

175.  Problemi  sugli  archi  equilibrati.  — I.  Trovare  la  curva 
secondo  la  quale  deve  essere  foggialo  Tasse  di  un  arco,  affinchè  sia 
equilibralo  sotto  l'azione  di  un  peso  uniformemente  distribuito  sulla 
sua  proiezione  orizzontale;  determinare  la  spinta  orizzontale  e la 
pressione  in  una  sezione  normale  qualunque  dell'arco. 

Siano 

p il  peso  corrispondente  all'nnità  di  lunghezza  delia  proiezione 
orizzontale  dcH'arco, 
c la  semicorda  BD  (Jìg.  144)  ed 
m la  sua  monta  UA. 

* Si  ha 

Fds=pdx,  4-=90«, 


Fcos'('.ds=0, 


F senvf  .d  j=p(c — z). 


e quindi  dalle  generali  equazioni  d'equilibrio  del  numero  prece- 
dente si  ha 


=V-p(c—z) 


(D- 


Dividendo  la  seconda  per  la  prima  di  queste  equazioni,  ed  ossee- 
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vando  che  la  somma  delle  due  reazioni  verticali  in  B ed  in  C deve 
fare  il  peso  2pc  distribuito  sull'arco  totale,  per  cui 

\=pc. 


immediatamente  risulta 


du pz 

Tz~~Q' 


Integrando  quest’equazione  e determinando  la  costante  in  modo 
che  per  a = 0 sia  «=0,  si  trova 


(2). 


Per  determinare  la  spinta  orizzontale  Q basta  notare  che  per  il 
punto  B,  ossia  per  s=:c  devo  essere  u — m,  cosicché  daU'ultima 
equazione  si  deduce 


11  trovalo  valore  di  Q si  ponga  nell’equazione  (2)  e risulta  l'e- 
quazione 


u= 


la  quale  rappresenta  la  curva  secondo  cui  deve  essere  foggiato 
l'asse  deH'nrco,  afilnchè  sia  esso  equilibrato.  Questa  curva  evi- 
dentemente è una  parabola  col  vertice  in  A,  avente  per  suo  asse 
la  verticale  Au  e passante  pei  due  punti  B e C. 

Per  trovare  la  pressione  in  una  sezione  normale  qualunque  del- 
l'arco, si  elevino  al  quadrato  le  equazioni  (I),  si  sommino,  e nel- 
rcqiiazione  che  risulta  si  sostituiscano  i trovati  valori  di  V e Q. 
Così  facendo  si  trova 


Esaminando  questo  valore  di  T facilmente  si  vede  che  esso  ha  il 
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tninirao  valore  per  a=0  ossia  per  la  sezione  che  corrisponde 
alla  chiave  dell'arco,  dove  diventa  eguale  alla  spinta  orizzontale 
Q;  e che  cresce  per  sezioni  normali  che  vanno  allontanandosi 
dalla  chiave,  in  modo  da  acquistare  aH'iraposta  dell'arco  il  valor 
particolare  T'  dato  da 


A ni* 

Quando  l'arco  è a monta  molto  depressa,  è una  frazione 

trascurabile  a fronte  dell'unità  ; il  valore  di  T'  diventa  eguale  a 
V c* 

ossia  eguale  alla  pressione  che  ha  luogo  alla  chiave  ; c quindi 

con  molta  approssimazione  si  può  ritenere  che  in  ogni  sezione 
dell'arco  si  verifichi  la  stessa  pressione. 

II.  Trovare  la  curva  secondo  cui  deve  essere  foggialo  l’asse  di  un 
arco,  affinchè  sia  equilibrato  sotto  l’azione  di  un  peso  uniformemente 
distribuito  nella  sua  lunghezza:  determinare  la  spinta  orizzontale  e 
la  pressione  in  una  sezione  normale  qualunque  dell'arco. 

Si  ritengano  le  denominazioni  stabilite  nel  precedente  problema 
per  quanto  concerne  alla  corda  ed  alla  monta  dell'arco,  e si  chia- 
mino : 

S la  lunghezza  del  semi-arco  AB; 
s quella  di  una  sua  porzione  qualunque  AM; 
q il  peso  che  gravila  su  ogni  unità  di  lunghezza  dell'arco  AB. 
Si  ha 


/: 


¥ = q, 


F cos'f  .di=0, 


I 


Fsen\f.di=9  (S  — a), 


e quindi  le  generali  condizioni  d'equilibrio,  stabilite  nel  numero 
precedente,  diventano 


Ts='! 


(3). 
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Dividendo  ora  la  seconda  per  la  prima  di  queste  equazioni  ed 
osservando  che 

v=?s, 

si  trova 

dtt qs 

dl-'Q  ’ 


dalla  quale  si  ricava 


= (4), 

che  è l'equazione  dilTercnziale  della  catenaria  omogenea  secondo 
la  quale  deve  essere  foggiato  l'asse  deU’arco , affinchè  sia  equi- 
librato. 

Per  trovare  ora  una  relazione  Cnita  fra  le  due  coordinate  x ed 
u,  si  elevino  al  quadrato  le  equazioni  (3)  e si  sommino  quindi 
membro  a membro.  Cos'i  procedendo,  ed  avuto  riguardo  al  trovato 
valore  di  V,  immediatamente  si  ottiene 


(5). 

Se  ora  si  suppone  che  la  pressione  T sia  quella  che  ha  luogo  sulla 
sezione  del  solido  corrispondente  al  punto  M (Jig.  Un),  e se  si 
viene  a considerare  sulla  mezza  catenaria  AB  un  punto  M'  infini- 
tamente vicino  al  punto  M in  modo  che  risulti  MM'=d«,  la  pres- 
sione in  M'  è nn  po’  diversa  da  quella  che  ha  luogo  in  M,  e si 
può  essa  esprimere  con  T + dT.  L'aumento  di  pressione  dT  da 
altro  non  può  essere  prodotto  che  dal  peso  qds  corrispondente 
all’arco  infinitesimo  MM',  e quindi  deve  essere  eguale  alla  compo- 
nente di  questo  peso  secondo  MT,  per  cui  si  ha 

dT=7di.cosM'MM"; 

ma  cos  per  cui 

dr 

dT=9du, 

la  qual  equazione,  integrata  col  determinare  la  costante  in  modo 
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rhe  per  il  puiilo  A ossiu  per  « = 0 sia  la  pressione  T e"nale  alla 
reazione  orizzontale  Q,  conduce  a questa  seconda  espressione  di  T 

Tz=qu+Q  (6). 

I dne  valori  di  T dati  dall’ultima  e daU'equazione  (5)  si  eguaglino 
fra  di  loro , si  elevino  al  quadrato  i due  membri  dell’equazione 
che  risulta  e si  ricavi  il  valore  s.  Allora  si  trova 


(7); 

ed  a motivo  della  relazione  (4)  si  deduce 

che  è l’equazione  differenziale  del  primo  ordine  della  catenaria, 
espressa  per  le  coordinate  z ed  u.  Integrando  quest’equazione  e 
determinando  la  costante  in  modo  che  per  u = 0 sia  z = 0 si  ot- 
tiene il  seguente  valore  dell’ascissa  x espresso  per  il  logaritmo 
neperiano  dell’ordinala  u 


9 r 9 

z=^log (8). 

9 

la  quale,  dovendo  dare  z=rc  per  u = m,  permette  di  determinare 
Q mediante  l’equazione 


-4-  1/ m 
9 r 9 


9 


(9). 
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La  delerminazioiie  della  spinta  orizzontale  Q mediante  l'ultima 
equazione  riesce  generalmente  operazione  talmente  laboriosa  che 
i pratici  a mala  pena  s'accingono  ad  effettuarla,  ed  in  generale 
torna  più  spedilo  di  ragionare  e di  operare  come  segue.  Le  cate- 
narie omogenee  rappresentate  dall'equazione  (8)  contenente  il  sol 

parametro  -,  non  altrimenti  che  i circoli,  le  parabole,  le  loga- 


ritmiche, ecc.,  hanno  la  proprietà  di  essere  tutte  simili  fra  di  loro, 
e quindi  ne  deriva  che,  costruendo  una  di  queste  curve  assu- 
mendo per  - un  valore  arbitrario  A e prendendo  sovr'essa  i va- 


lori di  u ed  s'  per  un  punto  qualunque  della  curva,  basta 
accrescere  o diminuire  tutte  queste  quantità  nella  ragione  di 

A:^  onde  avere  perla  catenaria  di  parametro  ^ le  coordinate  : ed 


u non  che  l'arco  s pel  punto  omologo  a quello  considerato  sulla 
curva  di  parametro  A.  Ciò  premesso,  essendo  AB  {fifi.  146)  una 
mezza  catenaria  tipo  costrutta  per  punti  mediante  l'equazione  (8) 


Gssandosi  un  valore  arbitrario  A del  parametro  ^ e volendosi  tro- 


vare il  valore  di  Q corrispondente  al  caso  della  catenaria  di  semi- 
corda  data  c e di  monta  pure  data  m , si  costruisca  il  triangolo 
rettangolo  DC.A  i cui  cateti  AC  e CD  siano  rispettivamente  di 
tante  unità,  prese  sulla  scala  che  servì  a costruire  la  catenaria 
tipo,  quante  sono  nelle  lunghezze  c ed  m ; dal  punto  d'incontro 
E dell'ipotenusa  AD  colla  catenaria  si  conduca  l'ordinata  EE;  si 
inisiii'iiio  AF  ed  FE  e siano  rispettivamente  c' ed  m' le  loro  lun- 
ghezze; e finalmente  si  deduca  il  valore  di  Q da  una  delle  due 
equazioni 


la  prima  delle  quali  esprime  la  proporzionalità  dei  parametri  della 
catenaria  da  costruirsi  c della  catenaria  tipo  alle  ascisse  di  due 
punti  omologhi  e la  seconda  la  proporzionalità  degli  stessi  para- 
metri alle  ordinate  degli  stessi  punti. 
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Una  volta  determinato  il  parametro  si  ottengono  le  due  coor- 
dinate ed  u di  un  punto  della  catenaria  da  costruirsi  omologo 
del  punto  della  catenaria  tipo  le  cui  coordinale  sono  x'  ed  u'  me- 
diante le  equazioni 


Q 9 


Sostituendo  il  valore  di  Q,  determinato  coll'equazione  (9)  op- 
pure colla  costruzione  della  catenaria  tipo,  nell'equazione  (6),  si 
trova  la  pressione  T in  una  sezione  normale  qualunque  il  cui  centro 
è determinato  dall’ordinata  u.  Questa  pressione  si  riduce  a Q per 
la  chiave  dell'arco  ed  acquista  il  valore  particolare  T'  dato  dall'e- 
quazione 


T'=7m-t-0 


per  la  sezione  d'imposta. 

III.  Trovare  la  curva  secondo  cui  deve  essere  foggialo  l'asse  di  un 
arco,  affinchè  sia  eguilibralo  sotto  fazione  di  una  forza  diretta  nor- 
tnalmente  al  detto  asse  ed  uniformemente  distribuita  sulla  sua  lun- 
ghezza. 

Si  ritengano  le  denominazioni  già  stabilite  nel  risolvere  il  pro- 
blema I per  quanto  si  riferisce  alia  corda  ed  alla  monta  deH’arcu, 
e si  chiami  N la  forza  applicala  normalmente  all'arco  per  ogni 
unità  della  sua  lunghezza. 

Considerando  un  punto  qualunque  m dell'arco  BAC  (fig.  147), 
ed  immaginando  condotta  per  quel  punto  la  direzione  normale 
della  forza  riferita  all'iinilà  di  lungìiezza  in  esso  applicala,  si  ha 

= N E z = 1 80" — A E N = 1 80  - m m' m", 

essendo  nim'm'  uno  dei  due  angoli  acuti  del  triangolo  differen- 
ziale mm'm'i  cui  lati  sono  mm'  — d i,  ni'm'^du  ed  mm'=di. 
Ora 


cos|=: — cos»i  m'm"  — — 


du 
dx  ’ 
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sen  4= sen  m m'm"= 


dz 

di’ 


F=N, 


fS  fm 

I Fcos>f.d«= — I Nd«= — N(m — «), 
J s J u 


^ F8en4-ds=^  Nd:  = 


=N(c-i); 


per  cui  le  generali  equazioni  d’equilibrio  del  precedente  numero 
danno 


T^=Q-+-N  (m~u) 


Dividendo  la  seconda  per  la  prima  di  queste  equazioni,  si 
ottiene 


du_V  — N(c— z) 
dz  Q+N(m — u) 


(11). 


dalla  quale,  osservando  che  per  z=0  ed  u=0  deve 


du  „ 
essere  j—=0, 
d z 


si  deduce 


V=Nc 


(12). 


Per  trovare  la  spinta  orizzontale  Q si  ponga  nell'equazione  (11) 
il  trovato  valore  di  V,  e quindi  si  integri  determinando  la  co- 
stante in  modo  che  per  z=0  sia  u=0.  Cos'i  procedendo  si  trova 
l'equazione 

(Q+Nm)«-ÌNu*=^Nz‘  (13), 


! 
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la  quale,  dovendo  essere  verificala  per  z — c ed  u — m,  dà  il  se- 
guente valore  di  Q 


y m 


L'equazione  (15),  posta  sotto  la  forma 


2(Q-hNj«) 


M — ir. 


mostra  ad  evidenza  come  essa  rappresenti  una  circonferenza  di 
circolo  riferito  al  vertice  ed  avente  il  suo  centro  sull'asse  delle  ti, 
e quindi  come  debba  essere  un  arco  di  circolo  la  curva  BAC 
secondo  cui  bisogna  foggiare  l’asse  dell’arco  consideralo  aHìnchè 
sia  esso  equilibrato.  Intanto  osservando  clic,  chiamando  r il  rag- 
gio deiraccennalo  arco,  fra  le  quantità  c,  m ed  r si  ba  la  re- 
lazione 


si  deduce  : 


c*=2m  r — m‘, 


c’-f-m* 


(U) 


per  valore  del  raggio  dell’arco  quando  si  conosce  la  sua  semi- 
corda  e la  sua  moti  la; 

Q=N(r— m)  (15) 

per  valore  della  spinta  orizzontale;  e 

i*=:2ru— «*  (16) 

per  equazione  della  circonferenza  di  circolo  cui  appartiene 
l'arco  BAC. 

Resta  ancora  da  trovarsi  il  valore  di  T.  Perciò  nelle  equazioni 
'10)  si  sostituiscano  i valori  di  V c di  Q dati  rispettivamente  dalle 
equazioni  (12)  e (1(1),  si  elevino  al  quadrata,  si  sommino  c final- 
mente daH’equazione  che  risulta  si  ricavi  il  valore  di  T,  il  (|uale 
trovasi  espresso  da 
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T=:’|/N*(r  — =N  (2ru  — m»). 


0 più  semplicemente,  a motivo  dell’equazione  (16),  da 

T=Nr. 

Questo  valore  di  T,  essendo  costante,  mostra  come  la  pressione 
non  varii  da  sezione  a sezione  dell’arco. 

176.  Osservazioni  sugli  srchi  oireolari  a monta  molto  de- 
pressa ed  a sezione  normale  costante.  — Prendendo  il  valore 
della  spinta  orizzontale  Q quale  venne  trovato  al  numero  171  pel 
caso  di  un  arco  circolare  caricato  di  un  peso  uniformemente  distri- 
buito sulla  sua  proiezione  orizzontale,  sviluppando  in  serie  i seni 
ed  i coseni  di  c trascurando  le  potenze  della  lunghezza 

dell'arco  superiori  alla  quinta  nel  fare  questi  sviluppi,  si  può 
avere  un’espressione  approssimata  della  spinta  orizzontale  Q assai 
bene  adatta  per  gli  archi  circolari  a monta  mollo  depressa,  a 
sezione  costante  e caricali  di  pesi  uniformemente  distribuiti  sulla 
loro  proiezione  orizzontale.  Le  serie  che  danno  il  seno  ed  il  co- 
seno di  un  arco  in  funzione  della  lunghezza  dell'arco  stesso 

sono 


sen  4.- «b - J 43  - rOU;5;6"7 

cos4>_l  — 2^^  1.2.3.4.5.6"''' 


le  quali,  qualora  credasi  l’arco  4>  abbastanza  piccolo  da  potersi 
trascurare  le  sue  potenze  superiori  alla  quinta,  si  riducono  a 


sen4»=:^ — 


i! 

6 


1?0’ 


4>' 

C08<b=zl  — Y-t- 


«4 

24’ 


Sustìlueudo  questi  valori  di  sen  4>  e di  cos4>  nella  citata  espres- 
L'Ahte  di  FiBBaiciSE  Be$i$lenta  dei  materiali,  tee.  — 3S. 
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sione  della  spinta  Q , facendo  i prodotti  e trascurando,  come  si  è 
detto,  le  poterne  dell'arco  4>  superiori  alla  quinta,  si  trova 


V — 0 


^ 3 4> — ^ <l>’ -+- g ^ — (6  — 5 «>' ) 


- 3 «l» -I- (0  4> — 0 4>’ 4- 2 K')  - ^ 9 «!>— 6 4- ^ ^ 


:pr. 


Ora,  se  in  un  circolo  di  raggio  r si  considera  un  arco  di  semi- 
corda  c e di  monta  tu,  si  ha  dalla  geometria  la  relazione 


c*=:2mr — m*, 

la  quale,  potendosi  trascurare  m’  a fronte  di  2tnr  allorquando  si 
tratta  di  un  arco  circolare  a monta  multo  depressa,  si  riduce  a 


d’onde 


c‘  = 2mr. 


Ponendo  questo  valore  approssimato  di  r neirultiraa  trovata  espres- 
sione di  Q si  deduce 


che  è lo  stesso  valore  della  spinta  orizzontale  Q che  venne  trovata 
nel  risolvere  il  prohlenia  1 del  precedente  numero;  cosicché  un 
arco  circolare  a monta  molto  depressa  e caricato  d’un  peso  uni- 
formemente distribuito  sulla  sua  proiezione  orizzontale  si  trova,  per 
rapporto  alla  spinta  orizzontale,  nelle  stesse  condizioni  di  un  arco 
equilibrato. 

Per  quanto  si  è detto  al  numero  171,  le  pressioni  massime  rife- 
rite all'iinità  di  superficie  in  un  arco  circolare  a munta  molto  de- 
pressa, con  sezione  numiule  costante  e caricato  d’un  peso  uoifurme- 
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mente  distribuito  sulla  sua  proiezione  orizzontale,  hanno  luogo  alla 
chiave  ed  all'iiiiposta,  e queste  due  pressioni  sono  rispettivamente 
date  dalle  forniole  (8)  e (12)  del  citalo  numero.  Ora,  se  nelle  stesse 
forinole,  facendo  l’ipotesi  di  un  arco  il  quale  abbia  monta  assai 
depressa,  si  pone  cos4>r=l  e se  trascurasi  un  termine  moltiplicalo 
per  sen’<b,  si  trova  che  le  pressioni  totali  supposte  uniformemente 
ripartite  sulle  sezioni  a cui  si  riferiscono , sono  eguali  alla  spinta 
orizzontale  Q;  ed  essendo  questo  conforme  a quanto  si  è notalo 
sul  liiiirc  del  problema  I del  numero  precedente,  si  può  conchiu- 
dere : che  uu  arco  circolare  a monta  mollo  depressa  e caricato  di 
un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  proiezione  orizzontale 
è,  anche  per  rapporto  alle  pressioni  massime  che  hanno  luogo  alla 
chiave  ed  airimposta,  nelle  stesse  condizioni  di  un  arco  equi- 
librato. 

Quanto  si  è dello  per  rapporto  al  trovarsi  pressoché  nelle  con- 
dizioni d’un  arco  equilibralo  un  arco  circolare  a monta  molto  de- 
pressa, con  sezione  coslanle  e caricalo  d'un  peso  uniformemente 
distribuiti)  sulla  sua  proiezione  orizzontale,  si  estende  dai  pratici 
anche  ad  un  arco  circolare  a molila  mollo  depressa,  con  sezione 
coslanle  e caricalo  d'un  peso  unifurmemeiitc  distribuito  sulla  sua 
lunghezza.  Infatti,  essendo  la  lunghezza  di  un  tal  arco  poco  diversa 
dalla  sua  corda  ed  essendo  sempre  piccoli  gli  angoli  che  le  tangenti 
nei  diversi  suoi  punii  fanno  coll’orizzuiitale,  senza  notevole  errore 
si  può  animetlere  che  un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  lun- 
ghezza deH’arco  sia  identico  ed  agisca  come  un  peso  uniforme- 
mente distribuito  sulla  sua  corda. 


177.  Accorciamento  subito  dall'asse  di  un  arco  collocato  su 
due  appoggi  posti  alio  stesso  livello  e simmetrico  rispetto  al 
piano  verticale  perpendicolare  alla  orizzontale  che  unisce  i 
centri  delle  due  sezioni  d'imposta.  — Su  una  sezione  qualunque 
di  un  arco  equilibralo  ha  sempre  luogo  una  pressione  diretta  lan- 
genzialineiitc  all’asse  dell’arco  stesso,  la  quale  ha  per  effetto  di 
produrre  in  esso  un  accorciamento.  Per  valutare  quest’accorcia- 
mento si  consideri  sull'asse  primitivo  del  solido  arcuato  un  ar- 
chetto .Mwzzzds  {ffj.  144),  il  quale  pel  fallo  della  compressione 
verrà  ridotto  alla  minor  luughezza  Mm'rrds'.  L’arco  ds  avrà  cosi 
sulùlo  uu  accorciamento  ds  — ds',  sarà  in  esso  avvenuto  un  accor- 


ciamento proporzionale 


ds— ds' 
ds 


e la  forza  che  avrà  prodotto 


qiiesl’accorciamculo  jiroporzionale  sarà  la  pressione  T diretta  se- 
condo la  tungeulc  in  M,per  modo  che  (num.29)  si  avrà  l’equazione 
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T_E«jjd£^ 

d* 

dove  E*  è il  coelBuiente  d'elasticità  relativo  alla  compressione  per 
la  sostanza  di  cui  l'arco  è formato  ed  Q la  sezione  normale  dell'arco 
stesso  nel  punto  M.  Ricavando  dalla  stabilita  equazione  il  valore 
di  df  — ds',  si  ottiene 


ds-ds'=l^ds, 

e quindi,  integrando  fra  i limiti  s = 0 ed  i = S per  avere  il  to- 
tale accorciamento  S-:-S'  subito  dal  mezzo  arco  AB,  si  ha 


Nello  stabilimento  degli  archi  equilibrali  si  determinano  gene- 
ralmente le  superficie  delle  diverse  sezioni  trasversali  in  modo  che 
in  esse  si  verifichi  la  stessa  pressione  riferita  all'uniti  di  superfi- 
cie, calcolando  Q mediante  l'equazione  di  stabilità  ^num.  40) 

T=n"R"Q  (2); 

ed  in  questo  caso  l'equazione  che  dà  l’accorciamento  S — S'  subito 
dal  mezzo  arco  AB  si  riduce  a 

SQ/  ■ A Q 

O o. 

Quando  il  valore  di  Q non  venne  determinato  per  le  diverse  se- 
zioni normali  dell'arco  mediante  l’equazione  (2),  per  calcolare  col- 
l’equazione (1)  l'accorciamento  S — S'  è necessario  conoscere  T ed 
Q in  funzione  dell’arco  s,  oppure  T,  Ù ed  s in  funzione  di  una  delle 
due  coordinate  ortogonali  dell'asse  del  solido. 

L’equazione  (1)  non  solo  si  presta  ài  calcolo  dell’accorciamento 
subito  dall’asse  di  un  mezzo  arco  equilibralo,  ma  ben  anche  a 
quello  subito  dall’asse  di  un  arco  a sezione  costante,  cornei  quelli 
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di  cui  si  è lennlo  discorso  nel  precedente  capitolo.  Se  Q è costante, 
il  valore  di  S' — S può  essere  scrìtto 

1 

e per  ottenere  il  valore  dì  S'  — S si  richiede  che  la  forca  tangen* 
zìale  T sia  data  in  fonzione  di  *,  oppure  che  si  conoscano  T ed 
s in  funzione  di  una  stessa  variahìie  rìferentesi  ai  diversi  punti 
dell'esse  primitivo  del  solido. 


CAPITOLO  XI. 

VeriÌBcaztone  ^ella  atabllltÀ  del  vólti 
In  muratura. 


1 78.  Assunto  del  presente  capitolo.  — La  figura  e le  dimen- 
sioni generali  di  nna  vòlta  sono  sempre  determinate  dalla  destina- 
zione deH’edifizio  di  cui  essa  fa  parte,  e quindi  si  devono  conside- 
rare come  dati  l’apertora,  la  superficie  d’intrados,  l'altezza  dei  pie- 
dritti e la  distribuzione  dei  pesi  che  la  vòlta  deve  sopportare.  Die- 
tro l'esempio  di  vòlte  analoghe  a quella  che  vuoisi  progettare,  gii 
costrutte  e che  hauno  fatto  buona  prova,  si  fissano  gli  spessori 
che  par  conveniente  assegnare  dalla  chiave  alle  imposte,  e cosi  si 
nitima  il  progetto  della  vòlta  di  cui  vuoisi  studiare  la  stabiliti. 
Fatto  questo,  il  costruttore  s'accinge  a verificare  se  la  vòlta  pro- 
gettala è tale  da  mantenersi  in  equilibrio  sui  suoi  piedritti  quando 
sari  costrutta,  ed  a studiare  le  modificazioni  da  introdursi  nel  sno 
progetto  qualora  non  riscontri  in  esso  la  necessaria  stabiliti. 

Il  metodo  di  verificazione  di  stabiliti  delle  vòlte,  che  verri  in- 
dicalo in  questo  capitolo,  si  applica  soltanto  a quelle  vòlte  grosse 
le  quali  devono  mantenersi  in  equilibrio  per  mutuo  contrasto  dei 
materiali,  e quindi  si  considereri  soltanto  il  caso  delle  grosse  vòlte 
a botte  le  quali  si  possono  dire  le  sole  che  avviene  di  dover  con- 
siderare nella  pratica  delle  costruzioni.  Tutte  le  altre  vòlte,  che 
generalmente  hanno  tali  spessori  da  doversi  annoverare  fra  le  vòlte 
sottili , anziché  per  mutuo  contrasto  dei  materiali,  si  reggono  per 
tenacità  dei  cementi;  e lo  studio  della  loro  resistenza,  che  per  le 
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vòlte  a botte  sì  può  fondare  sui  principii  esposti  nei  due  ultimi 
capìtoli  parlando  degli  archi  clastici,  costituisce  un  problema  il 
quale  presenta  delle  serie  diOìcollà  c clic  in  modo  plausibile  non 
venne  ancora  risolto  per  tutte  le  vòlte  sottili  diverse  dalle  vòlte 
a botte. 

179.  Esperienze  ed  osservazioni  sul  modo  con  cui  avviene 
la  rottura  nelle  vòlte  a botte.  — Le  esperienze  che  finora  ven- 
nero eseguite  sopra  modelli  di  vòlte  a botte  caricale  pel  di  sopra, 
e le  osservazioni  che  da  parecchi  ingegneri  veuuero  falle  sopra 
arconi  in  pericolo  di  cadere  e sopra  i materiali  di  arconi  già  rovi- 
nati, hanno  dimoslralo  che  la  rottura  principalmente  avviene,  o per 
strisciamento,  o per  rotazione,  o per  la  conihinazione  dei  due  feno- 
meni di  strisckimento  e di  rotazione. 

Una  vòlta  a Lotte  può  rompersi  per  strisciamento  in  due  distinti 
modi:  o cadendo  all'indentro  due  parli  A e II  [fig.  1 48),  strisciando 
ciascuna  su  un  giunto  inclinalo,  ed  innalzandosi  una  piccola  parte 
C nel  mezzo;  o scorrendo  allinfuori^due  parli  A e B {fig.  149) 
strisciando  ciascuna  di  esse  su  un  giunto  orizzontale  ed  abbas- 
sandosi la  parte  di  mezzo  C. 

La  rottura  per  rotazione  si  manifesta  generalmente  in  tre  distinte 
maniere:  quando  la  vòlta  non  è dì  monta  molto  rialzala  nè  di  monta 
molto  depressa  o che  è non  molto  caricala  sui  fianchi,  il  vertice 
tende  ad  abbassarsi  ed  i tiancbi  a sollevarsi,  e la  vòlta  si  scom- 
pone in  quattro  parli  A,  A',  B e B'  {fig.  150)  aprendosi  alla  chiave 
verso  l'iulrados,  sui  fianchi  verso  l'eslrados  ed  all'iiiiposla  oppure 
lungo  i piedritti  verso  l'inlrados;  quando  la  vòlta  è a monta  piut- 
tosto rialzala  oppure  a monta  qualunque,  ma  molto  caricata  sui 
fianchi,  si  manifesta  invece  una  tendenza  al  sollevamento  del  ver- 
tice ed  all'abbassamento  dei  fianchi,  e,  se  avviene  la  rottura,  essa 
si  manifesta  per  scomposizione  del  masso  murale  nelle  quattro 
parli  A,  A',  B e B'  {fig.  151)  aprendosi  alla  chiave  verso  l'eslrados, 
sui  fianchi  verso  l'intrados  ed  airiinposla  verso  l'eslrados;  quando 
la  vòlta  è a monta  mollo  depressa,  la  rottura  tende  generalmente 
a farsi  con  aprimento  alla  chiave  verso  l'intrados,  con  aprimenln 
aH'ìmposta  verso  l'eslrados  e quindi  con  abbassamento  del  vertice 
della  vòlta. 

Si  è ancora  osservalo  che  nella  rottura  delle  vòlte  a bolle  tal- 
volta incomincia  a verificarsi  aprimento  alla  chiave  in  seguilo  ad 
un  piccolo  allontanamento  dei  piedritti,  ciascuno  dei  quali  viene 
cos'i  a strisciare  su  un  giunto  orizzontale.  Il  masso  murale  posto 
al  di  sopra  del  piano  su  cui  avviene  lo  ^lrìsciamento  si  divìde 
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allora  in  quatlro  parti,  due'  delle  quali,  quelle  concorreuli  alla 
chiave,  tendono  a crollare  airindeiitro  girando  intorno  ad  uno  spi- 
golo posto  all'intrados. 

180.  Spinta  orizzontale.  — In  una  vòlta  a botte  composta  di 
due  parti  eguali  separale  fra  di  loro  da  un  giunto  verticale,  l’azione 
del  peso  supportato  dalla  vòlta  produce  perpcndicolarniente  a que- 
sto giunto,  fra  le  due  metà,  una  pressione,  per  cui  si  può  imma- 
ginare soppressa  mezza  vòlta  ed  in  sua  vece  sostituita  una  forza 
orizzontale  (Ji;/.  15'2)  eguale  all'indicata  pressione,  c che  prende  il 
nome  di  ipiiUa  orizzontale.  Se  questa  spinta  è tanto  grande  da 
essere  capace  di  spingere  airinfuori  la  totalità  oil  anche  solamente 
una  parte  della  mezza  vòlta  a cui  si  suppone  applicata,  oppure  se 
essa  è cos'i  piccola  da  non  poter  impedire  che  la  detta  mezza  vòlta 
del  tutto  od  in  parte  venga  a cadere  aU'indentro,  il  sistema  non 
può  stare  in  equilibrio;  ed  il  contrario  avviene  quando  la  spinta 
orizzontale  ha  tal  valore  da  impedire  che  parte  alcuna  della  vòlta 
venga  a cadere  all'indentro,  senza  spingere  qualche  altra  parte  al- 
rinfuori. 

181.  Punto  d’applicazione  delia  spinta  orizzontale,  e punto 
d'applicazione  della  pressione  sopra  il  giunto  nel  quale  trovasi 
lo  spigolo  di  rotazione.  — Nel  vcrilicarc  la  stabilità  di  una  vòlta 
a butte  si  supporrà  che  la  vòlta  si  trovi  a lai  punto  da  essere 
imminente  l’apparizione  dei  primi  segni  di  rotazione , e si  cer- 
cherà se,  anche  in  questa  sfavorevole  circostanza,  trovasi  in  equi- 
librio. 

In  una  vòlta  a botte  stanno  per  manifestarsi  i primi  segni  di 
rotazione,  quando,  tendendo  essa  ad  aprirsi  alla  chiave  verso  l’in- 
trados  {/ig.  150)  o verso  l'eslrados  (Jig.  151),  incominciano  le  due 
parli  A ed  A'  a staccarsi  in  modo  da  aver  luogo  fra  loro  una  mutua 
pressione,  la  quale  si  può  supporre  ripartila  sul  giunto  CD  in  guisa 
che  sia  nullo  il  valore  della  pressione  riferita  all’unità  di  superfi- 
cie lungo  la  generatrice  D,  secondo  la  quale  l’aprimento  incomincia 
a veriGcarsi,  che  abbia  un  valor  massimo  la  pressione  riferita  al- 
l’unità di  superficie  lungo  la  generatrice  C intorno  alla  quale  sta 
per  avvenire  la  rotazione,  e che  talmente  cresca  da  D verso  C 
da  stare  la  pressione  riferita  all’unilà  di  superficie  in  un  punto 
qualunque  E a quella  che  ha  luogo  in  C come  la  distanza  DE  sta 
alla  distanza  DC.  Ammessa  quest’ipotesi  di  ripartizione  della  pres- 
sione totale  sul  giunto  verticale  CD,  che  si  suppone  rappresentato 
nella  figura  153,  ne  deriva  che,  considerando  il  vólto  siccome  un 
solido  prismatico  nello  vicinanze  del  dello  giunto,  fra  la  distanza 
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OD=V  del  centro  di  supcrOcie  0 del  rettangolo  GHIK  dalla 
retta  GH  su  cui  è nulla  la  pressione  riferita  aH’unità  di  su> 
perRcie,  la  distanza  del  punto  d'applicazione  della  pres- 

sione su  tutto  il  giunto  dal  detto  centro  0 ed  il  quadrato  G*  del 
semi-asse  dell’ellisse  centrale  d'inerzia  disposto  sccondo'CD  pei 
caso  delta  sezione  rettangolare,  si  deve  avere  la  relazione  (num. 
127  e 134) 


J I 

la  quale,  essendo  Vrr^DC  e G’=jjDC’,  conduce  a trovare 

V,=aFz=gDl:, 

per  cui 

CP=gT^— gDC=|DC, 

ossia  il  punto  d'applicazione  della  spinta  orizzontale,  rappresentata 
dalla  pressione  che  ha  luogo  sul  giunto  verticale  CD  (fig.  150  e 151), 
si  può  supporre  ad  1/3  deU'altezza  del  detto  giunto  a partire  daUo 
spigolo  C intorno  al  quale  tende  ad  aver  luogo  la  rotazione. 

Quanto  si  è conchiuso  per  il  punto  d'applicazione  della  spinta 
orizzontale  sul  giunto  verticale  posto  alla  chiave  del  vólto,  si  può 
anche  estendere  ai  punti  d’  applicazione  delle  pressioni  su  quei 
giunti  inclinati  come  HN , contenenti  gli  spigoli  intorno  ai  quali 
inferiormente  tendono  a rotare  le  due  parti  di  vòlta  A ed  A',  che 
l'una  contro  l'altra  vengono  ad  appoggiarsi  alla  chiave 

1 82.  Formolo  che  servono  a verificare  la  stabilità  di  una 
vòlta  a botte.  — Sia  una  vòlta  a botte  in  cui  la  rottura  tende 
a manifestarsi  nel  modo  sotto  il  quale  più  di  frequente  si  presenta 
nella  pratica,  ossia  per  aprimento  alla  chiave  verso  l'intrados  e 
per  aprimento  sui  fianchi  verso  l'estrados,  e,  trascurando  coesione 
ed  aderenza  delle  malte,  vogliasi  trovare  quali  sono  le  spinte  oriz- 
zontali che  si  devono  supporre  applicate  contro  il  giunto  verticale 
AB  (fiij.  152),  nel  suo  punto  H quando  una  data  parte  ABCD 
della  vòlta  è in  procinto  di  staccarsi  dalia  pnrte  sottostante  : 1*  per 
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rotazione  attorno  allo  spigolo  d'intrados  rappresentato  in  D ; V per 
rotazione  attorno  allo  spigolo  d’estrados  rappresentalo  in  C;  3* 
per  scorrimento  da  C verso  D lungo  il  giunto  CD;  4*  per  acorri* 
mento  da  D verso  C lungo  lo  stesso  giunto. 

Si  chiamino  ; 

a l’altezza  À Q del  giunto  verticale  alla  chiave  ; 
a'  la  lunghezza  DC  del  giunto  inclinato; 
h e 6'  le  distanze  orizzontali  DE  e CFfra  gli  spigoli  rappresen- 
tati in  D ed  in  C ed  il  punto  d'applicazione  G del  peso  della  parte 
di  vòlta  rappresentata  in  ÀBCD  e del  sovraccarico  corrispondeute ; 

c e c'  le  difrcrenze  di  livello  od  altezze  AL  ed  AK  fra  la  genera- 
trice suprema  dell'intrados  e gli  stessi  spigoli  ; 

a l’angolo  con  che  il  piano  del  giunto  CD  fa  colla  verticale; 
P il  peso  della  parte  di  vòlta  rappresentata  in  ABCD  e del  so- 
vraccarico ad  essa  corrispondente  ; 

Q<  Q>  Q"  c Q'"  le  quattro  spinte  orizzontali  domandate; 
f il  coeriiciente  d’attrito  per  la  materia  di  cui  è formato  il  vólto. 
La  spinta  orizzontale  Q,  corrispondente  al  caso  in  cui  la  parte 
di  vòlta  AB  CI)  sia  in  procinto  di  rotare  intorno  allo  spigolo  d’in- 
trados  rappresentato  in  D,  si  ottiene  osservando  che  le  forze  ad 
essa  applicate  sono:  il  peso  P,  la  spinta  Q e la  reazione  R che 
la  parte  di  vòlta  sottostante  al  giunto  DC  produce  contro  la  parte 
superiore.  Il  peso  P trovasi  applicato  al  centro  di  gravità  G , la 
spinta  Q,  per  quanto  si  è detto  del  precedente  numero,  si  può  sup- 
porre applicata  in  H ad  4/3  di  BA  a partire  dal  punto  B;  e la  rea- 
zione R,  anche  per  quanto  si  è detto  nel  precedente  numero,  si  può 
supporre  applicata  in  I ad  4/3  di  DC  a partire  dal  punto  D.  La 
reazione  R è eguale  e direttamente  contraria  all'azione  che  la  parte 
di  vòlta  sottostante  al  giunto  DC  riceve  dalla  parte  superiore  al 
detto  giunto,  ed  ammette  due  componenti,  una  orizzontale  e l’altra 
verticale  rispettivamente  eguali  a Q ed  a P,  perchè  devono  farsi 
equilibrio  tanto  le  forze  orizzontali  quanto  quelle  verticali  applicate 
al  corpo  ABCD. 

La  distanza  orizzontale  IM  del  punto  I dallo  spigolo  rappresen- 
tato nel  punto  D è data  da 

IM=go'sena; 

la  distanza  verticale  .MD  dello  stesso  punto  dal  medesimo  spigolo 
vien  espressa  da 
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\ 

MD=ga'cosa; 


e finalmente  per  requilìbrio  di  rotazione  del  masso  AUCD  intorno 
allo  spigolo  rappresentato  in  D deve  essere  verificata  l'equazione 

1 1 

— P6-—  sOa'cosa—nPn' senato, 


dalla  quale  si  ricava 


0=p 


36-1-a'sen  a 
2a  + 3c— o'  cos  a 


0)- 


La  spinta  orizzontale  Q',  per  il  caso  in  cui  la  parte  di  vòlta  ABC  D 
sia  in  procinto  di  rotare  attorno  allo  spigolo  d’estrados  rappresen- 
tato in  C,  si  ottiene  con  un  metodo  in  tutto  analogo  a quello  se- 
guito per  trovare  la  spinta  orizzontale  Q;  e,  ponendo  che  la  reazione 
prodotta  dalla  parte  di  vòlta  sottostante  al  giunto  C D contro  il 
masso  ABCD  sia  applicata  ad  1/3  di  CD  a partire  dal  punto  C, 
si  ba  per  esprimere  l’equilibrio  di  rotazione  attorno  ad  detto  spi- 
golo la  condizione 

(2  \ 1 1 

go-t-c'  ì — P6'-4-gQ'a'cos«-f-gPo'sena=0, 


dalla  quale  si  deduce 


Q'=P 


36' — «'sen  a 
2a-+-3c'-|-a'cosa 


(2). 


La  spinta  orizzontale  Q",  per  il  caso  in  cui  la  parte  di  vòlta 
ABCD  sia  in  procinto  di  scorrere  in  basso  strisciando  lungo  il 
giunto  CD,  si  trova  osservando:  che  sono  rispettivamente  Q'^senz  e 
Q"co8  2 le  due  componenti  della  forza  Q"  parallela  e normale  al 
piano  dell'iiidicato  giunto,  P cos  a e P sen  2 le  componenti  analoghe 
del  peso  P;  che  vale  Pcos2  — Q"sen2  la  forza  che  tende  a far 
scorrere  in  basso  il  masso  ABCD  ed  f (Q"cos2-f- Pscn2)  la  forza 
che  si  oppone  a questo  scorrimento  ; e che  per  conseguenza  si  ba 
l’equazione  d’equilibrio 


Digitized  by  Google 


— 443  — 


Pcosa — Q"sen  ar=/’(0"cosa+Psen  a), 

d’onde 

^._p  WS  a — /sen  a 
' sena-)-/ cosa 

Fiiialinenle  la  spinta  orizzontale  Q'"  per  il  raso  in  cui  la  parte  di 
vòlta  ABCI)  sia  in  procinto  di  scorrere  da  I)  verso  C lungo  il  giunto 
CD  si  ottiene  in  modo  analogo  a quello  tenuto  per  avere  la  spinta 
Q".La  forza  che  tende  a produrre  lo  scorrimento  è Q'"  sena — Pcosa, 
la  forza  che  a questo  scorrimento  si  oppone  è /'(Q'"cosa-|-Pseu  a), 
per  cui  la  condizione  d'eijuilibrio  è 

Q"'sena  — Pcosar=/‘(0'"cosa+Psen  a), 
dalla  quale  si  ricava 

Q'" p cos  a'H-/‘scn  a 

sena — /cosa  ' " . ' ’ 

' .>  ,■  ..  .1  ^ ■!  . '-.l- 

1 83.  Procedimento  pratico  per  verificare  la  stabiliti  di  una 
viltà  a botte.  — Si  incomincia  dal  rappresentare  in  disegno,  ed 
in  una  scala  tanto  grande  che  non  ahtiansi  a temere  degli  errori 
di  qualche  importanza  nelle  operazioni  graflchc  che  si  devono  ese- 
guire, una  parte  di  vòlta  compresa  fra  due  piani  verticali  perpen- 
dicolari alla  sua  lunghezza,  e distanti  di  1 metro  l’uno  daH'altro. 
Questo  disegno  conterrà:  il  profdo  ABCD  (Jiy.  154)  della  metà  della 
vòlta  propriamente  detta;  il  prolilo  ADEXZGF  di  un  piedritto;  il 
profilo  CHI  ED  del  riempimento  di  muratura;  il  |irufilo  HLMI  di  un 
masso  fittizio  di  muratura  in  moilo  che  il  suo  peso  abbia  sul  vólto 
la  stessa  azione,  che  ba  il  {teso  di  un  riempimento,  ben  sovente 
esistente  sul  primo  riempimento  ed  avente  peso  speciOco  diverso  da 
quello  della  muratura  ; e (inalmenle  il  profilo  LN  OM  pure  di  un  masso 
fittizio  di  muratura  determinato  in  modo  che  il  suo  peso  produca 
lo  stesso  effetto  del  massimo  carico  accidentale  che  sulla  vòlta  deve 
gravitare.  Fatto  questo,  si  divide  il  profilo  della  vòlta  propriamente 
detta  MICI),  mediante  lince  dirette  secondo!  suoi  giunti;  ed  al 
di  sopra  di  ciascuno  dei  punti  di  divisione  dcircstrados  si  condu- 
cono altrettante  lince  verticali  che  si  considerano  siccome  altret- 
lanti  giunti  possibili  di  rottura.  Prendendo  per  unità  di  lunghezza 
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il  metro  e per  unità  di  siipcrfìdg  il  metro  quadrato,  si  Irorano: 

le  lunghezzze  dei  giunti  BC,  b,c,,  b,Cf,  bjC, ; le  superficie 

delle  diverse  parti  BNn,c,ft, , BN«,c,6,,  BNa,c,ò, non  che 

i loro  centri  di  superficie  9,,  ,9,, ; le  distanze  orizzontali 

fra  i centri  94,9,,  9j ed  i punti  b,  e c,,  6,  e c„  b,  e c, 

coir  avvertenza  di  considerare  come  negative  quelle  distanze  che 
cadono  a sinistra  dei  punti  collocati  sull’intrados;  le  distanze  ver- 
ticali fra  il  punto  B ed  i punti  b,  e e,,  6,  e c„  64  e c„  va- 

lutando come  negative  quelle  relative  ai  punti  dell’  estrados  che 
trovansi  al  di  sopra  dell’orizzontale  condotta  per  B;  e finalmente 

gli  angoli  che  i diversi  giunti  6,  C|,  6,  c„  6,  c,,  fanno  colia 

verticale. 

Chiamando 

a l’altezza  BC  del  giunto  alla  chiave, 

a'f,  a,,  a,,  le  lunghezze  dei  giunti  inclinati  b,  e,,  6,  e,, 

Ci» » 

b„  b,,  b, le  distanze  orizzontali  dei  centri  di  gravità  g,, 

9„  9j,  dai  punti  rappresentali  sulla  figura  in  b,,  b„  b, 

c„  c„  le  differenze  di  livello  fra  il  punto  culminante  fi 

dell'intrados  ed  i punti  b,,  b,,  b„  

«I,  <t|. gli  angoli  che  i diversi  giunti  b,  c,,  b,  e,,  b,  c,, 

fanno  alla  verticale, 

S,,S„S, la  superficie  delle  diverse  parti BNn,c,b4,  BNn,c,b,, 

BNn,c,  b, 

n il  peso  del  metro  cubo  di  muratura, 

P|,  P„  P,,  ........  i pesi  dei  diversi  massi  murali  rappresentati  io 

BNnjCfbj,  BNtt, c,b„  BN»,c, b„  ed  espressi  rispetlivameole 

dai  prodotti  flS,,  flS,,  tlS, 

mediante  la  formola  (1)  del  numero  precedente,  in  cui  si  sosti- 
tuiranno per  a le  lunghezze  a',,  a,',  a', per  b le  lunghezze 

^4,  b„  b„  per  c le  lunghezze  C4,  c„  c,, per  a.  gli  an- 
goli (X4,  a,,  d, e per  P i pesi  P4,  P,,  P,,  ; si  potranno 

trovare  le  spinte  corrispondenti  Q4,  Q„  Q, fino  a quella  che 

corrisponde  al  masso  BNSDA.  Costruendo  una  curvale  cui  ascisse 
siano  i valori  degli  angoli  <x„  a,, e le  cui  ordinate  i cor- 
rispondenti valori  Q4,  Q,,  Qj,  l'ordinata  massima  di  questa 

curva  rappresenterà  la  massima  delle  spinte  orizzontali  possibili 
nella  vòlta,  e la  sua  ascissa  farà  conoscere  la  posizione  del  giunto 
a cui  corrisponde  questa  spinta  massima  Q„.  Ordinariamente  non 
si  costruisce  la  curva  di  cui  or  ora  si  è parlato  e si  prende  per 
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valore  di  Q.  il  massimo  di  lutti  i valori  di  Q, , Q, , Q, , 

Una  volta  trovalo  il  valore  di  Q.  bisogna  accertarsi  se  esso  non 
è capace  di  rovesciare  la  vòlta  facendone  rotare  una  sua  parte 

attorno  ad  uno  dei  suoi  spigoli  c,,  c„  c„  posti  all’estrados. 

Perciò,  essendo 

b^,  ò,',  le  distanze  orizzontali  dei  centri  di  gravità  g^, 

gt,  gt dai  punti  c„  c, 

c',,  c\,  c'„ le  differenze  di  livello  fra  il  punto  culminante  B 

deH’inlrados  ed  i punti  c,,  c„  c,,  

si  sostituiscano  nella  formola  (2)  del  numero  precedente,  per  a'  le 

lunghezze  a,,  a'„  a\ per  b'  le  lunghezze  b'„  b\,  6,', 

per  c le  lunghezze  c\,  e'„  c',, per  a gli  angoli  ec^,  a,,  a„ 

per  P i pesi  P,,  P,,  P,, ; si  calcolino  le  corrispondenti  spinte 

Q'i  Q'i  Q i per  portare  le  parli  di  vòlta  BNn|C|b,,  BNti,c,6„ 

BN n,c,ò„ in  procinto  di  rotare  attorno  agli  spigoli  c,,  c„ 

c„  situali  suH'eslrados  ; e se  tulle  quante  queste  spinte  sono 

maggiori  di  Q.  è sicuro  che  la  massima  delle  spinte  possibili  non 
può  produrre  rovesciamento  di  una  parte  di  vòlta  facendola  rotare 
intorno  ad  uno  spigolo  posto  sul  suo  eslrados. 

Bisogna  ora  verificare  se  nessuna  delle  parli  di  vòlta  BNiijC,6,, 

BNn^c,b, , BNn,c,b,,  può  cadere  in  basso  scorrendo  sui 

giunti  inclinali  6,  r,,  6,c„  b,C] Perciò  nell’eqnazione  (3)  del 

numero  precedente  si  pongano  successivamente  per  a gli  angoli 

«i,  «f,  «1 per  P i pesi  P„  P„  P„ e si  trovino  le  spinte 

orizzontali  Q"„  Q"„  Q"„ da  applicarsi  al  giunto  verticale  BC, 

affinchè  le  delle  parti  di  vòlta  siano  in  procinto  di  scorrere  in 
basso.  Questo  scorrimento  non  avrà  luogo  se  il  valore  di  Q.  su- 
pera tulli  quelli  che  si  trovano  per  Q"„  Q"„  Q", 

Finalmente  bisogna  accertarsi  che  la  spinta  massima  Q.  non  è 
capace  di  far  scorrere  all'insù  una  delle  parti  di  vòlta  BNn,  c,ò,, 

BN«, c,b,,  BNn,c,6, Per  far  questo  neU'equazione  (4)  del 

numero  precedente  bisogna  successivamente  porre  gli  angoli  a, , 

a„ invece  di  a ed  i pesi  P,,  P„  P,,  invece  di  P; 

e calcolare  le  spinte  Q"'„  Q'",,  Q'", necessarie  a portare  le 

dette  parli  di  vòlta  in  procinto  di  scorrere  all’insù.  Non  sarà  a te- 
mersi questo  scorrimento  allorquando  tutte  le  spinte  così  calcolate 
risultano  maggiori  in  Q.. 

Allorquando  il  metodo  di  verificazione  or  ora  esposto  conduce 
a riconoscere  che  la  vòlta  progettata  non  può  stare  in  equilibrio, 
bisogna  variare  la  sua  sezione  Irastersale;  accingersi  quindi  ad  una 
nuova  verificazioue , e così  continuare  a variare  ed  a verificare , 
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Onchè  si  arriva  ad  un  lai  profilo  da  presentare  nna  vèlia  In  equi- 
librio in  seguito  iil  italo  meloilo  di  verificazione. 

La  posizione  del  gitiiilo  cui  corrisponde  la  spinta  massima  Q„  di- 
pende dalla  forma  della  curva  d'inirados,  dagli  spessori  che  ha  la 
vòlta  e dai  sovraccarichi  che  essa  sopporta.  L’esperienza  però  ed 
il  metodo  di  verificazione  che., venne  esposto  dimostrano  che  ordi- 
nariamente questo  giunto  si  trova  a circa  .'•()•  a partire  dall’im- 
posta per  le  vòlte  a botte  a liilla  monta  ; a circa  50“  a par- 
tire daH'imposta  per  le  vòlte  a monta  depressa  aventi  per  direttrice 
dell’ inlrados  una  mezza  ovale  la  cui  monta  sia  fra  1/3  ed  1/4 
della  corda;  c finalmente  all'Imposta  per  le  vòlte  a monta  depressa 
aventi  per  curva  direttrice  della  superficie  d'intrados  un  arco  di 
circolo  d'ampiezza  minore  di  120“. 

184.  'Verificasione  della  stabilità  dei  piedritti  di  una  vòlta  a 
botte.  — La  verificazione  della  slabilità  dei  piedritti  consiste  nel- 
l’accertarsi  se  la  spinta  orizzontale  Q„,  determinala  come  si  è dello 
nel  precedente  numero,  non  è capace  di  produrre,  né  un  principio 
di  scorrimento  della  mezza  vòlta  sopra  un  ginifto  orizzontale  AX 
(fitj.  154)  posto  al  livello  deU  imposla  A o di  poco  ai  disotto,  nè 
un  principio  di  rovesciamento  del  piedritto  colla  mdzza  vòlta  che 
esso  sopporta  facendolo  rotare  attorno  allo  spigolo  esterno  G della 
sua  base  inferiore. 

Per  verificare  se  non  può  aver  luogo  principio  di  scorrimento, 
da  A verso  X,  sul  giunto  orizzontale  .\X,  neH’equazione  (4)  dei 
numero  182,  pongasi  per  P il  total  peso  del  masso  AllNOX  e si 
faccia  a = 90".  Se  trovasi  un  valore  di  O'"  maggiore  di  <J„,  è 
segno  che  per  avere  un  principio  di  scorrimento  sul  giunto  AX  è 
necessaria  una  spinta  orizzontale  maggiore  di  Q„,  c che  per  con- 
seguenza questo  scorrimento  riesce  impossibile.  Quando  Q'"  ri- 
sulta minore  di  Q„,  quesl’ullima  forza  è sufficiente  a produrre  lo 
scorrimento,  e per  opporvisi  è necessario  ingrossare  il  piedritto. 
— Per  determinare  ranmenlo  di  grossezza  XX'  = x da  assegnarsi 
al  piedritto  per  una  data  altezza  XU  = ò,  afiinchc  sia  lontano  il 
pericolo  di  scorrimento  sul  giunto  .\X,  si  osservi  clic  la  forza  la 
quale  tende  a produrre  lo  scorrimento  è la  spinta  Q,„,  che  la  forza 
la  quale  opponesi  allo  scorrimento  è l'attrito  che  sviluppasi  su  .\  X', 
rappresentalo  da  f (P -hlì lix),  essendo  II  il  peso  del  metro  cubo  di 
muratura , che  finalmente  il  valore  di  x può  essere  determinato 
coirequazionc  di  stabilità 

Q^  = nrf(V-i-\lhx), 
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dalla  quale  si  ricava 


essendo  n/'  un  coefficiente  di  stabilità  il  cui  valore  va  assunto  come 
si  è detto  al  numero  81. 

Per  veriGcare  se  non  può  aver  luogo  un  principio  di  rovescia- 
mento del  piedritto  e della  mezza  vòlta  che  esso  sopporta  per 
rotazione  attorno  allo  spigolo  esterno  G della  sua  base  inferiore 
F6,  neU’eqiiazione  (3)  del  numero  183  pongasi:  per  P il  peso  di 
tutto  il  masso  murale  sovrastante  al  piano  orizzontale  FG;  per 
b'  la  distanza  orizzontale  del  punto  d’applicazione  di  questo  peso 
dallo  spigolo  G;  per  c'  l'altezza  del  punto  B sul  punto  G;  per  a 
la  larghezza  FG;  e 90°  invece  dell’angolo  a.  Se  trovasi  un  valore 
di  Q'  maggiore  di  Q„,  evidentemente  non  può  avvenire  nella  vòlta 
principio  di  rovesciamento,  giacché  la  forza  Q„  che  trovasi  ap- 
plicata al  sistema  non  raggiunge  la  forza  Q'  che  è il  limite  infe- 
riore di  quelle  che  sono  capaci  di  produrlo.  Se  invece  Q'  risulta 
minore  di  Q„,  è questa  siiiliciente  a produrre  nel  sistema  un 
principio  di  rovesciamento , e per  opporvisi  è necessario  ingros- 
sare il  piedritto.  — Per  trovare  l’aumento  di  grossezza  GG'=X  da 
assegnarsi  al  piedritto  per  una  stabilita  altezza  GZ=:H,  aflìnchè 
il  sistema  trovisi  in  buone  condizioni  di  stabilità  si  osservi  : che 
il  peso  del  prisma  di  muratura  GZZ'G'  vale  nHX;  che  la  com- 
ponente verticale  della  reazione  esercitata  dalle  fondazioni  con- 
tro la  faccia  G'F,  la  qual  reazione  si  suppone  applicata  ad  1/3  di 
GT  a partire  da  G',  è P-(-nHX;  che  il  momento  rovesciaute  è 

Q-(|a-|-c'); 
che  il  momento  resistente  vale 


P(6'-|-X)-4-inHX’-l{rt’-4-X)(P-t-nlIX); 


e Qualmente  che  l'equazione  di  stabilità  relativa  al  rovesciamento, 
mediante  la  quale  si  può  trovare  X,  risulta 
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0„  (I  a C')  = v[^p  (6' X ) + 1 n H X«  - J (a'+X)  (P+n  HX)], 

nella  quale  si  deve  assumere  per  valore  del  coefllciente  di  stabi- 
lità V una  frazione  assai  prossima  aU'unilà  od  anche  l'unità  stessa, 
giacché  si  è trascurata  l'aderenza  delle  malte,  la  quale  non  può  a 
meno  che  avere  qualche  benefica  influenza  sulla  resistenza  al  ro- 
vesciamento. Trasportando  tutti  i termini  in  un  sol  membro,  ordi- 
nando secondo  le  potenze  della  lettera  X e facendo  andar  via  i 
denominatori,  l'ultima  equazione  si  riduce  a 

vnHX«-f-2v(2P— o'riH)X 

-|-2j^vP(36'-o')-Q„(2o-|-3c')J=0, 

dalla  quale,  ponendo 

vIlH— A, 
v(2P— a'IlH)=:B, 

2j^vP(36'— o')— Q„(2a+3c')J=C', 


si  ricava 


AC 

X_  -~- 

185.  Verificasione  della  atabilità  di  una  vòlta  a botte  e dei 
suoi  piedritti  sotto  il  rapporto  della  resistenza  allo  schiaocis- 
mento.  — Par  fare  questa  verificazione  è necessario  conoscere, 
per  ciascuno  dei  giunti,  in  cui  si  è scomposta  la  vòlta  onde  fare 
la  verificazione  del  numero  185,  nonché  per  alcune  sezioni  oriz- 
zontali dei  piedritti,  quali  sono  i punti  d'applicazione  delle  pres- 
sioni che  su  essi  esercitano  le  parti  di  volta  sovrastanti,  per  poi 
passare  a dedurre  la  massima  pressione  riferita  all'unità  di  super- 
ficie nel  modo  già  adottato  risolvendo  il  problema  I del  nu- 
mero 147. 
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Sia  ABCI)  (Jig.  155)  una  parie  qualunque  di  vòlta  a botte,  nella 
quale  si  è supposto  poter  avvenire  la  rottura  per  aprirocnlo  alla 
chiave  verso  rintrados,  e per  cui  vennero  determinate,  come  si  è 
detto  nel  già  citalo  numero  183,  la  forza  verticale  P rappresen- 
tante il  peso  della  delta  parte  di  vòlta  aumentalo  di  tulli  i carichi 
che  su  essa  si  trovano,  la  distanza  di  questa  forza  dal  punto  D e 
quindi  anche  dal  piano  verticale  AB,  e la  spinta  orizzontale  Q„  ap- 
plicata  nel  punto  li  posto  ad  1/3  dell’altezza  BA  a partire  dal  punto 
B.  Immaginando  trasportale  sulle  loro  rispettive  direzioni  le  due 
forze  P e fino  a trovarsi  applicate  nel  punto  E in  cui  la  orizzon- 
tale Ho  passante  per  11  incontra  la  verticale  vv'  passante  pel  punto 
d’applicazione  del  peso  P,  la  pressione  che  la  parte  di  vòlta  ABCD 
esercita  sul  giunto  CD,  la  qual  pressione  è eguale  e direttamente 
contraria  alla  reazione  che  la  della  parte  di  vòlta  riceve  dalla  parte 
sottostante,  è rappresentata  in  intensità  e direzione  dalla  diago- 
nale del  rettangolo  EQ„RP  i cui  lati  hanno  lunghezze  proporzio- 
nali alle  due  forze  P e Q„,  ed  il  punto  d’applicazione  della  della 
pressione  sul  giunto  CD  è l’incontro  F della  direzione  dell’accen- 
nata  diagonale  colla  retta  CD.  Ora,  trovandosi  la  curva  d’inlrados 
ADI  riferita  a due  assi  coordinali  Ax  ed  Ay,  orizzontale  il  primo 
e verticale  il  secondo,  e conoscendosi  l’altezza  AH  del  punto  H 
sull'origine  A,  nonché  la  distanza  EH  della  verticale  vv' dalla  ver- 
ticale By,  ed  essendo  fìssala  la  posizione  del  punto  D sulla  curva 
ADI  e quindi  per  rapporto  agli  assi  coordinati,  si  possono  scri- 
vere, sia  l’equazione  della  retta  DC  normale  alla  della  curva  in 
un  suo  punto  dato,  sia  l’equazione  della  retta  EF  passante  pel 
punto  E (li  coordinale  note.  Avendosi  le  equazioni  di  queste  due 
rette  si  possono  trovare  le  coordinate  del  loro  punto  d’interse- 
zione F e quindi  passare  a trovare  la  distanza  FD. 

Una  volta  determinalo  il  punto  d’applicazione  F della  pres- 
sione R sul  giunto  CD  nonché  il  suo  valore,  suppongasi  questa 
pressione  trasportata  sulla  propria  direzione  col  punto  di  appli- 
€ cazione  in  F e si  trovi  la  sua  componente  N normale  al  detto 
giunto.  Questa  componente  N si  ottiene  osservando,  che  la  pres- 
sione R fa  colla  orizzontale  un  angolo  o'FR'==oER=ip  dato  da 


« 

che  l’angolo  o'FN  è eguale  all’angolo  CDV  = a che  il  giunto 
L’Arte  d(  fardricarc.  He$islenia  dei  maleriati,  ecc.  - 
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DC  fa  colla  verticale,  che  l'angolo  NFR'=:o'FN— o'FR'=i|; 
vien  dato  da 


'1'=“  — ?, 

che 

e fiiialmente  clte 

I\'=:Rcosi{-. 

Determinala  In  componente  N della  pressione  R che  ha  luogo 
sul  giunto  €D  e trovala  la  distanza  DF  del  suo  punto  d'applica* 
zione  F dal  punto  D posto  sull'iiilrados,  ecco  come  si  determina 
la  massima  pressione  riferita  all  unilà  di  superfìcie  che  ha  luogo 
sol  detto  giuMlu.  Se  il  punto  F si  confonde  col  punto  di  mezzo  li 
di  CD,  la  pressione  N che  ha  luogo  sulla  superGcic  rettangolare 
rappresentala  in  CO  si  ripartisce  uniformemente,  e quindi  la  pres- 
sione N,  riferita  uH’unilà  di  siiperGcie  iu  un  punto  qualunque  del 
giunto  CD  vien  espressa  da 


essendo  superficie  di  detto  giunto.  Se  il  punto  F non 

si  confonde  col  punto  M,  se  è posto  fra  il  punto  M c l'intrados, 

— — mT 

e se  la  distanza  MF  è minore  di  1/3  MD,  ponendo  -rrrr-=:m,  si  ha 

MI) 

che  la  massima  pressione  N,  riferita  alFunilà  di  superficie  ha 
luogo  sullo  spigolo  D e che,  per  quanto  si  è detto  nella  risoluzione 
del  problema  1 del  numero  1 57,  vien  data  da 

N,=|(1+3m)  (1). 

Se  il  punto  F,  trovandosi  ancora  fra  l'inlrados  ed  il  punto  M,  dista 
da  questo  punto  più  di  1/5  di  MI),  una  parte  soltanto  del  giunto 
CD  soffre  prcssion|^;  questa  parte,  come  è facile  rendersi  ra- 
gione in  seguito  a quanto  si  è detto  nel  risolvere  il  problema  I 
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del  pà  citato  numero  157,  si  delenmna  prendendola  eguale 
a 3.UF;e  la  pressione  massima  N,  riferita  aU’unilà  di  superficie 
die  ha  luogo  sullo  spigolo  D rien  data  dalla  forinola 


o'3(l — m) 


(2). 


Se  il  punto  F,  sempre  posto  fra  l’intrados  ed  il  punto  M,  dista  da 
questo  di  1/3  MD  trovasi  premuta  l’iiitiera  base  CD,  ma  la  pres- 
sione sullo  spigolo  rappresentato  in  C è nulla  ; e , come  risulta 
tanto  dalla  formola  (1)  quanto  dalla  formola  (2),  la  pressione  mas- 
sima riferita  aH'unità  di  superficie,  che  ha  luogo  sullo  spigolo  D, 
vien  data  da 

Qi  = 2j  (3). 


Quando  il  punto  F invece  di  trovarsi  fra  l'iatrados  ed  il  punto 
di  mezao  M dei  giunto  CD  trovasi  in  F'  fra  il  punto  M e l’estrados, 
ossia  quando  la  distanza  del  punto  d’applicazione  della  forza  N 
— 1 

da«D  è maggiore  di  DM  = ^a',  la  massima  pressione  ha  luogo 

sullo  spigolo  d'estrados  G,  e servono  a calcolarla  le  formole  (1), 
(2)  e (3),  coiravvertenza  però  che  nelle  formole  (1)  e (2)  bisogna 

DF— DM 

mettere  per  m il  rapporto  - . 

M C 

Applicando  il  metodo  ora  esposto,  si  possono  trovare  le  pres- 
sioni massime  riferite  aH'unità  di  superficie  su  quanti  giunti  si  vo- 
gliono della  vòlta  e dei  piedritti  ; e non  vi  sarà  pericolo  di  schiac- 
ciamento dei  materiali  quando  la  pressione  massima  riferita  aH’unità 
di  superficie  in  questi  giunti  è minore  del  coellìrieote  di  rottura 
per  schiacciamento  relativo  alla  materia  che  si  trova  dove  questa 
pressione  ha  luogo.  Si  ha  poi  stabilità  quando  la  detta  pressione 
è eguale  o inferiore  al  prodotto  del  coeflicientc  di  snervamento 
(num.  30)  o del  coeflìciente  di  rottura  (num.  33)  per  pressione 
moltiplicati  pei  relativi  coelDcienti  di  stabilità  (num.  31  e 40). 

isti.  Procedimento  grafico  per  verificare  la  stabilità  di  una 
vòlta  a botte.  — Questo  procedimento  consiste  nel  disegnarsi  in 
iscala  piuttosto  grande  il  profilo  di  mezza  vòlta,  precisamente  come 
si  « detto  al  numero  133;  nel  dividere  la  parte  AB  CD  {fig.  156) 
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dì  questo  pro6Io,  la  quale  rappresenta  la  mezza  v61ta  propriamente 
detta  in  un  numero  tale  di  parli  che  si  possano  considerare  le 
curve  d'intrados  e d’estrados  siccome  linee  rette  da  un  punto  di 
divisione  all'altro;  nel  segnare  al  di  sopra  di  ciascun  punto  di  di- 
visione dcll’estrados  altrettante  linee  verticali  da  considerarsi  come 
tanti  giunti  possibili  nei  riempimenti  e nel  sovraccarico;  nel  divi- 
dere anche  il  piedritto  mediante  giunti  orizzontali;  nel  tracciare  le 
due  linee  HIK  ed  LMS  luoghi  geometrici  dei  punti  che  sono  ri- 
spettivamente ad  1/3  delle  lunghezze  dei  giunti  a partire  dall'in- 
trados  e dall’estrados;  nel  trovare  le  superlicie  delle  diverse  parti 

ANn,6,o,,  ANn,6,a,,  ANhjÒjOj ANcCD,  ANOC|  d,,  ANOc,d,, 

non  che  le  posizioni  dei  centri  di  superficie  delle  stesse  parti; 

nel  determinarsi  prima  la  spinta  orizzontale  ; e nel  tracciarsi  fi- 
nalmente la  curva  luogo  geometrico  dei  punti  d’applicazione  delle 
diverse  pressioni  che  i massi  rappresentati  in  ANn,b,  a,,  ANn,b,a,, 


ANujòjO,, ANcCD  producono  rispettivamente  sui  giunti  o,6„ 

a,h„  0]6j,  DC,  nonché  dei  punti  d'applicazione  delle  pres- 
sioni che  i massi  rappresentati  in  d,DANOc,,  d,  DAN  Oc,,  

FDANOG  esercitano  rispettivamente  sui  giunti  orizzontali  d,c,, 
d,  Cj,  d,c,,  FG. 

Si  trova  la  spinta  orizzontale  cercando  qual  è la  forza  da  appli- 


carsi in  L normalmente  al  giunto  AB,  afllnchc  i massi  ANn,  6,  a,, 
ANn,h,a„  ANn,6,a, ANcCD  non  siano  in  pericolo  di  ro- 
tare attorno  ai  corrispondenti  spigoli  d'intrados  a,,a„a, D. 

Perciò,  considerando  una  parte  qualunque  ANnba  del  disegnato 
profilo,  si  trovi  rinlersezione  u della  orizzontale  Lo  colla  verti- 
cale vv'  passante  pel  suo  centro  di  superficie;  a partire  da  u si 
prenda  la  verticale  up  talmente  lunga  da  rappresentare  un  numero 
proporzionale  al  peso  del  masso  murale  lungo  l’unità  rappresen- 
talo in  ANnha;  si  unisca  il  punto  u eoi  punto  /i,  giacché  si 
suppone  che  sul  giunto,  pel  quale  esiste  maggior  pericolo  di  rota- 
zione atlorno  al  corrispondente  spigolo  d'intrados,  la  pressione 
si  trovi  applicala  ad  1/3  della  sua  lunghezza  a partire  dal  punto  in 
cui  é rappresentato  il  dello  spigolo  (niim.  181);  e si  costruisca  il 
rettangolo  avente  per  un  lato  u p,  e la  sua  diagonale  nella  dire- 
zione uA.  Il  lato  orizzontale  uQ  di  questo  rettangolo  va  consi- 
deralo siccome  la  spinta  orizzontale  applicala  in  L quando  la  vòlta, 
aprendosi  alla  chiave  verso  l'intrados,  sta  per  aprirsi  nel  giunto 
ab  verso  l’eslrados  rotando  attorno  allo  spigolo  rappresentato  in 
a.  Quest'operazione  si  faccia  per  tutte  le  parli  di  vòlta  poste  fra  il 
giunto  verticale  della  chiave  ed  i giunti  a,6„  0,6,, fino 
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al  giuiilo  DC;  ed  il  maggior  lalo  orizzontale  del  rettangolo  ana- 
logo ad  u/>rQ  rappresenta  quella  forza  che  si  assume  come  rap- 
presentante la  spinta  orizzontale  Q„  della  vòlta. 

Trovata  la  spinta  Q„,  ecco  come  si  procede  per  costrurre  la 
curva  luogo  geometrico  dei  punti  d'applicazione  delle  pressioni  che 
si  veriGcano  sui  diversi  giunti.  La  pressione  su  un  giunto  qualun- 
que, per  esempio  sul  giunto  xy,  è rappresentata  in  intensità  e 
direzione  dalla  risultante  della  spinta  orizzontale  Q„  e del  peso  P 
del  masso  rappresentalo  in  ANzt/:r,  e per  conseguenza  il  punto 
d’applicazione  di  questa  pressione  sì  ottiene  supponendo  le  due  forze 
Qg,  e P trasportate  sulle  loro  direzioni  Ano  a trovarsi  applicate 
nel  loro  punto  d'intersezione  U,  costruendo  il  rettangolo  UPRQ,. 
e trovando  l'intersezione  a della  diagonale  di  questo  rettangolo  col 

giunto  yx.  Per  ciascuno  dei  giunti  a,b^,  a, 6,,  a,b„ DC,  d^c,, 

d,c,,  d,c,,  PG  si  trovino  i punti  analoghi  ad  a,  e lutti  questi 

punti  uniti  con  una  linea  continua  daranno  la  curva  luogo  geome- 
trico dei  punti  d'applicazione  delle  pressioni  sui  diversi  giunti,  la 
qual  curva  chiamasi  curva  delle  preisioni. 

Quando  la  curva  delle  pressioni  si  trova  tutta  fra  le  due  curve 
HIK  ed  LMS,  è impossibile  che  nella  vòlta  e nel  suo  piedritto 
avvenga  rottura  per  rotazione,  giacché  tulle  le  parli  comprese  fra 
i diversi  piani  di  giunto  Irovansi  premute  le  une  contro  le  altre;  e 
non  può  aver  luogo  rottura  per  scorrimento  quando  le  direzioni  di 
tulle  le  diagonali  dei  rettangoli  analoghi  ad  IIPRQ„  fanno  colla 
normale  al  giunto  corrispondente  un  angolo  minore  dell'angolo  la 
cui  tangente  è il  coefficiente  d'attrito  f della  materia  di  cui  il  vólto 
si  vuol  formare.  Per  riconoscere  poi  se  può  aver  luogo  rottura 
per  schiacciamento  dei  materiali;  graGcaroenle  si  trovano  le  compo- 
nenti N normali  ai  rispettivi  giunti  delle  pressioni  R,  e si  misurano 
le  distanze  dei  loro  punti  d'applicazione , i quali  sono  deter- 
minati dalle  intersezioni  della  curva  delle  pressioni  coi  giunti, 
dai  punti  di  mezzo  dei  giunti  stessi.  Facendo  i rapporti  m delle 
distanze  ora  indicale  alle  semi-lunghezze  dei  giunti  si  possono 
calcolare  colle  formole  (1),  (2)  e (3)  del  numero  precedente 
le  massime  pressioni  riferite  all'unilà  di  superGcie  sui  diversi 
giunti  considerali  nel  costruire  la  curva  delle  pressioni  e quindi 
servirsi  di  que.^tc  massime  pressioni  per  accertarsi,  come  si  è 
dello  sul  finire  del  precedente  numero,  se  è possibile  o se  non  è 
possibile  che  avvenga  schiacciamento  dei  materiali. 

187.  Cenno  sul  modo  di  verificare  la  stabilità  di  una  vòlta 
a botte  in  cui  la  rottura  tende  avvenire  per  apertura  alla  chiave 
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verso  l’estradoe.  — Quanto  si  è detto  nei  numeri  18'2,  lUà,  184, 
185  e 186  sul  modo  di  verificare  la  stabilità  di  una  vòlta  a botte 
in  cui  la  rottura  tende  a manifestarsi  per  aprimento  alla  chiave 
verso  l'intrados  e sui  fianchi  verso  l’estrados  (Jty.  1 50),  si  applica 
anche  al  caso  di  una  vòlta  in  cui  la  rottura  tende  ad  aver  luogo 
per  aprimento  alla  chiave  verso  l'estrados  e per  aprimento  sai 
fianchi  verso  l'mtrados  {fig.  151).  Nello  stabilire  però  le  forraole 
analoghe  a quelle  del  numero  182  bisogna  supporre  che  il  punte 
d'appiicasione  della  spinta  orizzontale  sia  ad  1/3  della  larghezza 
del  giunto  di  chiave  a partire  daU'intrados.  Nel  trovare  il  valore 
di  Q bisogna  ammettere  che  la  rotazione  tenda  a roauifeslarsi  at- 
torno ad  uno  spigolo  deU'estrados,  e viceversa  attorno  ad  uno  spi- 
golo deH'intrados  nella  deduzione  del  valore  di  Q'.  La  spinta  mas- 
sima Qo  si  trova  cercando  qual  è la  massima  delle  forze  da  supporsi 
applicala  orizzontalmente  contro  il  giunto  CU  ad  1/3  di  CD  a par- 
tire da  C per  portare  una  parte  di  vòlta  in  procinto  di  rotare 
attorno  ad  uno  spigolo  deU’estrados;  e la  verificazione  della  stabi- 
lità della  costruzione  sotto  il  rapporto  della  rotaziooe  e dello  scor- 
rimento consiste  nell'accertarsi  se  la  spinta  Q„,  sufficiente  per  im- 
pedire che  una  parte  qualunque  di  vòlta  scorra  aU’indentro,  è inveee 
insufficiente  a produrre  scorrimento  airiitfnori  e rotazione  su  uno 
spigolo  deiriotrados. 


CAPITOLO  XII. 

fk^rrlmento  lon^tudlnale  nel  corpi 
sottopoBtl  et  flessione. 


188.  Come  può  avvenire  seorrimento  longitudinale  nei  corpi 
Bottopoati  a flessione.  — Si  considerino  due  solidi  prismatici  A e 
B (Jig.  157)  aventi  la  stessa  lunghezza  a,  la  stessa  larghezza  b ed 
il  medesimo  spessore  c:  suppongasi  che  questi  dne  solidi  siano 
orizzontalmente  incastrati  in  modo  da  formare  un  solido  unico 
come  lo  indica  la  figura  ; e pongasi  che  all’estremità  libera  di 
questo  solido  si  trovi  applicato  un  peso  P.  Se  i due  solidi  A e B 
sono  soltanto  sovrapposti  c se  trascurasi  la  resistenza  d'attrito  che 
ai  può  sviluppare  sulla  faccia  di  contatto,  sotto  l’azione  del  peso  P 
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s'inflettono  come  due  distinti  corpi  prismatici;  sulle  loro  Tacce  su- 
periori, che  poi  Tatto  della  flessione  diventano  convesse,  si  trovano 
le  fibre  che  subiscono  il  massimo  allungamento  ; e sulle  loro  Tacce 
inTeriori,  che  pel  Tatto  della  flessione  diventano  concave,  sono  col- 
locate le  fibre  le  quali  provano  il  massimo  accorciamento.  Per 
quanto  risulta  dalla  risoluzione  del  problema  I del  numero  108, 
le  sezioni  pericolose  nei  due  solidi  seno  quelle  d'incastro;  il  mag- 
gior valore  del  momento  inflettente  è dato  da 

Pa=Pa; 


il  momento  d'inerzia  di  ciascuna  delle  sezioni  trasversali  dei  due 
corpi  rispetto  all'asse  neutro  corrispondente  è ^ quindi  la 


tensione  e la  pressione  massime  Q,  e Q,  (nnm.  106).  riTerite  al- 
l'unilà  di  superflcic  ed  opposte  rispettivamente  dalle  fibre  roag- 
giormi;nte  allungate  e da  quelle  maggiormente  compresse,  am- 
mettono il  valore 


Q,=Q,= 


3Po 
be'  ■ 


Se  invece  dei  due  solidi  A e B si  ha  un  solido  nnico  pnre  di 
lunghezza  a e di  larghezza  6,  ma  di  spessore  eguale  a quelle 
che  presenta  la  sovrapposizione  dei  due  parallelepipedi  A c B,  la 
tensione  e la  pressione  massime  Q/  e Q,'  riTerite  all'unilà  di  su- 
perficie ed  opposte  rispettivamente  dalle  fibre  maggiormente  allun- 

1 3 

gate  e da  quelle  maggiormente  compresse,  essendo  ^6. 8c’=^6c* 

il  momento  d’inerzia  di  ciascuna  sezione  trasversale  deH'inticro 
solido  rispetto  al  corrispondente  asse  neutro,  vengono  date  da 

« 


Q/-Q/= 


13Pg 
2 be'  ■ 


ConTrontando  Tra  loro  i trovati  valori  di  Q,  e di  Q,'  immedia- 
tamente si  vede  come  il  primo  sia  doppio  del  secondo,  come  per 
rendere  questo  eguale  a quello  basta  intendere  che  all'estremo  del 
solido  costituito  d'utt  sol  pezzo  sia  applicate  un  peso  doppio  del 
peso  P,  e come  per  conseguenza  presentano  lo  stesso  grado  di  slà- 
bililà  due  solidi  paraiiolepipedi  delle  stesse  dimensioni,  incastrati 
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orizzontalmenlc  per  un  estremo  e raricati  di  un  peso  all'altro 
estremo,  l'uno  costituito  di  due  pezzi  sovrapposti  e l'altro  formato 
d'un  sol  pezzo,  allorquando  trovasi  il  secondo  caricalo  d'un  peso 
doppio  di  quello  che  porla  il  primo.  Il  diverso  modo  di  resistere 
di  questi  due  solidi  proviene  dalla  possibilità  di  scorrimento  delle 
nbre  poste  sulla  faccia  inferiore  del  solido  A lungo  le  Ghre  poste 
sulla  faccia  superiore  del  solido  B nella  sezione  longitudinale  CD, 
il  qual  scorrimento  diventa  impossibile  nel  solido  formalo  d'un  sol 
pezzo  a motivo  dell'adesione  laterale  delle  Gbre. 

Supponendo  che  i due  corpi  A e B siano  uniti  lungo  tutta  la 
faccia  CD,  Gnchè  essi  non  scorrono  l'uno  sull'altro  il  solido  che 
risulta  dal  loro  complesso  presenta  la  stessa  resistenza  alla  Des- 
sione  del  solido  di  eguali  dimensioni  in  un  sol  pezzo;  ma,  avve- 
nendo che  le  due  parli  A e B non  si  trovino  abbastanza  uuile,  può 
avvenire  il  loro  scorrimento  prima  che  avvenga  rottura  per  esten- 
sione 0 per  compressione  nelle  Gbre  maggiormente  allungate  od  in 
quelle  maggiormente  compresse,  per  cui  importa  il  saper  determi- 
nare i valori  delle  forze  che  tendono  a produrre  lo  scorrimento 
longitudinale  delle  Gbre  nei  corpi  sottoposti  a flessione. 

189.  Forxa  che  tende  a produrre  lo  acorrimento  longitudi- 
nale relativo  ad  una  sezione  qualunque  parallela  allo  strato 
delle  fibre  invariabili.  — Questa  forza,  che  facilmente  si  potrebbe 
determinare  anche  pei  solidi  rettilinei  sottoposti  alla  Oessione  pro- 
dotta da  forze  comunque  dirette  e passanti  pei  loro  assi,  verrà 
qui  determinata  soltanto  in  alcuni  casi  particolari  e principalmente 
pei  solidi  omogenei  ad  asse  rettilineo  con  sezione  rettangolare  e 
con  sezione  a doppio  T simmetrico  sollecitali  da  forze  passanti 
pei  loro  assi  ed  a questi  perpendicolari. 

I.  Determinazione  della  forza  che  tende  a produrre  lo  scorrimento 
longitudinale  in  un  solido  prismatico  a sezione  rettangolare. 

Sia  una  trave  a sezione  rettangolare  A'  B'  B"A"  (Jig.  1 58),  oriz- 
zontalmente collocata,  col|kto  AB  verticale  e sottoposta  all'azione 
di  pesi  passanti  pel  suo  asse.  Si  chiamino 

fj.  il  momento  inflettente  relativo  alla  sezione  trasversale  qualun- 
que AB; 

N lo  sforzo  di  taglio  per  la  stessa  sezione; 
dz  la  lunghezza  OQ  della  parte  di  asse  del  prisma  compresa 
fra  le  due  sezioni  ìnGnilamente  vicine  AB  e CD; 

a la  lunghezza  del  lato  orizzontale  A' A"  della  sezione  trasver- 
sale del  solido,  e 

b la  lunghezza  del  lato  verticale  A"B"; 
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V la  distanza  fra  il  centro  di  superOcie  0'  ed  una  parallela  qua- 
lunque K'K"  all’asse  neutro  N'N"; 

1 il  momento  d'inerzia  del  rettangolo  rispetto  all’ac- 

cennato  asse  neutro. 

Come  risulta  dalla  prima  delle  equazioni  (5)  del  numero  106 
applicata  al  caso  in  quistione  e,  non  per  la  fibra  maggiormente 
allungata,  ma  per  una  tibia  intermedia  ai  due  strati  delle  fìbre  in- 
variabili e delle  Olire  maggiormente  allungale,  la  tensione  longitu- 
dinale per  ogni  unità  di  superficie  della  lista  inOnitamente  piccola 

H'  K'  K"  H " è y ; e , siccome  l’area  di  questa  lista  vale  il  pro- 
dotto del  lato  K'K"=:a  per  il  lato  iuOnitesimo  K'H'=dv,  essa 
sopporta  una  tensione  totale  espressa  da  ~vdv.  La  somma  di 

queste  tensioni  per  la  parte  A'M'M"A",  ossia  la  forza  Q che  tende 
a produrre  lo  scorrimento  longitudinale  su  un  piano  qualunque 
M'M"  parallelo  allo  strato  delle  Gbre  invariabili  e distante  da  que- 
sto della  quantità  sarà  adunque  data  da 


oppure,  per  essere  I = da 


Nella  sezione  CD,  la  somma  analoga  a Q prende  il  valore 

vi  ba  quindi  una  forza  *1“®*®  lende  a far 

scorrere  il  prisma  LMAC  parallelamente  alla  direzione  OQ;  e 
questa  forza  per  una  parte  di  solido  compresa  fra  le  due  sezioni 
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i cni  centri  di  superficie  hanno  nspettiramcnte  le  coordinale  a' 
e x‘\  ammette  il  valore  T,''  dato  da 


n.  Determinazione  della  forza  che  tende  a produrre  lo  scorrimento 
lougiludiaalt  «n  un  tfdido  prismatico  con  sezione  trasversale  a doppio 
T simmetrico. 

Considerando  il  caso  di  una  trave  con  sezione  trasversale  a dop> 
pio  T simmetrico  in  cui  la  sezione  del  gambo  occupi  solamente 
una  piccola  parte  della  superficie  dell'intiera  sezione,  e per  la  quale 
! bracci  abbiano  spessore  trascurabile  a fronte  dell’altezza  BC=6 
{/ig.  63)  della  trave,  per  modo  che  con  grandissima  approssima- 
zione si  possa  ritenere  che  sia  anche  eguale  a b la  distanza  PQ 
dei  centri  di  superficie  delle  sezioni  trasversali  ABFI  eDCGH 
delle  due  tavole;  e ritenendo  che  le  lettere  a,  a,  I,  v,  v'  e Q ab- 
biano i significali  che  loro  vennero  attribuiti  nel  precedente  pro- 

i 1 . 

blema,  ma  che  v sia  compreso  fra  ^BG  ed  si  ha 

la  quale,  per  essere  con  molta  approssimazione  I = ^ac6*  (nuro. 
97,  probi.  VI)  quando  assumasi  BF  = CG=c,  si  riduce  a 


Considerando  poi  una  parte  di  trave  compresa  fra  due  sezioni 
trasversali  i cui  centri  di  superficie  ammettono  rispettivamente  le 
ascisse  z'  e x".  ragionando  come  nel  numero  precedente  sul  tro- 
vato valore  di  Q,  si  ottiene  che  la  forza  T,”  la  quale  tende  a pro- 
durre lo  scorrimento  longitudinale  per  una  lunghezza  di  trave 
eguale  a z” — x',  vien  data  da 
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III.  Delerminazione  della  forza  che  leitde  a produrre  lo  scorri- 
mento  longitudinale  in  un  solido  ad  asse  rettilineo,  di  egual  resistenza, 
incastrato  orizzontalmente  per  un  suo  estremo  e caricato  all’altro 
estremo  d’un  peso  P (Jìg.  97). 

Considerando  la  forza  che  tende  a produrre  lo  scarrimeato  sul 
piano  orizzontale  AB  passante  per  l'asse  del  corpo,  ed  essendo 
M'MrrSu  l'altezza  di  una  sezione  trasversale  qualunque  posta  a 
distanza  = z dal  punto  d'applicazione  P del  peso,  il  valore  di 
Q risulta  evidentemente  quello  dato  daU’equazione  (1)  quando  in 
esso  si  faccia  v';=0  e b=z'ìu,  cosicché 


Differenziando  ora  per  ottenere  la  forza  che  tende  a produrre 
lo  scorrimento  longitudinale  fra  due  sezioni  infinitamente  vidne 
distanti  fra  di  loro  delle  quantità  d z,  bisogna  considerare  u sic- 
come variabile  in  funzione  di  z e porre 


dQ,  3d^.  SfidUj 


Nella  risoluzione  del  problema  I del  numero  112  già  si  è trovato 
che  il  valore  di  u varia  nel  proposto  solido  di  egual  resistenza 
proporzionalmente  alla  radice  quadrata  della'  distanza  fra  la  se- 
zione considerata  ed  il  ponto  in  cui  agisce  il  peso  P,  per  modo 
che,  quando  si  chiami  C una  costante,  avendosi 


u*=Cz, 
e d’altronde  essendo 


1 l/c 

dì~iYz’ 
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il  valore  di  dr  si  riduce  a 
dz 

l^dz  = ^— — 
àz 

Integrando  qnesl'espressione  della  forza  che  tende  a produrre  Io 
scorrimento  longitudinale  fra  due  sezioni  inCnitamente  vicine  fra 
i limili  x'  e s".  si  ottiene  la  forza  T,"  che  tende  a produrre  lo 
scorrimento  longitudinale  fra  le  due  sezioni  trasversali  distanti  dal 
punto  B della  quantità  z'  e z"  e la  quale  vien  quindi  espressa  da 


190.  Sesione  di  un  solido  per  la  quale  i massimo  il  valore 
della  forsa  che  tende  a produrre  Io  scorrimento  longitudinale. 
— L’equazione  (2)  del  numero  precedente,  la  quale  si  riferisce  al 
caso  di  un  solido  parallelepipedo  caricato  di  pesi  e disposto  in 
modo  da  avere  due  facce  orizzontali  e due  verticali,  mette  in  evi- 
denza come  il  valore  di  T,”  diventi  massimo  per  e'=0,  ossia  per 
la  sezione  longitudinale  la  quale  coincide  collo  strato  delle  fibre 
invariabili.  E questo  è vero  per  un  solido  di  sezione  qualunque, 
giacché,  derivando  la  forza  la  quale  tende  a produrre  lo  scorri- 
mento su  una  sezione  longitudinale  qualunque  dalla  somma  delle 
tensioni  che  sopportano  le  fibre  allungate  poste  fra  questa  sezione 
e la  superficie  laterale  del  solido  divenuta  convessa  pel  fatto  della 
flessione,  essa  acquista  evidentemente  il  valore  massimo  quando 
nel  determinarla  si  comprendono  tutte  le  fibre  che  sopportano 
tensione,  ossia  quando  si  cerca  il  suo  valore  per  la  sezione  longi- 
tudinale coincidente  collo  strato  delle  fibre  invariabili. 

191.  Condizione  ed  equazione  di  atabilità  dedotte  dalla  re- 
aiatenza  alla  rottura  per  acorrimento  longitudinale.  — Essendo 

T,”  la  forza  tendente  a produrre  il  fenomeno  dello  scorrimento 
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longitudinale,  in  un  dato  corpo  rettilineo  sottoposto  a Sessione, 
nella  sezione  longitudinale  per  cui  il  detto  fenomeno  più  facilmente 
può  avvenire, 

R,”  il  coefficiente  di  rottura  per  scorrimento  longitudinale,  ossia 
la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  longitudinale  riferita 
all'unità  di  superGcie  della  sezione  su  cui  lo  scorrimento  sta  per 
avvenire, 

Q l’area  di  questa  sezione, 

si  ha  che  la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  longitudinale 
opposta  dal  corpo  alla  forza  T,”  è 

R,"  0, 

che  quindi  si  ha  per  condizione  di  stabilità 
T,”’<R,"Q, 


e che  per  conseguenza  si  ha  l'equazione  di  stabilità 
T,”=n,”R,"Q, 

dove  >1,''  è un  numero  minore  dell’unità,  assunto  per  coefficiente 
di  stabilità,  e che  generalmente  suolsi  prendere  non  maggiore  di 
1/6  pei  metalli  e non  maggiore  di  1/10  per  gli  altri  materiali. 

192.  Ubo  dell' equaidone  di  stabilità  relativa  allo  seorri- 
mento  longitudinale,  e determinaxione  della  sezione  pericolosa. 
— Nei  solidi  sottoposti  a flessione,  il  valore  di  T,",  ossia  il  valore 
della  forza  che  tende  a produrre  lo  scorrimento  longitudinale, 
come  chiaramente  lo  dimostrano  anche  le  equazioni  (2),  (3)  e (4) 
del  numero  189,  è funzione  del  momento  inflettente  e quindi  delle 
forze  estrinseche  sollecitanti  il  solido  che  si  considera;  per  cui  la 
condizione  di  stabilità  può  servire  a verificare  se  non  può  avvenire 
scorrimento  longitudinale  in  un  dato  solido  inflesso  sotto  l'azione 
di  determinate  forze  estrinseche,  e l’equazione  di  stabilità  si  presta 
alla  risoluzione  dei  seguenti  problemi  ; 

1*  Trovare  quali  forze  ettrinteche  ti  potsono  far  topporlare  ad 
un  dato  tolido  rellilineo  loUoposlo  a flessione,  affinchè  «n  esso  non 
avvenga  scorrimento  tn  una  sezione  longitudinale  parallela  a quella 
che  corrisponde  allo  strato  delle  fibre  invariabili. 

2*  Trovare  quali  superficie  devono  presentare  le  sezioni  longitu- 
dinali di  un  tolido  rettilineo  di  forma  nota,  affinchè  non  possa  su  esse 
avvenire  scorrimento. 
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La  M3I0M  perieohta  per  an  dato  solido  rettilineo,  ossia  quella 
sexione  sulla  quale  più  facilmente  eie  su  qualunque  altra  può  av- 
Teuire  lo  scorrimento  longitudinale,  si  determina  cercando  la  se- 
zione longitudinale  per  cui  è massimo  il  valore  del  coefficiente  di 
stabilità,  ossia  il  quociente  della  fofza  che  su  essa  tende  a produrre 
lo  scorrimento  per  la  corrispondente  resistenza  che  sulla  sezione 
medesima  può  essere  sviluppata. 

i93.  Conseguenze  che  risultano  dalla  teoria  sullo  seorri- 
nsento  longitudinale.  — Lo  svilupparsi  di  forze,  che  tendono  a 
produrre  lo  scorrimento  longitudinale  nei  solidi  sottoposti  a fleti- 
sione,  rende  ragione  di  alcuni  fenomeni  che  sovente  si  manifestano 
nei  solidi  che  avviene  di  dover  impiegare  nelle  costruzioni  e di 
spiegare:  le  disgiunzioni  longitudinali  che  non  di  rado  hanno  luogo 
nei  solidi  di  piccola  lunghezza  sottoposti  all'azione  di  forze  che  li 
fanno  inflettere  e principalmente  quelle  che  tanto  frequentemente 
si  trovano  nelle  travi  in  legno;  le  dilTerciize  che  si  notano  nelle 
resistenze  dei  pezzi  di  legno  le  cui  libre  sono  disposte  in  modi  di- 
versi relativamente  alla  direzione  delle  forze  che  li  fanno  inflettere; 
perchè  due  travi  sovrapposte  in  modo  da  toccarsi  solamente  per 
una  superfìcie  piana,  ma  non  invariahilmente  unite  l’una  all'altra, 
non  s'iaflettono  come  una  trave  unica  di  dimensioni  eguali  a quelle 
del  loro  complesso;  perchè  per  formare  una  trave  unica  mediante 
la  riunione  di  due  o più  travi,  si  usa  legarle  fortemente  con  fascia- 
ture, di  tagliare  i pezzi  che  si  uniscono  a dentiere  che  ingranano 
le  une  colle  altre,  e d'interporre  fra  i mede.simi  delle  biette  in  le- 
gno seguendo  disposizioni  analoghe  a quelle  che  già  vennero  indi- 
cate nella  parte  già  pubblicala  di  questo  lavoro  sull'arte  di  fab- 
bricare , nel  volume  che  tratta  dei  Lavori  generali  d' arckilettura 
civile,  tlradale  ed  idraulica,  alla  pagina  397  ed  al  numero  283. 
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CAPITOLO  Xlll. 

Equilibrio  di  alcuni  sistemi  composti 
e di  alcuni  sistemi  articolati* 


194.  Assunto  del  presente  capitolo.  — I sistemi  composti  che 
più  di  frequente  si  presentano  nella  pratica  delle  costruzioni  sono 
le  travi  in  legno  formate  di  pezzi  sovrapposti,  le  travi  costituite  da 
pezzi  sovrapposti  e da  pezzi  uniti  di  punta,  le  travi  armate,  le  travi 
in  legno  a traliccio  e le  travi  metalliche  a parete  continua  ed  a 
parete  reticolata.  I sistemi  articolati  poi  che  al  costruttore  avviene 
di  dover  considerare  si  riducono  principalmente  alle  incavallature 
in  legno  ed  alle  incavallature  metalliche.  Nella  parte  già  pubblicata 
di  questo  lavoro  sull’arte  di  fabbricare,  al  volume  che  tratta  dei 
Lavori  generali  d’archilctlura  civile,  stradale  ed  idraulica  già  si  in- 
dirò, all'articolo  I del  capitolo  Vili,  quali  sono  le  disposizioni  ge- 
neralmente usate  nella  pratica  per  la  costruzione  delle  travi  com- 
poste, ed  all'articolo  II  dello  stesso  capitolo  quali  sono  i principali 
tipi  d'incavallature.  In  questo  capitolo,  senza  pretendere  di  voler 
fare  uno  studio  completo  suH’equilibrio  e sulla  determinazione 
degli  sforzi  sopportati  dalle  diverse  parti  degli  svariati  sistemi 
composti  ed  articolati , verranno  esaminati  alcuni  pochi  casi  di 
travi  composte,  d'incavallature  e dì  travi  armate;  e quest’esame, 
nel  mentre  sarà  sufliciente  per  le  ordinarie  circostanze  della  pra- 
tica, servirà  anche  a dare  una  norma  dei  procedimenti  da  seguirsi 
in  casi  non  identici,  ma  analoghi  a quelli  che  verranno  esaminati. 

495.  Sforzi  a cui  sono  assoggettati  i chiodi  ohe  vengono 
impiegati  nella  formazione  delle  travi  metalliche  composte.  — 
I chiodi  ribaditi  a caldo,  che  vengono  adoperati  nella  formazione 
delle  travi  metalliche  composte  per  mantenere  fra  loro  unite  le 
lamiere  ed  i ferri  speciali,  possono  trovarsi  sottoposti  a due  diversi 
sforzi:  ad  uno  sforzo  che  tende  a romperli  per  trazione,  diretto 
secondo  i loro  assi,  e proveniente  da  ciò  che  i chiodi  ribaditi,  ap- 
pena posti  in  opera  e ancora  caldi,  premono  l’una  contro  l’altra 
le  lastre  che  riuniscono  e tendono  ad  accorciarsi  al  sopravvenire 
del  loro  ralTreddamento;  ad  uno  sforzo  che  tende  a romperli  per 
SGorrìmeoto  trasversale  il  quale  può  manifestarsi  allorquando,  vinta 
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la  pressione  che  i chiodi  producono  contro  le  lastre  che  riuniscono 
col  tirare  una  di  esse  e prodotto  lo  scurrinienlo  di  questa  sulle  altre, 
lo  sforzo  di  trazione  esercitato  sulla,  lastra  che  vuoisi  separare 
dalle  altre  si  trasmette  ai  chiodi  in  direzione  perpendicolare  ai 
loro  assi.  Per  vedere  come  po.ssa  essere  provocata  la  resistenza 
allo  scorrimento  trasversale  nei  chiodi  che  si  adoperano  per  la 
formazione  delie  travi  metalliche  composte,  basta  considerare  due 
lamiere  A (fig.  159),  lissate  per  le  loro  estremità  superiori,  ed 
una  lamiera  B unita  alle  prime  mediante  chiodi  ribaditi  a caldo  e 
sottoposta  ad  un  suHìcienle  sforzo  di  trazione.  Se  i diametri  dei 
fori,  come  generalmente  avviene  nelle  cbiodaturc  fra  lamiere,  sono 
di  qualche  poco  più  grandi  dei  diametri  dei  chiudi,  la  lamiera  B, 
tirata  nel  senso  della  freccia  S,  incomincierà  a scorrere  fra  le  lu- 
miere A,  e,  quando  le  supcrGcie  superiori  dei  furi  praticati  nella 
lamiera  B saranno  arrivale  a contatto  delle  supcrlìcic  superiori  dei 
chiodi,  io  sforzo  di  trazione  che  suH'ullima  accennala  lamiera  si 
esercita  viene  trasmesso  ai  chiodi  in  senso  normale  ai  loro  assi , 
i quali  trovansi  cosi  evidentemente  assoggettati  a sforzi  operanti  a 
romperli  per  scorrimento  trasversale. 

196.  Determinazione  della  resistenza  delle  chiodature.  — 
Due  sono  le  resistenze  che  convien  considerare  nelle  chiodature 
di  lamiere  e di  ferri  speciali  : la  resistenza  allo  scorrimento  lungo 
le  superGcie  di  contatto  delle  lastre  unite , la  qual  resistenza  va 
considerata  come  una  polente  resistenza  d'attrito  prodotta  dalla 
considerevole  pressione  che  i chiodi  esercitano  contro  le  lastre 
serrale  fra  le  loro  capocchie;  la  resistenza  allo  scorrimento  tras- 
versale che  possono  presentare  i chiodi  quando,  per  una  causa 
qualunque,  già  trovasi  distrutta  la  delta  resistenza  d'attrito. 

La  prima  resistenza  sperimentalmente  può  essere  determinata 
inchiodando  fra  due  liste  di  lamiera  A,  con  fori  circolari  sensibil- 
mente eguali  al  diametro  del  chiodo  da  impiegarsi  per  la  chioda- 
tura, una  lista  di  lamiera  B (Jig.  159),  in  cui  siasi  praticalo  uu 
foro  di  forma  ovale  cuU'asse  maggiore  diretto  nel  senso  della  sua 
lunghezza  e coU'assc  minore  sensihilmenle  eguale  al  diametro  del 
detto  chiudo;  fissando  le  estremità  delle  lamiere  A,  ed  esercitando 
sulla  lamiera  B uno  sforzo  di  trazione  ogiior  crescente  lino  a pro- 
durre lo  scorrimento  di  questa  fra  quelle.  Quest’esperienza  già 
venne  instituita,  e si  trovò  che  per  far  scorrere  la  lamiera  B fra 
le  lamiere  A è necessario  produrre  sulla  lamiera  B uno  sforzo  di 
trazione  che  mediamente  sia  di  chilogrammi  15  per  ogni  millime- 
tro quadrato  di  superficie  della  sezione  trasversale  del  chiodo. 
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Per  determinare  la  seconda  resistenza  che  convien  considerare 
nelle  chiodature , ossia  la  resistenza  di  taglio  o resistenza  allo 
scorrimento  trasversale  nei  chiodi , si  può  operare  come  segue  : 

0 continuare  a produrre  sulla  lamiera  B , quando  già  venne  di- 
strutta la  prima  resistenza , delle  tensioni  ognor  crescenti  flnchè 
avviene  la  rottui'a  del  chiodo  che  unisce  la  detta  lamiera  alle 
lamiere  A;  oppure  porre  il  chiodo,  per  cui  vuoisi  esperiraentare 
la  resistenza  allo  scorrimento , fra  le  due  guance  di  un  robusto 
blocco  di  ghisa  in  modo  da  trovarsi  appoggiato  fra  le  dette  guance, 
ed  operare  mediante  apposita  leva  per  esercitare  normalmente 
all'asse  del  chiodo  delle  pressioni  note  ognor  crescenti  fìno  a 
quella  capace  di  produrre  la  rottura.  Instituendo  l'esperienza  col 
primo  metodo  si  produce  la  rottura  del  chiodo  per  taglio  doppio, 
e si  potrebbe  facilmente  produrre  la  rottura  per  taglio  semplice, 
per  taglio  triplo,  per  taglio  quadruplo,  ccc.,  adottando  le  unioni 
di  lamiere  rappresentate  nelle  figure  160,  161  e 162,  fissando  te 
lamiere  A e pmducendo  le  tensioni  ognor  crescenti  nelle  lamiere 
B.  Instituendo  invece  l'esperienza  col  secondo  metodo,  si  produce 
la  rottura  del  chiodo  per  semplice  taglio  quando  esso  trovasi  ap- 
poggiato ad  nna  delle  guance  del  blocco  che  impiegasi  per  fare 
l'esperimento  e che  dall'allra  parte  è libero,  e si  produce  la  rot- 
tura per  doppio  taglio,  allorquando  il  chiodo  venne  disposte  in 
modo  da  avere  appoggio  nell'nna  e nell'altra  guancia.  Già  parec- 
chie esperienze  vennero  eseguite  sulla  rcsisteuza  alla  rottura  per 
scorrimento  trasversale  nei  chiodi  che  vengono  impiegali  per  chio- 
dature di  lamiere,  e da  queste  esperienze  risultò: 

r Che  la  delta  resistenza  è proporzionale  alla  somma  delle 
superficie  delle  seziotti  dei  chiodi  sui  quali  la  rottura  tende  a ma- 
nifestarsi, per  modo  che  questa  resistenza  in  un  chiodo  su  cui 
vien  cimentata  la  resistenza  alla  rottura  per  taglio  doppio,  triplo, 
quadruplo,  ccc.  è doppia,  tripla,  quadrupla,  ecc.  di  quella  che  ha 
luogo  in  un  chiodo  in  cui  vien  provocata  la  resistenza  alla  rot- 
tura per  taglio  semplice  ; 

2*  Che  questa  resistenza  non  è maggiore  di  quella  alla  rot- 
tura per  trazione  che  può  presentare  il  ferro  di  cui  sono  formali 

1 chiodi,  c non  minore  dei  4/5  della  stessa  resistenza  alla  rottura 
per  trazione  ; 

3°  Che  la  resistenza  alla  rottura  per  scorrimento  trasversale, 
detta  anche  coelliciente  di  rottura  per  scorrimento  trasversale,  pei 
eliiodi  cIk  d’ordinario  vengono  impiegali  nella  formazione  delle 
I.’Ahtc  di  fadbiiicare.  RetUtenza  (Iti  maleriali , tee.  ■■  ZO. 
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travi  metalliche,  si  può  assumere  siccome  variabile  fra  32  e 40 
chilogrammi  per  millimetro  quadrato  di  superOcie  sulla  quale  tende 
a manifestarsi  la  rottura. 

197.  Numero  dei  chiodi  da  impiegarsi  nelle  chiodature  , 
quando  vuoisi  tener  conto  dell'  attrito  che  esse  fanno  nascere 
sulla  superficie  di  contatto  delle  lamiere  che  tengono  unite.  — 

Avvengono  dei  casi  in  cui  si  devono  costrurre  delle  travi  metalliche 
composte  colla  condizione  che  in  esse  non  debbano  avvenire  defor- 
mazioni più  grandi  di  quelle  che  presenterebbero  qualora  fossero 
d’un  sol  pezzo,  e per  le  quali  non  si  possono  tollerare  le  maggiori 
deformazioni  possibili  per  ciò  clic  i chiodi  non  riempiono  perfet- 
tamente i corrispondenti  fori.  In  tali  circostanze  è d’uopo  otte- 
nere che  la  resistenza  allo  scorrimento  lungo  la  superficie  di  con- 
tatto delle  lamiere,  prodotta  dall'attrito  causato  dalla  considerevole 
pressione  che  i chiodi  esercitano  contro  le  lastre  serrate  fra  le 
loro  capocchie , sia  suilficieiite  a dare  un'unione  stabile  e du- 
ratura; e si  può  fare  in  modo  che  venga  messo  in  giuoco  sol- 
tanto 1/3  dello  sforzo  capace  di  produrre  l’accennato  scorrimento. 
Segue  da  ciò  che,  ritenendo  di  15  chilogrammi  per  millimetro  qua- 
drato di  sezione  di  chiodo  l'accennato  sforzo,  sarà  di  chilogrammi  5 
quello  che  si  potrà  far  sopportare  alle  chiodature,  affinchè  siano 
in  condizioni  di  stabilità  sufficientemente  buone;  per  guisa  che, 
ammettendo  di  non  voler  far  sopportare  alle  lamiere  uno  sforzo 
di  trazione  maggiore  di  5 chilogrammi  pure  per  millimetro  qua- 
drato della  loro  sezione  normale  alla  forza  traente,  si  può  stabilire 
che,  facendo  le  chiodature  in  modo  da  essere  la  somma  della  su- 
perficie delle  sezioni  trasversali  dei  fusti  dei  chiodi  eguale  alla 
superfìcie  della  sezione  della  lamiera  interrotta,  resiste  la  connes- 
sione come  se  nella  lamiera  non  avesse  luogo  interruzione  di  con- 
tinuità. 

Ritenendo,  come  generalmente  si  usa  in  pratica,  che  il  diametro 
del  fusto  dei  chiodi  sia  il  doppio  dello  spessore  delle  lamiere  da 
unirsi  c che  la  loro  capocchia  sferica  abbia  il  suo  diametro  eguale 
al  triplo  dell’indicato  spessore  ; e supponendo  che  due  lastre  A 
e B (Jig.  103)  debbano  essere  unite  per  sovrapposizione,  mediante 
una  fila  di  chiodi,  e chiamando 

s lo  spessore  delle  lamiere, 

a la  distanza  che  fra  asse  ed  asse  devono  avere  due  chiòdi  suc- 
cessivi , 

siccome  da  quanto  or  ora  si  è stabilito  risulta  ad  evidenza  che  la 
superficie  della  sezione  trasversale  del  fusto  di  ogni  chiodo  deve 
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essere  eguale  alla  superficie  della  sezione  fatta  nella  parte  di  la- 
miera, supposta  non  perforata,  intercetta  fra  gli  assi  di  due  chiodi 
successivi,  si  ha  la  semplicissima  equazione 

as~7TS% 

22  1 

d’onde,  assumendo  r = 

o=3s-|-^s  (f). 

La  distanza  fra  asse  ed  asse  di  due  chiodi  successivi  deve  adun- 
que essere  tre  volte  lo  spessore  della  lamiera  più  un  settimo 
dello  stesso  spessore,  c quindi,  essendo  5 $ il  diametro  delle  ca- 
pocchie , i chiodi  devono  trovarsi  cosi  vicini  da  esservi  fra  una 
capocchia  e Taltra  il  piccolissimo  intervallo  di  un  settimo  dello 
spessore  della  lamiera. 

Se  invece  l’unione  delle  due  lamiere  A e B si  vuol  fare  con  due 
file  di  chiodi,  come  lo  dimostra  la  figura  164,  è la  superficie  della 
sezione  retta  di  due  chiodi  che  deve  eguagliare  la  sezione  fatta 
nella  parte  di  lamiera  intercetta  fra  gli  assi  di  due  chiodi  succes- 
sivi di  una  medesima  fila,  e quindi,  attribuendo  alle  lettere  a ed  s 
i significati  che  già  loro  vennero  dati,  e ritenendo  le  relazioni  già 
stabilite  fra  il  diametro  del  fusto  dei  chiodi,  il  diametro  delle  ca- 
pocchie e lo  spessore  delle  lamiere,  si  ricava 

a=DS-+- 

Questa  formola  fa  vedere  che  quando  la  chiodatura  fra  due  la- 
miere si  vuol  fare  con  due  file  di  chiodi,  in  ciascuna  fila  devono 
questi  distare  da  asse  ad  asse  di  sei  volte  lo  spessore  della  lamiera 
più  i due  settimi  dello  stesso  spessore;  cosicché,  essendo  il 
diametro  delle  capocchie,  vi  rimarrà  fra  una  capocchia  e l'altra 
l'intervallo  di  tre  volte  lo  spessore  della  lamiera  più  i due  set- 
timi dello  stesso  spessore.  — Per  quanto  spetta  alla  distanza 
fra  le  due  file  di  chiodi,  si  può  essa  assumere  in  modo  che  gli 
assi  di  due  chiodi  successivi  A e B di  una  stessa  fila  e Tasse  del 
chiodo  C,  che  corrisponde  al  mezzo  delTiutervallo  fra  i due  primi, 
passino  per  Ire  punti  collocali  nei  tre  vertici  di  un  medesimo  ti  iaa- 
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goto  equilatero;  o tutto  al  più  in  modo  che  la  distanza  fra  le  due 
file  di  chiodi  DE  ed  FG  siu  egnale  alla  distanza  esistente  fra  asse 
ed  asse  di  due  chiodi  sticcessÌTi  di  ima  medesima  fila. 

La  disianza  poi  da  lasciarsi  dai  bordi  U ed  I (Jiij.  163  e 164) 
delle  lamiere  alle  linee  passanti  per  gli  assi  delle  vicine  file  di 
chiodi,  deve  essere  almeno  eguale  alla  distanza  fra  asse  ed  asse 
di  due  chiodi  successivi. 

Quanto  si  è detto  sulle  chiodature  di  due  lamiere  da  unirsi  per 
sovrapposizione,  si  applica  pure  alle  chiodature  destinate  a fermare 
una  lamiera  A fra  due  lamiere  fisse  B 163).  La  somma  delle 
superficie  delle  sezioni  delle  lamiere  fisse,  fatte  parallelamente  alla 
direzione  nella  quale  si  vogliono  eseguire  le  chiodature,  deve  al- 
meno eguagliare  la  superficie  della  sezione  fatta  nella  lamiera  A 
parallelamente  alla  stessa  direzione;  c si  deve  prendere  per  spes- 
sore s quello  deU’ultima  indicala  lamiera. 

Quando  due  lamiere,  da  porsi  l’una  di  seguito  all'altra,  non 
devono  essere  unite  per  sovrapposizione,  ma  sibbene  mediante  ini 
coprigiunto,  la  congiunzione  deve  essere  considerata  come  il  com- 
plesso di  due  unioni  snecessive  per  sovrapposizione , le  quali  si 
riducono  a sovrapporre  la  lamiera  A (Jig.  166)  al  coprigiunto  C, 
e quindi  la  lamiera  B allo  stesso  coprigiunto.  Analogamente  l'n- 
nione  rappresentala  nella  figura  167  colla  quale  due  lamiere  A e B 
si  pongono  l'una  di  seguito  aH'alIra  fra  due  coprigiunti  C e tT  deve 
essere  considerata  come  il  complesso  di  due  unioni  diverse,  la 
prima  destinala  a serrare  la  lamiera  A fra  i delti  coprigiunti,  e 
la  seconda  destinata  a fermare  la  lamina  B fra  gli  stessi  copri- 
giunti. 

In  alcuni  casi  alle  capocchie,  che  nell'atto  della  chiodatura  si 
fanno  dalla  parte  verso  cui  il  chiodo  si  ribadisce,  si  dà  non  una 
forma  sferica  , ma  sibbene  una  forma  conica  col  diametro  della 
base  eguale  a due  volte  il  diametro  del  fusto  del  chiudo  e colPal- 
tezza  eguale  ad  una  volta  c mezzo  il  raggio  di  detto  fusto.  Stando 
alla  formola  (1),  queste  chiodature  non  sono  evidentemente  pos- 
sibili con  una  sola  fila  di  chiodi,  perchè  le  capocchie  verrebbero 
a sovrapporsi,  c,  quando  vuoisi  che  esse  resistano  per  l'altrito  che 
producono  sulle  superficie  di  contatto  delle  lamiere  che  uniscono, 
è imperiosa  necessità  di  distribuire  ì chiodi  in  due  file. 

193.  Numero  dei  chiodi  da  impiegarsi  nelle  chiodature  quando 
TUoUi  tener  conto  della  resistenza  di  taglio,  ossia  della  resistenza 
sdlo  scorrimento  trasversale  opposto  dai  chiodi  medesimi.  — 
Facendo  in  modo  che  la  stabilità  di  una  chiodatura  sia  affidala 
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alla  resistenza  dovuta  all'attrito  che  ha  luogo  sulla  superficie  di 
contatto  delle  lamiere  che  i chiodi  mantengono  unite,  per  quanto 
risulta  dalle  deduzioni  del  precedente  numero,  i chiodi  vengono  a 
trovarsi  troppo  vicini  gli  uni  agli  altri,  il  loro  numero  è considero* 
vole  e quindi  riesce  lunga  e dispendiosa  la  mano  d'opera  per  col- 
locarli a posto.  Per  questi  motivi  torna  generalmente  conveniente 
nella  pratica  di  trascurare  alTatto  l'accennata  resistenza  d’attrito 
e di  aflidare  la  stabilità  delle  chiodature  alla  resistenza  di  taglio 
ossia  alla  resistenza  allo  scorrimento  trasversale  che  i chiodi  pos- 
sono opporre. 

Le  esperienze  già  citate  al  numero  196  hanno  dimostrato,  che  la 
resistenza  allo  scorrimento  trasversale  nei  chiodi  generalmente 
impiegati  per  le  connessioni  di  lamiere  si  può  ritenere  siccome 
eguale  alla  resistenza  alla  trazione  delle  lamiere  stesse.  Segue  da 
ciò  che  per  avere  chiodature  stabili  basta  far  in  modo  che  la  somma 
delle  superficie  delle  sezioni,  sulle  quali  vien  provocata  la  resistenza 
allo  scorrimento  trasversale  di  un  chiodo,  sia  eguale  alla  superficie 
della  sezione  prodotta  da  un  piano  passante  per  gli  assi  di  due 
chiodi  successivi  nella  lamiera  fra  essi  esistente.  Partendo  da 
questo  principio  nel  valutare  la  resistenza  delle  chiodature,  si  liea 
anche  conto  deH'indebolimento  che,  pel  fatto  della  perforazione, 
subiscono  le  lamiere,  il  qual  indebolimento  non  deve  mai  essere 
dimenticato  nella  determinazione  degli  spessori  da  assegnarsi  alle 
lamiere  che  devono  essere  inchiodate. 

Si  incominci  dall' esaminare  il  caso  di  due  lamiere  che  si  de- 
vono unire  per  sovrapposizione  mediante  una  sola  fila  di  chiodi 
{Jig.  165);  come  nel  numero  precedente,  si  supponga  che  il  dia- 
metro dei  fusto  dei  chiodi  sia  il  doppio  dello  spessore  della  la- 
miera, e che  il  diametro  delle  capocchie  sferiche  sia  il  triplo  della 
r accennato  spessore  ; si  chiami  t la  grossezza  della  lamiera  ed 
a la  distanza  fra  asse  ed  asse  di  due  chiodi  successivi.  La  su- 
perficie circolare  della  sezione  trasversale  del  fusto  di  un  chiodo 
deve  essere  eguale  alla  superficie  rettangolare  della  sezione  fatta 
nella  lamiera  (supposta  non  perforata)  da  nn  piano  passante  per  gli 
assi  di  due  chiodi  successivi  diminuita  della  superficie  pure  rettan- 
golare della  sezione  falla  dallo  stesso  piano  in  un  foro,  e quindi, 
ammettendo  che  il  diametro  di  un  foro  sia  precisamente  eguale  a 
quello  di  un  chiodo,  si  ha  l'equazione 

Tis'=ias — 2s*, 

d'onde 
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o={it-»-2)ì; 

Disia  ancora,  ritenendo  per  valore  di  ir  la  sola  parte  intera  3, 

rt  = 5s. 

La  distanza  fra  asse  ed  asse  di  due  chiodi  successivi  deve  adun- 
que essere  eguale  a cinque  volle  lo  spessore  della  lamiera,  e quindi 
essendo  3s  il  diametro  delle  capocchie,  vi  esisterà  fra  una  ca- 
pocchia e la  successiva  un  intervallo  eguale  a due  volle  Io  spes- 
sore della  lamiera.  — La  sezione  retlangolare  prodotta  nella  la- 
miera da  un  piano  passante  per  gli  assi  di  due  chiodi  successivi 
e limitala  agli  assi  dei  chiodi  stessi,  per  2/5  della  sua  lunghezza 
è occupata  dai  fori  e quindi  soltanto  per  gli  altri  3/5  si  può  con- 
siderare come  sezione  resistente.  Segue  da  ciò  che  una  lamiera  da 
inchiodarsi  ad  un'altra  lamiera  per  sovrapposizione,  onde  soppe- 
rire aU’indeholimenlo  prodotto  dalla  perforazione,  deve  presentare 
un  tale  spessore  da  essere  non  solo  capace  di  resistere  allo  sforzo 
di  trazione  T'  cui  realmente  trovasi  assoggettala,  ma  ad  uno  sforzo 
T/  dato  da 

M g ^ i * » 

d'onde 

T / ^ 'T/  , 

— 3 ’ 

per  cui,  dovendosi  con  una  sola  Già  di  chiodi  e per  sovrapposi- 
zione inchiodare  ad  una  lamiera  un’altra  lamiera  di  lunghezza 
nota  che  deve  sopportare  un  determinalo  sforzo  di  trazione  T, 
si  determina  lo  spessore  comune  alle  due  lamiere  colla  condi- 
zione che  siano  esse  soflicienli  a stahilmente  sopportare  i 5/3  T', 
e quindi  si  fa  la  chiodatura  in  modo  che  la  distanza  fra  asse 
ed  asse  di  due  chiodi  successivi  sia  il  quintuplo  dello  spessore 
trovalo. 

Volendosi  fare  l’unione  di  due  lamiere  soprapposte  con  due  Glc 
di  chiodi,  si  determina  la  distanza  fra  due  chiodi  successivi  qua- 
lunque A e B (fig.  164)  di  una  stessa  Già,  ponendo  la  condizione 
che  la  somma  delle  resistenze  di  taglio,  opposte  dal  mezzo  chiodo 
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A e dal  mezzo  chiodo  B della  prìnia  Pila,  nonché  dall’iiitiero  chiodo 
C della  seconda  fila,  eguagli  la  resistenza  alla  trazione  che  può 
presentare  la  lamiera  non  interrotta  fra  i due  chiodi  A e B.  La 
somma  delle  superficie  delle  sezioni  circolari  dei  fusti  di  due 
chiodi  deve  adunque  eguagliare  la  superficie  rettangolare  della  se- 
zione fatta  nella  lamiera  (supposta  non  perforata)  da  un  piano 
passante  per  gli  assi  di  due  chiodi  successivi  di  una  medesima 
fila  diminuita  della  superfìcie  pure  rettangolare  della  sezione  fatta 
dallo  stesso  piano  in  due  mezzi  fori  ossia  in  un  foro  intiero;  e 
quindi  si  ha  l'equazione  ' ' 

27t  s*=a.v  — 2*’, 

d’onde 

fl  = 2 )i, 

ossia  ancora,  ritenendo  la  sola  parte  intiera  del  valore  di  r, 

a=Ss. 

Questo  risultato  fa  vedere  che  la  distanza  fra  asse  ed  asse  di  due 
chiodi  successivi  deve  essere  eguale  ad  otto  volte  Io  spessore 
della  lamiera,  c,  essendo  i diametri  delle  capocchie,  vi  esisterà 
fra  due  capocchie  successive  di  una  stessa  fila  di  chiodi  un  inter- 
vallo eguale  a cinque  volle  lo  spessore  della  lamiera.  — La  se- 
zione rettangolare,  fatta  nella  lamiera  da  un  piano  passante  per 
gli  assi  di  due  chiodi  successivi  di  una  stessa  fila  e limitala  agli 
assi  dei  chiodi  stessi,  pei  2/8  della  sua  lunghezza  è occupala  dai 
fori,  e quindi  soltanto  per  gli  altri  6/8  si  può  considerare  come 
sezione  resistente.  Una  lamiera  adunque  da  inchiodarsi  ad  un’altra 
lamiera  per  sovrapposizione  e mediante  due  file  di  chiodi,  si  trova 
in  buone  condizioni  di  stabilità  quando,  per  sopperire  all’indebo- 
limento  prodotto  dalla  perforazione,  presenta  un  tale  spessore  da 
essere  non  solo  capace  di  resistere  allo  sforzo  T'  cui  realmente 
trovasi  assoggettata,  ma  ad  uno  sforzo  ’F,.'  dato  da  “ 

rp  / ^ rrt  / m/ 

g ^4  ^ > 

d’onde 

**  — 3 ’ 
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per  cui,  dovendosi  unire  due  lamiere  per  sovrapposiiioiie  e me- 
dianle  due  Ole  di  chiodi , bisogna  iniiauzi  tulio  dclerminare  lo 
spessore  comune  alle  due  lamiere  colla  condizione  che  siano  in 
grado  di  poter  sopportare  uuo  sforzo  di  trazione  che  sin  i 4/3 
di  quello  a cui  realmente  sono  assoggettale , e quindi  si  fa  la 
chiodatura  in  modo  che  la  distanza  fra  asse  ed  asse  di  due  chiudi 
successivi  sia  otto  volte  lo  spessore  trovalo.  — Per  quanto  spella 
alla  distanza  da  lasciarsi  fra  le  due  file  di  chiodi,  qiiaudo  questa 
distanza  si  misuri  fra  i piani  paralleli  passanti  per  gli  assi  di  due 
chiodi  successivi  deU’una  e deU'allra  fila,  si  può  ritenere  : che  essa 
non  debba  essere  maggiore  di  quella  che  risulta  facendo  in  modo 
che  gli  assi  dei  due  chiodi  successivi  A e B di  una  stessa  Ala  e 
l'asse  del  chiodo  C,  che  corrisponde  al  mezzo  deU’intervallo  fra  i 
due  primi,  passino  per  tre  punti  collocali  nei  vertici  di  un  mede- 
simo triangolo  equilatero  ; e che  non  deliba  essere  minore  di  cin. 
que  volle  il  raggio  del  fusto  dei  chiodi. 

La  disianza  da  lasciarsi  dai  bordi  H ed  I {ftg.  163  e 164)  delle 
lamiere  alle  linee  passanti  per  gli  assi  delle  vicine  file  di  chiodi, 
per  comune  consenso  dei  pratici,  si  può  assumere  di  cinque  volte 
lo  spessore  della  lamiera. 

Allorquando  una  lamiera  A {fig.  165)  si  deve  inchiodare  fra  due 
lamiere  Asse  B,  si  osserva  che  nei  chiodi,  invece  di  una,  si  hanno 
due  sezioni  resistenti  allo  scorrimento  trasversale , e per  conse- 
guenza nel  caso  di  una  chiodatura  da  eseguirsi  con  una  sol  Ala  di 
chiodi  si  determina,  in  funzione  dello  spessore  s della  lamiera  A,  la 
distanza  a fra  asse  ed  asse  di  due  chiodi  successivi  collo  stabilire 
l’equazione 


97r*’“ai — 2s’, 

d’onde,  ritenendo  soltanto  la  parte  intiera  del  valore  di  r, 

a=8s. 

In  questo  caso,  per  tener  conto  deH’indebolimento  prodotto  dalla 
perforazione  della  lamiera  A,  si  deve  evidentemente  determinare  il 
suo  spessore  s in  modo  che  sia  capace  di  sopportare  uno  sforzo 
di  trazione  T/  che  sia  i 4/3  dello  sforzo  T'  cui  realmente  trovasi 
assoggettata  , e fare  rinchiodalura  in  guisa  che  la  distanza  fra 
asse  ed  asse  di  due  chiodi  successivi  sia  di  otto  volte  lo  spessore 
della  lamiera  A. 


Dlgitized  by  Google 


— 473  — 

Se  iovece  la  lamiera  A ai  vuol  incliiodare  alle  lamiere  B con 
due  die  di  chiodi,  vi  souo  quallro  seziooi  di  fusti  di  chiedi  che 
resistono  allo  scorrimento  trasversale  per  ogni  parte  di  lamiera  A 
avente  larghezza  eguale  alia  distanza  da  lasciarsi  fra  gli  assi  di 
due  chiodi  successivi  d'una  stessa  fila,  e quindi  questa  distanza  si 
deve  delcrmiitarc  coU'equazione 

ÌT.s^=as — = ■ ■ 


d onde,  ritenendo  sempre  la  sokt  parte  intiera  dei  vaiwe  di  >s,  : 


a—\is. 


I 


' It  o I h ili  I 

In  questo  caso,  la  forza  di  trazione  T/  colla  quale  si  deve  deter- 
minare lo  spessore  s della  lamiera,  aflìnchè,  anche  dopo  la  perfo- 
razione necessaria  ad  operare  l'inchiodalura,  sia  in  buone  condi- 
kiuni  di  stabilità  sotto  l’azione  dello  sforzo  di  trazione  T cui 
ri^almentc  va  assoggettata,  si  determina  colla  condizione  | 


ossia  lo  spessore  i della  lamiera  A si  deve  determinare  suppo- 
nendo che  essa  debba  sopportare  uno  sforzo  di  trazione  che  sia 
i 7'6  dello  sforzo  T che  effettivamente  sopporta.'  ' ' 

L’unione  rappresentala  nella  figura  166,  la  quale  si  presta  per 
disporre  l'ima  di  seguito  all'altra  due  lamiere  A e B inchiodando 
Ciascuna  di  esse  ad  un  coprigiunto  C,  va  considerata  siccome  il 
complesso  di  dnc  unioni  successive  per  sovrapposizione,  ossia  della 
lamiera.  A alla  lamiera  C e della  lamiera  B pure  alla  lamiera  C.' 
In  modo  analogo  l’iinionc  rappresentala  colla  figura  167,  nella 
quale  s’impiegano  due  coprigiunti  C e C'  per  porre  due  lamiere 
A e B runa  di  segnilo  all'altra,  deve  essere  considerala  come  il 
complesso  di  due  unioni  successive  del  genere  di  quella  rappre- 
sentala nella  figura  165,  la  prima  destinata  a fermare  la  lamiera 
A fra  i delti  copriginnli,  e la  seeenda  per  serrare  la  lamiera  B fra' 
glf  stessi  coprigiunti, 
i 
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199.  Norme  generali  per  il  calcolo  delle  dimensioni  delle 
trari  metalliche  a parete  continua.  — La  resistenza  alla  flessione 
ossia  ai  momenti  inflettenti,  la  resistenza  allo  scorrimento  tras* 
Tersale  detta  anche  resistenza  di  taglio  c la  resistenza  allo  scor- 
rimento longitudinale,  sono  quelle  che  sempre  vengono  provocate 
nelle  travi  metalliche  che  si  impiegano  nelle  costruzioni. 

Alle  sole  lamiere  disposte  in  piani  perpendicolari  a quello  di  sol- 
lecitazione ed  ai  ferri  d'angolo  suolsi  affidare  la  resistenza  alla 
flessione,  ossia  ai  momenti  inflettenti,  nelle  travi  metalliche  a pa- 
rete continua  ; e si  fa  in  modo  che  gli  sforzi  di  taglio  vengano 
per  intiero  sopportati  dall'accennata  parete.  La  teoria  snlla  fles- 
sione, che  lungamente  venne  svolta  al  capitolo  VI,  dimostra  come 
i momenti  inflettenti  e gli  sforzi  di  taglio  variino  nelle  diverse 
sezioni  trasversali  dei  solidi  rettilinei  sottoposti  a flessione,  e come 
per  conseguenza,  nell'intento  di  ottenere  la  maggior  economia  di 
materia  e per  avere  delle  travi  che  si  trovino  nelle  condizioni  di 
solidi  di  egual  resistenza,  debba  convenire  di  far  variare  daU'iina 
all'altra  le  superficie  delle  loro  sezioni  trasversali.  Essendo  im- 
possibile il  fabbricare  delle  lamiere  e dei  ferri  speciali  le  cui  se- 
zioni Tarlino  con  una  data  legge  continua  dall'una  all'altra,  e d'al- 
tronde avendosi  in  commercio  delle  lamiere  e dei  ferri  speciali 
con  spessori  variabilissimi,  ma  costanti  da  un  loro  estremo  all'al- 
tro, è impossibile  il  fare  delle  travi  metalliche  composte,  che  si 
trovino  precisamente  nelle  condizioni  di  solidi  di  egual  resistenza, 
e solo  bisogna  accontentarsi  di  comporle  in  modo  che  si  appros- 
simino ad  essere  in  tali  condizioni.  Per  ottenere  questo,  dove  i 
momenti  inflettenti  hanno  grandi  valori  assoluti  si  impiega  per 
resistere  alla  flessione  l'assieme  di  lastre  sovrapposte  in  numero 
maggiore  dì  quelle  che  sì  adoperano  dove  i momenti  inflettenti 
hanno  valori  assoluti  piccoli,  e,  dove  gli  sforzi  di  taglio  presentano 
i maggiori  valori  assoluti,  s'impiegano  lamiere  più  spesse  dì  quelle 
che  si  adoperano  dove  gli  sforzi  di  taglio  hanno  valori  minori.  Le 
variazioni  nei  numero  delle  lamiere  destinate  a resistere  alle  fles- 
sioni e nello  spessore  di  quelle  destinate  a resistere  agli  sforzi  di 
taglio  si  devono  poi  fare  in  modo  che  nella  trave  risulti  sempre 
un  eccesso  anziché  un  difetto  di  stabilità. 

Accuratamente  bisogna  badare  che  le  pareti  verticali  non  ven- 
gano, sotto  l’azione  delle  forze  estrinseche,  a subire  degli  sposta- 
menti laterali;  per  allontanare  la  possibilità  dì  tali  eventi,  conviene 
rinforzarle  con  apposite  nervature  ad  esse  inchiodate  quando  sono 
molto  alte,  e,  nei  varii  casi  che  si  possono  presentare  nella  pra- 
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tica  delle  costruzioni,  quasi  mai  conviene  assegnare  ad  esse  ano 
spessore  che  sia  al  disotto  di  U,005. 

A motivo  della  forza  che  tende  a produrre  lo  scorrimento  longi* 
tudinale  in  un  solido  rettilineo  sottoposto  a flessione,  della  qual 
forza  si  può  valutare  l’intensità  in  una  sezione  longitudinale  qua- 
lunque colle  norme  che  vennero  date  nel  precedente  capitolo,  le 
lamiere  che  si  inchiodano  ai  ferri  d'angolo  per  resistere  alla  fles- 
sione nella  costruzione  delle  travi  in  ferro  sono  sollecitate  a 
staccarsi  dai  ferri  d’angolo  stessi  ed  a separarsi  l’una  dall'altra. 
La  resistenza  delle  chiodature  si  oppone  a tale  separazione,  e pone 
l'assieme  delle  dette  lamiere  e dei  ferri  d’angolo  nelle  condizioni 
di  poter  resistere  alla  flessione  come  se  fosse  costituito  d’un  sol 
pezzo.  Queste  chiodature  adunque  devono  essere  convenientemente 
eseguite  ; importa  che  presentino  la  maggior  robustezza  dove  la 
forza  che  tende  a produrre  lo  scorrimento  longitudinale  acquista  il 
più  gran  valore;  e,  se  i chiodi  hanno  lo  stesso  diametro,  è gene- 
ralmente un  errore  il  porli  a distanze  eguali.  Per  seguire  un  pro- 
cesso pratico  in  accordo  coi  dettami  della  teoria,  conviene  imma- 
ginare divisa  la  lunghezza  della  trave  in  varie  parti  non  molto 
lunghe;  e calcolare,  se  per  esempio  trattasi  d'una  trave  con  se- 
zione a doppio  T,  per  ciascuna  di  queste  parti  la  forza  che  tende 
a produrre  lo  scorrimento  longitudinale  sulla  superficie  di  posa 
della  lamiera  maggiormente  distante  dallo  strato  delle  fibre  inva- 
riabili dalla  lamiera  che  ad  essa  trovasi  unita;  determinare  il  nu- 
mero dei  chiodi  necessari!  a sviluppare,  per  la  considerata  lun- 
ghezza di  trave,  una  tal  resistenza  che  permanentemente  ed  in 
modo  stabile  sia  capace  di  opporsi  alla  forza  che  tende  a produrre 
lo  scorrimento  longitudinale  ; e distribuire  il  trovato  numo'o  di 
chiodi  in  modo  uniforme  sulla  corrispondente  lunghezza  di  trave; 

Le  travi  metalliche  composte  in  ferro,  oltre  le  inchiodature  di 
cui  or  ora  si  è parlato,  altre  numerose  ne  esigono  per  unire  la 
parete  continua  ai  ferri  d'angolo,  per  porre  Luna  di  seguilo  aU’allra 
le  lamiere  che  costituiscono  la  parete  continua , e per  sopperire 
mediante  coprigiunti  alla  deficienza  di  lunghezza  delle  lamiere  re- 
sistenti alla  flessione  e dei  ferri  speciali.  Per  fare  tutte  queste  chio- 
dature servono  le  norme  che  vennero  date  nel  precedente  numero, 

200.  Norme  generali  per  il  calcolo  delle  dimenaioni  delle 
travi  a parete  retioolata.1 — Le  travi  a parete  reticolata,  al  pari 
di  quelle  a parete  continua,  devono  resistere  alla  flessione  ossia  ai 
momenti  inflettenti,  allo  scorrimento  trasversale  ossia  agli  sforzi  di 
taglio  ed  allo  scorrimento  longitudinale.  . .|H  /K 
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Qucs(e  travi,  quando  stono  di  ferro,  prestentaao  per  resistere  alla 
flessione  le  lamiere  disposte  in  piani  perpeDdioolari  a qneUo  di  sol- 
leekazione,  i ferri  d’angolo  e le  parli  piene  delle  pareli  verticali , 
le  filagne  e le  controfiiagne  quando  sono  di  legno.  I tralicci  sono 
iMHcamenle  destinali  a tar  in  modo  che  le  accennale  parli  cesi- 
stenti  alla  flessione,  poste  le  une  nelle  regioni  più  basse  e le  allm 
nelle  regioni  più  alte  delle  travi,  lavorino  solidariamenle,  ed  im- 
porta determinare  le  dimensioni  delle  diverse  parli  di  cui  essi  si 
oompongono  in  modo  che  slahiiraeule  siano  capaci  di  sopportare 
gk  aforzi  di  trazione  e di  compressione  ai  quali  trovansi  sotto- 
posti. 

Per  deterraiaarc  le  superficie  delle  seaioni  rette  dei  diversi  pezai 
componenti  un  traliccio,  incomincio  dairoraervare  : che,  consido- 
rando  una  trave  orizsonlalmeute  collocala  su  due  appoggi  e cari- 
cala  d’un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  lunghezza,  re- 
sistono alla  trazione  quei  pezzi  che  incontrano  l'asse  verticale  DIV 
(/fy.  Idfi)  della  trave  al  di  sotto  del  punto  F posto  airintereezione 
del  detto  asse  coU’asse  orizzontale  00';  che  resistono  alla  com- 
pressione qaei  pezzi,  i quali  incontrano  l'asse  D D'  al  di  sopra  del 
punto  F;  e che  questo  diverso  modo  di  resistere  dei  pezzi  diretti 
■all'ano  e nell’altro  senso  deriva  da  ciò  che  i loro  punti  d’attacco 
coke  parti  resisienti  alla  flcsaimie  tendono  a subire  spostamenti 
Unto  piè  grandi  quanto  più  sono  prossimi  alla  sezione  di  mezao 
EC.  Ciò  premesso,  snppongasi  che  siano  : 

a la  semi-langhezza  A C di  una  trave  a traliccio  ; 

X la  distanza  di  ona  sezione  trasversale  qualunque  MR  dall'ap- 
paggio  vicino  A ; 

p la  parte  di  peso  uniforroeniente  ripartito  sulla  trave  che  cor- 
rispoade  aH’anitò  di  lunghezza; 

et  l'angolo  acuto  che  misura  l'inclinazione  degli  assi  dei  diversi 
pezzi  curoponenti  il  traliccio  airorìzzoule. 

Supponendo  tolto  il  tralìccio  della  parte  di  trave  che  trovasi  a 
diritta  della  sezione  qualunque  UN,  affinchè  l'altra  parte  AGMN 
possa  mantenersi  nelle  stesse  condizioni  d'equilibrio  in  cui  trovasi 
realmente  quando  esiste  la  parte  che  si  suppone  tolta,  bisogna  te- 
ner ooirto  delle  azioni  molecolari  sviluppale  in  delta  sezione  dai 
diversi  pezzi  componenti  il  Imiiccin;  e queste  azioni  in  modo  sem- 
plicissimo possono  essere  determinale  quando  si  osservi  che,  non 
dovendo  il  traliccio  resistere  ai  momenti  inflettenti,  devono  esse 
(are  eqniKbrìo  allo  sforzo  di  taglio  che  si  verìGca  nella  sezione 
MN.  Ora,  essendo  questo  sfono  di  taglio  la  dillerenza  fra  la  raa- 
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zione  pa  prodotta  daU'appoggio  contro  la  trave  ed  il  peso  px  unì* 
fonneniente  distribuito  sulla  lunghezza  AN,  vale  esso  p(a — x)r 
e siccome,  rhiamando  T la  resistenza  alla  trazione  opposta  da  un 
qualunque  dei  pezzi  del  traliccio  incontranti  l’asse  verticale  DD' 
al  di  sotto  del  punto  F e T"  la  resistenza  alla  pressione  opposta 
da  uno  qualunque  dei  pezzi  del  traliccio  incontranti  il  dello  asse 
al  di  sopra  delio  stesso  punto , sono 

Tsena,  T"sena 

le  loro  componenti  verticali,  le  cui  somme  devono  eguagliare  il 
trovalo  sforzo  di  taglio,  indicando  queste  somme  col  simbolo  £, 
si  ha 

sena(ir-|-!:T")=p(a— ar),  ' 

d’onde 

v'f'  I vq*" 

sen« 


Il  complesso  dei  pezzi  del  traliccio  deve  adunque  nella  sezione 
trasversale  MN  sviluppare  le  tensioni  e le  eonapressioni  la  ein 

somma  è — ^ e quindi,  chiamando  ù la  somma  delle  super- 


sena 


Gcie  delle  sezioni  rette  degli  accennati  pezzi  si  può  essa  determi- 
nare coll’equazione  di  stabilita 


sen  a 


essendo  n un  coefliciente  dì  stabilità  da  assumersi  siccome  varia- 
bile fra  1/10  ed  1/6  per  le  travi  metalliche  e fra  1/10  cd  1/15  per 
le  travi  in  legno,  ed  R il  più  piccolo  dei  due  coefficienti  di  rottura 
per  t-slensìone  e per  compressione  relativo  alla  materia  di  cui  i 
pezzi  del  traliccio  sono  costituiti. 

La  disianza  fra  asse  ed  asse  di  due  pezzi  successivi  di  mi  tra- 
liccio può  oscillare  fra  limiti  assai  variabili.  Alcuni  ingegneri  usano 
far  in  modo  che  questa  distanza  sia  tale  da  essere  i vani  prossi- 
mamente eguali  ai  pieni  ; alcuni  altri  rassuraono  mollo  più  grande 
e persino  superiore  ad  1 metro.  Una  volta  stabilila  la  distanza  a 
coi  voglioiisi  collocare  ì diversi  pezzi  di  un  traliccio  e quindi  ì 
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punti  a,  b,  c ed  a',  b',  c in  cui  i loro  assi  vengono 

ad  intersecare  le  linee  AB  e GH  sulle  quali  si  vogliono  effettuare 
le  loro  chiodature  colle  parti  resistenti  alla  flessione,  ecco  come  si 
pnò  impiegare  Tuitima  equazione  nella  determinazione  delle  super- 
ficie delie  sezioni  rette  da  assegnarsi  ai  diversi  pezzi.  Chiamando 
m il  numero  dei  pezzi  del  traliccio  tagliati  da  una  sezione  tras- 
versale qualunque  .MN  della  trave  ed  u la  superficie  della  sezion 
retta  di  uno  qualunque  di  questi  pezzi,  si  ha  Urrmu,  e quindi  dalla 
citata  equazione  di  stabilità  si  ricava 

P(“— *)  /i\ 

61  = 5 (1). 

wnHsena  ' 

Puueudo  in  quest'equazione  x=0,  si  ha 'la  superficie  a>„  della 
sezion  retta  da  assegnarsi  ai  |iezzi  del  traliccio  i quali  incontrano 
la  sezione  trasversale  AG;  punendo  nella  stessa  equazione  x—ka. 
si  ottiene  la  superficie  r.i,  da  darsi  alla  sezion  retta  dei  due  pezzi 
ai  ed  a’ d partenti  dai  punti  a ed  a ; facendo  x-=zkh,  risulta  la 
superficie  6>,  della  sezion  retta  dei  due  pezzi  be'  e b'e  i quali  par- 
tono dalla  sezione  trasversale  della  trave  determiuata  da  due  punti 
b e b';  e continuando  collo  stesso  metodo  si  possono  ottenere  le 
superficie  delle  sezioni  rette  di  tutti  i pezzi  componenti  il  tralic- 
cio fino  ai  due  PQ  ed  RS  che  iticoiUrauo  nel  mezzo  o che  sono 
più  prossimi  ad  incontrar  nel  mezzo  l asse  00'.  Determinate  per 
tal  modo  le  superficie  delle  sezioni  trasversali  della  metà  dei  pezzi 
componenti  il  traliccio,  le  stesse  superficie  verranno  assegnale 
all’altra  metà  facendo  in  modo  che  abbiano  egual  sezione  trasver- 
sale i pezzi  simmetricamente  posti  rispetto  all'asse  verticale  DD'. 

Allorquando  è quistione,  non  di  una  trave  a traliccio  per  cui  gli 
sforzi  di  taglio  sono  gli  stessi  in  sezioni  trasversali  equidistanti  da 
quella  di  mezzo,  ma  d’una  trave  in  cui  gli  sforzi  di  taglio  variano 
in  modo  non  simmetrico  rispetto  alla  delta  sezione  di  mezzo,  nella 
formula  (1)  che  dà  il  valore  di  oi,  couvieti  porre  invece  di  p{a  — x) 
i valori  assoluti  degli  sforzi  di  taglio  per  le  sezioni  trasversali  della 
trave  corrispondenti  ai  punti  in  cui  gli  assi  dei  pezzi  del  traliccio 
incontrano  le  linee  sulle  quali  Irovaiisi  gli  assi  delle  loro  chioda- 
ture coi  pezzi  resistenti  alla  flessione.  Nel  fare  il  calcolo  conviene, 
incominciando  da  un  estremo  della  trave  o dello  scompartinientu 
di  trave  che  si  considera,  progredire  lino  a trovare  le  superficie 
delle  sezioni  trasversali  dei  due  pezzi  del  traliccio  i cui  assi  incon- 
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trano  l’asse  orizzontale  della  trave  nel  punto  in  cui  questo  inter- 
seca la  sezione  alla  quale  corrisponde  il  minor  valore  assoluto 
dello  sforzo  di  taglio,  e quindi  fare  lo  stesso  calcolo  a partire  dal- 
l’allro  estremo  per  trovare  le  superficie  delle  sezioni  trasversali 
degli  altri  pezzi  del  traliccio. 

Le  pareti  reticolate,  al  pari  delle  pareli  continue,  sono  soggette 
a subire  degli  spostamenti  laterali,  quando  abbiano  spessore  troppo 
piccolo  i pezzi  di  cui  esse  sono  composte,  ed  è per  ovviare  a que- 
sto inconveniente  die , nei  varii  casi  di  travi  reticolale  che  può 
avvenire  di  dover  considerare  aH'ingegiiere  costruttore,  quasi  mai 
conviene  assumere  tale  spessore  al  disotto  di  metri  0,005. 

Venendo  ora  all’angolo  che  gli  assi  dei  diversi  pezzi  di  un  tra- 
liccio devono  fare  coirqrizzonte,  riesce  facile  il  dimostrare  che  si 
ha  la  piu  grande  economia  di  materia  quando  si  fa  esso  di  45*. 
Infatti,  risulta  dalla  formola  (1)  che  la  superficie  della  sezion  retta 
di  un  pezzo  qualunque  di  un  traliccio  è proporzionale  al  rapporto 
i 

, che  la  lunghezza  dello  stesso  pezzo  è proporzionale  alla  sua 

i 

proiezione  orizzontale  e quindi  al  rapporto  , e che  il  suo 

i 

volume  è proporzionale  al  rapporto  . Ora  è minimo  que- 

sto  rapporto,  e per  conseguenza  è minimo  il  volume  che  ad  esiro 
è proporzionale,  quando  il  denominatore  sena  cosa  è massimo,  il 
che  avviene  quaudo  sena  = cosa,  ossia  quando  a=45‘. 

Per  quanto  spetta  alle  inchiodature  da  eseguirsi  nelle  travi  a 
parete  reticolala  si  osserveranno  le  norme  che  vennero  date  nei 
precedenti  numeri  197,  198  e 199. 

201.  Ipotesi  generalmente  ammesse  nel  calcolo  delle  dimen- 
sioni delle  incavallatare.  — Nell’applicare  i principii  della  sta- 
tica e le  diverse  formole  relative  alla  resistenza  dei  materiali,  al 
calcolo  delle  forze,  cui  trovan.si  assoggettali  i varii  pezzi  delle  in- 
cavallature, ed  alla  determinazione  delle  dimensioni  che  a questi 
pezzi  conviene  assegnare  affinchè  si  trovino  in  buone  condizioni 
di  stabilità,  si  fa  generalmente  astrazione  dalla  rigidità  delle  con- , 
giunzioni  e dairatlrito  considerevole  che  questi  sistemi  incontrano 
sui  loro  appoggi  ; e cosi  notevolmente  si  semplificano  le  risolu- 
zioni dei  problemi  in  favore  della  stabilità,  giacché  si  trascurano 
due  resistenze  che  in  genere  concorrono  ad  accrescere  la  solidità 
dei  sistemi  articolali.  Per  quanto  spella  alle  forze  estrinseche  da 
cui  le  incavallature  sono  caricale,  o si  riducono  esse  ad  un  peso 
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tmiformemente,  distribuito  loro  proiezione  orizzontale,  oppnre 
ad  un  peso  unirormemcnte  ripartito  sulle  proiezioni  orizzontali  di 
superficie  triangolari , trapezio  e coniche.  In  (|uello  che  immedia- 
tamente segue  si  discnlono  alcuni  problemi,  in  cui  si  suppone  che 
le  forze  estrinseche  siano  pesi  riparliti  nel  primo  dei  modi  indi-  * 

cati,  e si  lascia  che  il  lettore,  con  ragionainenti  analoghi  a quelli 
che  servirono  di  guida  nel  risolvere  il  problema  VI  del  numero  * 

108  e nel  trovare  al  numero  i72  le  espressioni  del  momento  in- 
flettente a e della  forza  tangenziale  T,  si  deducu  come  dovrebbero 
essere  modificate  le  soluzioni  quando  si  verilicassero  altre  maniere 
di  ripartizione  dei  pesi. 

203.  Inonvallatara  di  piccola  portata.  — Si  consideri  l'inca- 
vallatura della  foi-ma  più  semplice,  ossia  ^quella  unicamente  costi- 
tuita d'una  catena  orizzontale  AB  l/iy.  109  , appoggiala  orizzon- 
talmente a due  muri,  e di  due  puutoiii  eguali  AC  e BC  i quali  a 
vicenda  si  contrastano  nel  vertice  C. 

Chiamando 

3 a la  portala  AB  deirincavallatura, 

z l'angolo  CAB  che  misura  l'inclinazione  deU'asse  del  puntone 
coll'orizzonte, 

p il  peso  che  gravita  sopra  ugni  unità  di  lunghezza  della  proie- 
zione orizzontale  dei  due  puntoni, 

si  ha:  che  la  catena  sopporta  all’eslremo  A la  pressione  pa,  e 
che,  sostitnendo  al  puntone  BC  la  spinta  orizzontale  Q che  esso 
esercita  contro  l'altro  puntone  AC,  qnesl'nlliinn  si  trova  in  circo- 
stanze idenliclte  a quelle  del  solido  prismatico  considerato  nel 
problema  I del  numero  153;  che  la  pressione  massima  riferila 
all'unità  disuperflcie,  la  quale  si  verifica  nella  srziuiie  pericolosa 
del  puntone,  è quella  data  dalla  formula  (4)  del  citalo  numero; 
e finalmente  che  l'equazione  di  stabilità  relativa  alla  compressione 
(num.  151)  è 


n"—  P ( ' _u  g“"f^-+-rsen»g  \ 

* 2 \ 41'  «"IPsen*  / 


(1)- 


*Si  polrebberu  anche  porre  le  equazioni  di  stabilità  relative  alla 
estensioac  ed  allo  scurrimenlu  trasversale;  ma,  siccome  i legnami 
ed  i ferri,  che  generalmente  vengono  impiegali  nella  costruzione 
dei  puntoni  |hu:  incavallature  ammetluno  un  coefilcienle  di  rottura 
per  compressione  minore  di  quello  di  lottura  per  esleiisiune  , ed 
banuo  quaui  sempre  sezioni  trasversali  simmetriche  rispetto  alle 
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orizzontali  passanti  pei  loro  centri  di  superficie,  i puntoni  i quali 
si  trovano  in  buone  condizioni  di  stabilità  per  rapporto  alla  resi- 
stenza alla  compressione,  lo  sono  ancora  meglio  sotto  il  rapporto 
della  resistenza  aH’esteDsione  ed  allo  seorrìmento  trasversale,  e 
quindi  l’equazione  di  stabilità  relativa  alla  eompressione  è la  sola 
che  ordinariamente  al  costruttore  importa  di  considerare  nella  de- 
terminazione delle  dimensioni  dei  puntoni  per  incavallature. 

Venendo  ora  alla  determinazione  dello  sforzo,  cui  trovasi  assog- 
gettata la  catena , sì  osserva  che  essa  deve  sopportare  : la  spinta 
orizzontale  Q,  che  ognuno  dei  puntoni  esercita  in  ciascuna  delle 
sue  estremità  ; il  peso  p'  uniformemente  distribuito  su  ogni  unità 
di  lunghezza  della  catena  stessa  e proveniente  dal  proprio  peso  e 
talvolta  anche  dal  peso  d'un’impalcatura  con  un  sovrappostovi  so- 
vraccarico permanente  od  accidentale.  La  spinta  orizzontale  Q pro- 
dotta da  uno  dei  puntoni,  per  esempio  dal  punto  AG  sull’estre- 
mità  A della  c.atena,  si  determina  ragionando  come  nel  problema  I 
del  numero  152;  ammette  lo  stesso  valore  che  già  venne  trovato 
risolvendo  il  citato  problema  ; e quindi  si  calcola  colla  formola 


Considerando  la  catena  siccome  un  solido  orizzontalmente  collo- 
cato su  due  appoggi,  caricato  di  pesi  e sottoposto  ad  una  forza 
tendente  Q,  contro  ciascuno  dei  suoi  estremi  ha  luogo  la  reazione 
verticale  n(p+p')  diretta  dal  basso  all'alto  e la  pressione  pure  ver- 
ticale ap  diretta  daH'alto  al  basso.  Ad  ogni  estremo  della  catena 
si  può  dunque  supporre  applicata  la  fona  verticale  a{p-+-p’)—ap 
—ap'  diretta  dal  basso  all’alto,  per  cui,  prendendo  l’origine  delle 
coordinate  in  A,  l’asse  delle  ascisse  x nella  direzione  AB  e l’asse 
delle  ordinate  u al  disotto  del  punto  A,  i valori  generali  del  mo- 
mento inflettente  p e della  forza  tendente  T risultano 


T_  Pa 

Stanga’ 

Il  valore  del  momento  inflettente  u coi  segui  cangiati,  giacché  si 
conserva  negativo  pei  valori  di  x compresi  fra  i=zO  e s = 2o, 
L'Atic  DI  riBBMGAZs.  ftaUtema  iti  materiali,  ecc.  — 31. 
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ed  il  valore  di  T col  proprio  segno,  giacché  rappresenta  esso  una 
tensione,  si  devono  porre  nelle  espressioni  (1)  e (2)  del  numero 
451,  il  primo  invece  di  u'  e di  fi"  il  secondo  invece  di  T e T"; 
e dopo  bisogna  cercare  quali  sono  i valori  particolari  z'  e z"  di  i 
determinanti  le  due  sezioni  cui  corrispondono  i due  valori  mas- 
simi di  dette  espressioni.  Facendo  le  indicate  sostituzioni,  diffe- 
renziando le  espressioni  che  risultano  per  rapporto  a s ed  egua- 
gliando a zero  le  loro  derivate,  si  trova 

il  qual  risultato  facilmente  si  poteva  prevedere  giacché,  essendo 
costante  la  tensione  T,  la  sezione  pericolosa  deve  essere  quella 
cui  corrisponde  il  valore  massimo  del  momento  inflettente  fi.  La 
sezione  pericolosa,  tanto  per  riguardo  all'estensione  quanto  per 
riguardo  alla  compressione,  è adunque  quella  di  mezzo,  cui  corri- 
spondono i valori 


/ // ^ 

f*— F — 2?  “ » 


m/ rr>// d ^ 

Stanga’ 


segue  da  ciò  che  la  tensione  massima  Q,„  e la  pressione  massima 
Q]„,  riferite  all'unità  di  superGcie,  ammettono  i valori 


bilità  (num.  454) 


1/ 

* Q.tanga/’ 

p'dM,' 

' ..p.  V 

. w 

U,  tang  a / ’ 

itena  si 

avranno  le  due 

p'aii/ 

1 P \ 

. 1/ 

li,  tang  a/ 

P \ 

V I. 

U,  tang  a/ 

(2), 
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la  prima  delle  quali  è relativa  all'estensione  e la  seconda  alla 
compressione.  È inutile  di  considerare  l'equazione  di  stabilità  rela- 
tiva alla  resistenza  di  taglio,  giacché  le  travi  in  legno  e le  spran- 
ghe prismatiche  in  ferro,  che  s'impiegano  per  formare  le  catene 
delle  incavallature,  si  trovano  generalmente  in  migliori  condizioni 
di  stabilità  sotto  il  rapporto  della  resistenza  di  taglio,  anziché  sotto 
il  rapporto  delle  resistenze  aU'estensione  ed  alla  compressione. 

Fi.ssandosi  preventivamente  le  dimensioni  della  sezion  retta  del 
puntone  meno  una  ed  esprimendo  la  siiperBcie  Q,  il  momento 
d’inerzia  I'  e la  distanza  u"  in  funzione  delle  dimensioni  note  e 
di  quella  incognita,  si  determina  questa  mediante  l'equazione  (t). 
Analogamente,  lasriando  incognita  una  sola  delle  dimensioni  della 
sezion  retta  della  catena  ed  esprimendo  Q,,  I/,  u^'  ed  u"  in  fun- 
zione delle  dimensioni  cognite  e della  dimensione  incognita,  colle 
equazioni  (2)  si  trovano  due  valori  di  quella  dimensione  della  se- 
zione trasversale  della  catena  la  quale  venne  lasciata  incognita,  ed 
il  maggior  di  questi  valori  é quello  da  adottarsi  siccome  rappre- 
sentante la  cercala  dimensione. 

203.  Incavallature  di  portata  media.  — Un'incavallatura  di 
portata  media  e di  un  uso  frequentissimo  nella  pratica  consiste:  in 
due  puntoni  AC  e BC  (Jtg.  17U);  nel  monaco  verticale  GF,  contro 
il  quale  vengono  ad  appoggiarsi  le  due  estremità  superiori  dei 
puntoni;  nelle  due  razze  GE  e GD  sorrette  dal  monaco  e destinate 
ad  impedire  rinllcssionc  del  puntone;  e nella  catena  orizzontale 
AB  che  verso  le  sue  estremità  riceve  in  due  intagli  obliqui  gli 
estremi  inferiori  dei  puntoni  c che  nel  suo  mezzo  è sostenuta 
mediante  una  staffa  in  ferro  HF  che  va  ad  attaccarsi  al  monaco. 
Gli  sforzi  a cui  trovansi  assoggettati  i diversi  pezzi  di  questa  inca- 
vallatura e le  loro  dimensioni  si  calcolano  generalmente  trascu- 
rando i pesi  del  monaco  e delle  razze  siccome  piccoli  relativamente 
a quelli  degli  altri  pezzi  ed  a quelli  sopportati  dai  puntoni;  c,  per 
uniformarsi  a quanto  generalmente  succede  nella  pratica  nonché 
per  maggior  semplicità  di  calcolo,  si  ammette  che  i due  punti  D 
ed  E in  cui  gli  assi  delle  razze  incontrano  gli  assi  dei  puntoni 
siano  nel  mezzo  della  lunghezza  di  questi  ultimi.  Alle  lettere  a, 
a,  p e p’  si  attribuiscano  i signiGcati  che  loro  vennero  dati  nel 
precedente  numero,  e si  chiami  8 l'angolo  GDC  il  quale  misura 
l'inclinazione  dell'asse  di  una  razza  coll'asse  del  corrispondente 
puntone. 

Uno  qualunque  dei  due  puntoni,  per  esempio  il  puntone  AC, 
si  può  risguardarc  siccome  un  solido  prismatico , obliquamente 
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disposto,  uBirormeinente  caricato  di  pesi  e sostenuto  in  tre  punti 
equidistanti  ed  in  linea  retta,  per  cui  trovasi  esso  in  condizioni  ana> 
loghe  a quelle  del  solido  che  già  venne  Considerato  nei  problema  li 
del  numero  152.  La  pressione  normale  all’asse  del  pontone,  che 
ha  luogo  contro  la  razza  DF  nel  punto  D,  vien  dunque  espresso  da 

5 

gpocosiz, 


la  quale,  dovendo  essere  eguale  alla  componente  normale  all'asse 
del  puntone  della  pressione  Q che  sopporta  la  detta  razza,  con- 
duce aH'equazione  d'equilibrio 


d’onde 


Qsenfl= 


5 

8 


pacosx, 


cosa 

sen^' 


E l’equazione  di  stabilità  per  una  qualunque  delle  due  razze  (num. 
40)  risulta 

5 cosa  ■ /A\ 

La  catena  AB,  trovandosi  sostenuta  nel  suo  punto  di  mezzo  dalla 
stalla  FH,  si  deve  considerare  siccome  un  solido  il  cui  asse  (a 
coll’orizzonte  un  angolo  nullo  e collocato  su  tre  appoggi  equidi- 
stanti. La  detta  stalla,  sopportando  i 5/8  del  peso  della  catena, 
trovasi  adunque  assoggettata  ad  uno  sforzo  di  trazione  T'  dato  da 


per  cui  l’equazione  di  stabilità  che  ad  essa  si  adatta  è (mira.  18) 


(2). 


Dicendo  Z la  pressione  verticale  che  ciascuno  dei  puntoni  eser- 
cita sulla  catena  iicU’estrerau  in  cui  a questa  si  incastra,  eguale  e 
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contraria  alla  reazione  verticale  dell'estrenio  della  catena  ani  pun- 
tone, ed  osservando  che  la  parte  di  peso  di  catena  che  non  è sop- 
portata dalla  staffa  si  bipartisce  sugli  appoggi  dell'incavallatura, 
ciascuno  di  questi  appoggi  deve  sopportare  una  pressione  verticale 
espressa  da 

Z-f-gp'o; 


e,  siccome  questa  pressione  vale  la  metà  del  peso  deirincavalla- 
tura  e del  peso  che  essa  sopporta,  si  ha  l'equazione 

3 

Z-f-gp'or=pa-t-p'«, 

dalla  quale  si  ricava 

Z=j)o-i-gp'a. 

Chiamando  ora  T la  tensione  orizzontale  della  catena,  eguale  e 
contraria  alla  reazione  orizzontale  che  ha  luogo  suU’esIremo  A del 
puntone,  e scomponendo,  tanto  questa  tensione  orizzontale,  quanto 
la  forza  verticale  Z in  due,  l’una  normale  e l’altra  parallela  al  pun- 
tone, le  due  componenti  normali,  prese  coi  segni  che  loro  compe- 
tono, devono  eguagliare  la  pressione  normale 

3 

ocosa 


esercitata  dal  puntone  nel  punto  A,  e quindi  l'equazione 

3 

Zcosa — Tsena=  ;jgP  ocosa, 

dalla  quale,  dopo  d'aver  sostituito  per  Z il  suo  valore,  si  ricava 
T=^(13p-t-10p')cota. 

Questa  tensione  è costante  per  qualsiasi  sezione  della  catena; 
si  avrà  quindi  nel  solido  una  soia  sezione  pericolosa  tanto  per 
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riguardo  all’estensione  quanto  per  riguardo  alla  compressione;  e 
corrisponderà  essa  al  valore  massimo  del  momento  inflettente  ^ 
per  una  sezione  qualunque  della  catena.  Ora  prendendo  per  ori- 
gine di  coordinate  l'estremo  A dell'asse  della  catena  , per  asse 
delle  ascisse  z l'asse  stesso  della  catena,  e per  asse  delle  ordi- 
nate la  verticale  Au  condotta  al  disotto  del  punto  A,  il  valore  ge- 
nerale del  momento  inflettente  n per  una  sezione  trasversale  qua- 
lunque della  mezza  catena  AH  trovasi  espresso  da 

1 3 

3 

Questo  momento  inflettente  si  annulla  per  z = 0 e per  z=^a; 

si  conserva  negativo  per  valori  di  z compresi  fra  questi  limili;  e 
colla  dilTerenziazioiie  si  riconosce  che  acquista  il  massimo  valore 
assoluto 


9 , , 

3 

per  x=  QÙ,  11  momento  inflettente  fi  acquista  segno  positivo  e 
» o 

prende  valori  ognor  crescenti  quando  si  fa  variare  l'ascissa  z fra 
3 

3=^  a e z=a,  e si  trova  che  per  i=a  diventa 


I due  più  grandi  valori  assoluti  che  può  adunque  prendere  il  mo- 

9 

mento  inflettente  ju  nella  metà  A H della  catena  sono  p'  a*  e 

i 

gP'o'j  il  secondo  dei  quali  è evidentemente  maggiore  del  primo, 

16 

giacché,  ridotto  ad  avere  il  denominatore  128,  diventa 

Per  la  parte  BH  di  catena,  trovandosi  essa  nelle  stesse  condizioni 
in  cui  trovasi  la  parte  AH,  il  massimo  valore  del  momento  in- 
flettente è pur  quello  che  già  si  è trovato  aver  luogo  nella  sezione 
trasversale  corrispondente  al  punto  H.  Dalla  fatta  discussione  ri- 
sulta che  per  la  catena  la  tensioue  massima  Qm  e la  pressione 
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massima  Qs„,  riferile  all'iinilà  di  superGcie,  vengono  date  dalle 
formole 


13p-t-i0p' 

2Q, 

13p-|-10p' 

20, 


cola 


cola 


). 

)■ 


e che  finalmente  le  relative  equazioni  di  stabilità  sono  (num.  151). 


a/p'au,’  , 15p-f-10p'  . v 


»D»— 13p+10p' 


2U, 


cola 


) 


(3). 


Il  monaco  CF  sopporta  la  tensione  totale  ^p'a  sopportata  dalla 

staffa,  più  ancora  la  somma  delle  componenti  verticali  delle  pres- 
sioni a cui  Irovansi  assoggettate  le  due  razze  DG  ed  EG.  Ora, 
essendo 


ACH=90“— CAH=90°— a 

CGD=180“--ACH— 000=90“— (fl— a), 

la  somma  delle  accennate  due  componenti  delia  pressione  Q sop- 
portala da  ciascuna  delle  due  razze  vale 

2Qsen(/3 — a); 

lo  sforzo  di  trazione  T,'  cui  trovasi  sottoposto  il  monaco,  vien 
dato  dalla  formola 


T/=|p'a-+-2Qsen((3-«), 


ossia  ancora,  sostituendo  a Q il  valore  già  trovato  in  funzioni  dei 
dati  del  problema,  dà 
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T.-4«[_P+P--  Ten^  - J- 

e quindi  risulta 


cosasen{8 — «) 
sen8 


per  equazione  di  stabilità  (num.  18}  atta  a determinare  la  super- 
ficie della  sezione  trasversale  del  monaco. 

Rimane  ancora  a trovarsi  l'equazione  di  stabilità  relativa  ad 
uno  dei  puntoni,  e per  far  questo  importa  innanzi  tutto  conoscere 
la  pressione  orizzontale  Q'  che  ciascuno  di  essi  esercita  contro 
l'estremo  superiore  del  monaco,  la  qual  pressione  è eguale  e di- 
rettamente coatraria  alla  reazione  orizzontale  che  il  monaco  vi 
contrappone.  Perciò,  considerando  il  puntone  A C,  basta  scrivere 
l'equazione  esprimente  la  condizione  che  vi  ha  equilibrio  di  trasla- 
zione fra  tutte  le  forze  orizzontali  ad  esso  applicate.  Queste  forze 
sono  : la  reazione  domandata  Q',  la  componente  orizzontale  Q cos 
— 2)  della  reazione  d'intensità  Q che  la  razza  FD  esercita  in 
D centro  il  detto  puntone  e la  reazione  T con  cui  la  catena  rea- 
gisce sull'estremo  A del  puntone  medesimo;  e quindi  Tequaziofle 
^determinatrice  di  Q'  è 

Q'-|-Qcos(p— a)=T, 


dalla  quale,  mettendovi  per  Q e per  T i loro  valori  in  funzione  dei 
dati  del  problema,  si  deduce 


ori3p+i0p' 

SL  2sena 


5 pcos(P — ot) 
senfS 


^cosa. 


Considerando  ora  il  puntone  AC  siccome  un  solido  prisraatirxi 
caricato  d'un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  proiezione 
orizzontale  e sollecitato  in  C dalla  forza  orizzontale  Q'  diretta  da 

C verso  x e dalla  forza  verticale  operante  da  C verso  H,  in 

D dalla  forza  obliqua  Q diretta  da  D verso  y,  in  A dalla  forza  oriz- 
zontale T rivolta  da  A .verso  H e dalla  forza  verticale  Z agente 
dal  basso  all'allo.  Osservando  che  la  sezione  pericolosa  sotto  il 
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riguardo  della  resistenza  alla  rottura  per  compressione  è generai- 
mente,  pei  puntoni  che  vengono  impiegati  nelle  incavallature  dei 
tetti,  una  delle  sezioni  corrispondenti  agli  appoggi  intermedii  (u), 
si  ha  : che  pel  puntone  AG  si  veriGca  la  pressione  massima  riferita 
all  uuità  di  superflcie  nella  sezione  corrispondente  al  punto  D ; 
che  il  momento  inflettente  u"  relativo  a questa  sezione  è espresso  da 

1 1 1 

g ^Q'a  tang  a ; 

che  la  forza  comprimente  T"  relativa  alla  stessa  sezione  è 


(h)  Per  coDTinoersi  die  le  mioni  (Cappeggio  sono  genenltpente  quelle.  In  cui  piti 
hcihnenle  può  avvenire  rollura  per  compressione  nei  puntoni  i quali  vengono  impie- 
gali nelle  incavallature,  basta  osservare  : ebe,  nel  caso  di  un  puntone  uniformemente 
caricalo  sulla  sua  proiciioue  orizzontale,  l’espressione  della  resistenza  Q>  (num.  ISO) 
riferita  all'onitS  di  superOcie  che  in  una  sezione  qualunque  oppone  la  Shra  maggior^ 
mente  (tompreasa,  e quindi  la  stessa  pressione  sopportata  da  questa  fibra,  ha  la  forma 
parabolica 

0»  = Azi-v-Bs-v-C, 

essendo  z l'ascissa  del  centro  di  superficie  di  uua  sezion  retta  qualunque  del  puntone 
contala  sul  suo  asse  a partire  dzireslremo  inferiore;  che,  dando  a z diversi  valori, 
calcolando  i corrispondenti  valori  di  Q,  e costruendo  per  le  diverse  parli  di  puntone 
comprese  fra  due  appoggi,  le  curve  paraboliche  le  cui  ascisse  sono  gli  assunti  valori  df 
a e le  cui  ordinale  I trovali  valori  di  Q>,  ciascuna  di  queste  curve,  aoalogaaenle  a 
quanto  si  è trovato  (numeri  119  e Vìi,  figure  103  e iOd)  nella  rappresenUtiaDe gra- 
fica dei  momenti  inOcttenli  relativi  alle  diverse  sezioni  di  un  solido  reUiUnco  orizzoia- 
talmente  Allocato  su  più  di  due  appoggi,  presenta  un'ordinata  massima  assoluta  per 
una  sezione  intermedia  a quelle  degli  appoggi  ed  un’ordinata  massima  relativa  in 
corriepoodenza  degli  appoggi  stessi;  che  finalmente,  entro  i limili  defle  inclinazioiii 
ehe  soglionsi  assegnare  ai  puntoni  delle  iDcavallaUire  e per  le  forme  usale  in  pm- 
Uca , il  massimo  fra  i massimi  assoluti  e retativi  che  hanno  luogo  nelle  ordinala 
delle  curve  paraboliche  aiizidelle  si  verifica  seaipre  su  uno  degli  appoggi  inlermedii.  La 
verità  detruUima  conclnsiooe  non  si  può  dimostrare  in  modo  generale  ; per  ogni  caso 
particolare  bisogna  coslrurre  le  curve  delle  pressioni  massime  riferite  airunili  di 
superficie  per  ciascuna  delle  parli  in  cui  si  può  immaginare  divisa  11  pantone  daRe 
sezioai  carrispandejili  agli  appoggi  per  accertarsi  che  la  pressioue  mauima  Om  ba 
luogo  in  una  di  queste  ; oppure,  non  volendosi  coslrurre  le  dette  curve,  si  può  cercare 
la  sezione  pericolosa  ed  il  valore  di  Oim  col  metodo  tenuto  nel  risolvere  il  problema  II 
del  numero  152.  Il  signor  Generale  Celestino  Sachero  nel  J 16  del  suo  commen- 
devole lavoro  IntilolKlo  Sluàii  tuHa  tlablHià  delle  armature  dei  tetti , prende  ad 
esame  dei  puntoni  di  forma  speciale,  ed  è ragionando  so  enal  che  dimoalru  eosne 
la  roUnra  per  compressione  sia  sempre  più  probabile  oelJe  sezloul  CMTtfpoodeoU 
agli  appoggi  inlermedii  anziebò  iu  qualunque  altra  sezione. 
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T"  = 5 P ® s®  " * g T/ sen  a -I- Q cos  jS -t- Q' cos  a ; 


che  la  pressione  massima  Qi„  riferita  all'uiiilà  di  superGcie  in  delta 
sezione,  qnando  si  pongono  per  T,',  Q c Q’  i loro  valori  in  fun- 
zione dei  dati  del  problema,  si  riduce  a 

n . (8-l-5cos’a)p-|-i0p' 

2V  Qjsena 

e finalmente  che  l'equazione  di  stabilità  per  il  puntone  è (iium.  151) 

loL  ssig  QjSensc  J ' ' 

Riepilogando  quanto  venne  detto  iu  questo  numero  pel  calcolo 
delle  dimensioni  da  assegnarsi  ai  diversi  pezzi  dell'incavallatura 
rappresentata  nella  figura  170,  si  può  dire;  che  ricavando  il  valore 
di  Q,  dall'equaziooe  (1)  si  ha  la  superficie  della  sezione  trasversale 
di  ciascuna  delle  due  razze;  che  risolvendo  l'equazione  (2)  per 
rapporto  ad  Q,  si  ottiene  la  superficie  della  totale  sezione  orizzon- 
tale da  darsi  alla  slaifa  ; che,  lasciando  incognita  una  sola  delle 
dimensioni  della  sezione  trasversale  della  catena  ed  esprimendo  la 
superficie  Q,,  il  momento  d'inerzia  I,  e le  distanze  u,'  ed  u,"  in 
funzione  delle  dette  dimensioni,  le  equazioni  (3)  servono  a dare 
due  distinti  valori  della  dimensione  incognita,  il  maggiore  4ei  <]uali 
è quello  da  adottarsi  ; che,  trovando  il  valore  di  Q4  coll'equazione 
(4)  si  ottiene  la  superficie  della  sezione  trasversale  che  convien 
dare  al  monaco  ; e finalmente  che,  esprimendo  la  superficie  , il 
momento  d'inerzia  1/  e la  lunghezza  in  funzione  delle  di- 
mensioni della  sezion  retta  del  puntone,  lasciandone  una  sola  in- 
cognita, si  ha  dall'equaziune  (5)  il  mezzo  di  calcolare  il  valore 
di  quest’ultiroa. 

204.  IncaTallatore  di  grande  portata.  Un’incavallatura  di 
grande  portata,  che  ben  di  frequente  venne  e che  tuttora  viene 
impiegala  nelle  costruzioni,  è quella  cosi  detta  alla  Palladio , dì 
cui  si  ha  la  rappresentazione  nella  figura  171.  Quest'incavallatura 
consta  di  due  puntoni  AG  e BC,  di  una  catena  AB,  di  un  monaco 
CF  contro  la  cui  sommità  vengono  ad  appoggiarsi  i due  puntoni, 
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di  una  coiilrocalena  li!D,  di  due  sollopuntoni  DM  ed  EN  c di  due 
monaci  laterali  Dii  ed  EI.  In  quest'incavallatura  si  fa  general- 
mente in  modo  che  l'asse  della  controcatena  incontri  gli  assi  dei 
puntoni  nel  loro  punto  di  mezzo;  e ben  sovente  avviene  che  gli 
assi  dei  sottopuntoni  non  sono  paralleli  a quelli  dei  puntoni.  Pas- 
sando al  calcolo  delle  dimensioni  dei  diversi  pezzi  componenti  il 
descritto  sistema  si  attribuiscano  alle  lettere  x e p i signiGcati  che 
loro  già  vennero  dati  al  numero  2U2,  e si  chiamino: 
a la  distanza  LK  fra  gli  assi  dei  due  monaci  laterali; 

-/  l'angolo  acuto  che  misura  rinclinazione  dell'asse  di  un  sotto- 
puntone  coll'asse  della  catena; 

P il  peso  della  catena  ; 

P'  e P"  i pesi  rispettivi  del  monaco  superiore  e di  ciascuno  dei 
monaci  inferiori  ; 

P'"  il  peso  della  controcatena  ; 

P"  il  peso  d'un  sottopuntone. 

La  catena  AB  è un  solido  prismatico  caricalo  d'un  peso  unifor- 
memente distribuito,  proveniente  dal  peso  proprio  e dal  peso  di 
un  tavolato  che  sovr’essa  ben  sovente  esiste,  e sostenuto  in  quattro 
punti  simmetricamente  posti  rispetto  alla  sua  sezione  trasversale 
di  mezzo.  Gli  accennali  quattro  punti  di  sostegno  sono  tali  che, 
trovandosi  i punti  D ed  E in  corrispondenza  delle  sezioni  trasver- 
sali di  mezzo  dei  puntoni,  si  ha 

0 

ÀK=BL=|l1=o, 

per  cui,  essendo  m,  i momenti  inflettenti  eguali  per  le  due  se- 
zioni trasversali  corrispondenti  ai  punti  K ed  L,  R,  le  reazioni 
eguali  opposte  dai  due  sostegni  A e B ed  R,  le  reazioni  pure 
eguali  opposte  dai  due  sostegni  K ed  L,  applicando  le  formolc 
trovate  al  numero  121  col  fare  io  esse 

1 

a,  — ® 

Pl«.  = 5P, 

si  ottiene 

_ 9 D 
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P. 


P. 


Ciascuna  delle  staffe  adunque,  le  quali  sostengono  la  catena  nei 
due  punti  K ed  L,  sopporta  mia  tensione  T espressa  da 


e quindi  l’equazione  di  stabilità  che  ad  ognuno  di  esse  si  conriene 
è (num.  18) 


n'R'Q, 


(1). 


La  tensione  che  soffre  ciascuno  dei  due  monaci  laterali  0 H ed 
EI  in  una  sua  sezione  orizzontale  qualunque  vale  la  tensione  T 
della  staffa  anoientala  del  peso  della  parte  di  monaco  compresa  fra 
la  sua  base  infima  c la  sezione  urizzontak  che  si  considera.  Se- 
, gue  da  ciò  che,  per  ciascuno  dei  monaci  laterali  ha  luogo  la  ten- 
sione massima  alla  sua  estremità  superiore;  che,  chiamando  T' 
questa  tensione  massima,  vien  essa  data  da 

T’=T-hF'=^-^PH-F': 


e finalmente  che  l’equazione  di  stabilità  atta  a determinare  la  se- 
zione trasversale  da  assegnarsi  ai  detti  monaci  è (num.  1 8) 

^^P-+-P"=n'R'Q,  (2). 

Essendo  la  controcatena  DE  un  solido  prismatico  orizzontal- 
mente collocato  su  tre  appoggi  equidistanti  D,  G ed  E,  per  quanto 
si  è detto  nel  precedente  problema  stabiliendo  l'equazione  di  sta- 
bilità per  la  staffa  destinata  a sostenere  la  catena  nel  punto  di 
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mezzo,  b staffa  F6  deve  sostenere  i 5/8  del  peso  della  eontroca» 
lena  e quindi  una  tensione  T"  data  da 


eui  corrisponde  l'equazione  di  stabilità  (num.  18) 

?F"=n'R'Q,  (3). 

Il  monaco  CF,  trovandosi  in  condizioni  analoghe  a quelle  in  cui 
trovansi  i due  monaci  laterali  DH  ed  EI,  soffre  nella  sua  estremità 
superiore  la  tensioue  T"'  espressa  da 

T'"=:gP"'+F, 

per  cui  l’equazione  di  stabilità  che  al  medesimo  si  conviene  ristdla 
(num.  18) 

gF"-hF=n'ira,  (4). 

Venendo  ora  a considerare  l’equilibrio  del  sistema  costituito  dai 
sottopnntoni,  dalla  controcatena  e dai  monaci  iiiferìcrri,  e rammen- 
tando (num.  152,  probi.  11)  che  i puntoni  esercitano  nei  punti 
d'appoggio  D ed  E una  pressione  normale  a ciascuno  di  essi 
espressa  da 

5 

giocosa, 

se  il  monaco  DH  deve  mantenersi  verticale,  è necessario  che  tutte 
le  forze  concorrenti  alla  sua  estremità  superiore  si  facciano  equili- 
brio. Tali  forze  sono  : la  detta  pressione  normale  in  D al  puntone 
e diretta  da  D verso  x ; la  tensione  T del  monaco  rivolta  da  D 
verso  K ; la  reazione  Q che  la  controcatena  compressa  fra  le  teste 
dei  due  monaci  laterali  esercita  contro  ciascuno  di  essi  ed  operante 
sul  monaco  DK  nel  senso  del  prolungamento  di  ED:  la  reazione  Q' 
die  ciascuno  dei  sottopuntoni  compresso  fra  la  catena  e l'estre- 
mità superiore  del  corrispondente  monaco  esercita  contro  questo 
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nel  senso  del  prolangamento  dell’asse  del  sottopuntone  e quindi 
da  M verso  D per  il  monaco  DH;  la  pressione  verticale  3/16  P"' 
che  la  controcatena  esercita  sul  monaco  da  D verso  K;  e final- 
mente vi  sarebbe  la  pressione  normale  al  sottopuntone  DM  che  il 
peso  P"  di  questo  corpo  produce  ila  D verso  x'  e della  quale  non 
si  tien  conto  siccome  trascurabile  a fronte  delle  altre  forze.  Aflìn- 
chè  queste  forze  si  facciano  equilibrio  è necessario  che  siano  nulle 
le  somme  delle  loro  componenti  orizzontali  e verticali,  per  cui  im- 
mediatamente risultano  le  segnenli  equazioni  determinatrici  di  Q 
e di  Q' 


Q — Q'cosy — gpucoszsena  = 0, 

Q'  seny  — T'  — g pn  cos’  a — ^ P'"  = 0 . 


Dalla  seconda  di  queste  equazioni  immediatamente  si  ricava  il  va- 
lore di  Q'  il  quale,  ponendovi  il  valore  già  nolo  di  T',  si  riduce  a 


57  „ n-  , 3 

^gP+P  +gpacos*«-l-,g 


e dalla  prima,  sostituendo  in  essa  il  trovato  valore  di  Q'  e conve- 
nientemente riducendo,  si  ottiene 

Ciascuno  dei  sottopuntoni  si  dovrebbe  considerare  siccome  un 
solido  prismatico  collocato  su  due  appoggi  non  posti  allo  stesso 
livello,  sollecitato  dal  proprio  peso  P",  premnlo  sulla  sua  base 
superiore  e nel  senso  dcH'assc  dalla  forza  Q'  e manlennlo  fermo 
alla  sua  estremità  inferiore.  Più  semplicemente  però,  e con  appros- 
simazione più  che  sufficiente  nella  pratica,  si  può  trascurare  l'a- 
zione del  peso  P”  nel  produrre  flessione  e considerare  il  sotto- 
puntone  siccome  un  corpo  prismatico  che  non  s’inflette  e che  nella 
sezione  pericolosa  sopporta  una  pressione  eguale  alla  somma  della 
forza  Q'  eolia  componente  P"  sen  y del  suo  peso,  per  cui  la  cor- 
rispondente equazione  di  stabilità  riesce  (luim.  40) 


Digitized  by  Google 


— 495  — 


-l-P"sen7  = n''R"05  (5). 

Venendo  ora  alla  controcatena  DE,  è essa  un  solido  prismatico 
orizzontalmente  portato  da  tre  sostegni  equidistanti,  caricato  dal 

peso  unirormemeiite  distribuito  sulla  sua  lunghezza  e compresso 

dalla  forza  Q alle  due  estremità.  Pei  materiali  che  vengono  impic* 
gati  nella  costruzione  delle  incavallature  e per  le  forme  sotto  cui 
questi  materiali  si  impiegano,  la  rottura  nella  controcatena  tende 
a manifestarsi  per  compressione,  anziché  per  estensione  ; la  sezione 
pericolosa,  come  già  si  è visto  per  altri  casi  di  solidi  orizzontal- 
mente sostenuti  in  tre  punti  e caricati  di  un  peso  uniformemente  di- 
stribuito, è quella  di  mezzo;  c la  pressione  massima  Q„,  riferita 
all’unità  di  superficie,  che  in  questa  sezione  ha  luogo,  ammette  il 
valore 


0 i I Q 

Ij' 

dalla  quale , mettendovi  per  Q il  valore  già  trovato  in  funzione  dei 
dati  del  problema,  si  ricava  la  seguente  equazione  di  stabilità 
(num.  40)  : 


„„„ 1 F"awj"  5cosacos(7  — «)pa 

” ■“52~'Ì7  *"8  seny 

+ ,6). 

Chiamando  Z e Z'  le  reazioni  verticali  dirette  dal  basso  all'alto , 
ebe  hanno  luogo  là  dove  un  puntone  ed  il  corrispondente  sottopun- 
tone s'incastrano  nella  catena,  si  ha  che  la  reazione  Z'  deve  essere 
eguale  e contraria  al  peso  P"  accresciuto  della  componente  verti- 
cale della  pressione  Q',  per  cui 

Z'=P"-hQ'seny; 

che  la  reazione  opposta  da  ciascun  appoggio,  eguale  e contraria  alla 
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pressioue  Z+Z'-+- che  in  esso  ha  luogo,  deve  eguagliare  la 
metà  del  peso  di  tutta  l'incavallatura  col  sovraccarico,  cosicché 


4( 


Z-|-Z'-|-^'gP  = paH-g(  P-|-F-|-2P"+P"'  + 2P 


Da  questa  equazione,  per  il  trovato  valore  di  Z'  e in  seguilo  a 
sostituzione  del  valore  di  Q*  in  Funzione  dei  dati  dei  problema,  si 
deduce 

Z = gpa(-)+5sen‘a^-h!^(P'  + ^r'). 


La  somma  algebrica  delle  componenti  normali  al  puntone  AC, 
della  forza  Z e della  tensione  or  izzontale  T”  sopportala  dalla  ca- 
tena nello  spazio  compreso  Fra  il  piede  di  un  puntone  e qnello  del 
rispettivo  sottopuntone,  deve  eguagliare  la  pressione  normale 

3 

;jgpacosa 


esercitala  dal  pontone  nel  ponto  A,  e quindi  risolta  l'equazione 


Zcosj!  — T”sen3:=^/jacos  j:, 


d'onde 

3 

T”=rZcota—  ^gprtcota. 

Ora,  dicendo  T’  la  tensione  della  catena  neirintcrvallo  compreso 
fra  i sottopunloui , essa  non  è altro  se  non  la  tensione  T"  accre- 
sciuta della  componente  orizzontale  della  forza  Q',  per  cui  si  ha 
l’equazione 


T'=T‘’-t-Q'cot-/ 

la  quale,  sostituendo  a T"  c a Q'  i loro  valori  di  funzione  dei  dati 
«lei  problema,  dà 
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rr,  1 . . r(’OSxCOS(y  — 2)“1  1 /_,  5r,,/,\  , 

T-  = J J eoi .+5 J+  J ^ P + J P j eoi . 

Trovalo  il  valore  di  T’.  si  possono  |)orre  le  eqtia/ioni  di  slalii- 
lilà  |UM'  In  calenn.  Le  due  sezioni  enrrispoiidinili  ai  punii  ili  so- 
spensione K ed  L sono  le  sezioni  pericolose;  il  valore  del  inomenlo 
inilellenlc  relulivo  ad  una  di  ipicsie  sezioni  è 


In  Icnsione  massima  e la  pressione  massima  Q»,,, . clic  in  essa 
si  veriricanu,  ammelluno  i valori  dati  da 

0 . t;: 

^'““250  1/  ^l>/’ 

„ 0 «,"aP  T' 

Ì7  il/’ 

e finalmente  le  domandate  equazioni  di  stabilità  risultano  (niim.  151) 


, , 9 «,'rtP 

n R = — 


i>5G  1/ 


9 «/nP  T' 

~25d  1/ 


Rosta  anuora  a trovarsi  Tequazione  di  stabilità  relativa  ad  un 
puntone.  Perciò,  considerando  il  puntone  Al',  c chiamando  Q"  la 
reazione  orizzonlalc  che  il  monaco  superiore  CP  vi  contrappone 
in  C,  si  scriva  la  condizione  esprimente  requilìbrio  di  rotazione  del 
dello  puntone  attorno  al  punto  A.  Le  forze  clic  tendono  a far  ve- 
nire il  puntone  AC  verso  la  catena  AR  sono  la  metà  della  ten- 
sione T'"  del  monaco  superiore  CF  con  braccio  di  leva  a,  ed  il 
L’Artc  di  FABfiRfCARE  Hestsienza  dei  materiali,  eec.  — •'>2. 
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peso  pa  applicalo  nel  mezzo  del  punlone  con  braccio  di  levala; 

mentre  la  reazione  Q"  con  braccio  di  leva  alaiiga  e la  reazione 

5 1 o 

^pncrntx  che  ha  luogo  in  D con  braccio  di  leva  ^ sono  le  forze 

8'  zeosa 

le  quali  tendono  a girare  ài  puntone  pel  verso  contrario.  Segue  da 

ciò  che  l'accennata  condizione  d'equilibrio  è 

0"a  tanga-1-;^  pa’ — I T'"a  — 

dalla  quale,  sostituendo  a T'"  il  suo  valore  in  funzione  dei  dati  del 
problema,  si  ricava 


Il  punlone  AC  si  può  ora  considerare  come  un  solido  prismatico 
caricato  d'un  peso  uniformemente  distribuito  nella  sua  proiezione 
orizzontale  e sollecitalo  in  C dalia  forza  orizzontale  Q"  diretta  da 
C verso  x",  c dalla  forza  verticale  T'"  operante  da  C verso  G ; in  D 
5 

dalla  forza  normale  cosa  diretta  secondo  il  prolungaiuciito 

di  Dx;  in  A dalla  forza  orizzontale  T'’  rivolta  da  A verso  6 c dalla 
forza  verticale  Z operante  dal  basso  all'alto.  Ritenendo,  per  quanto 
si  è detto  nel  precedente  numero,  che  la  sezione  pericolosa  sia 
quella  corrispondente  all'appoggio  U,  il  momento  inilcltente,  che  ad 
essa  si  riferisce,  ammette  il  valore 

^ T"'a  + g p a’ — 2 0"  a tang  a, 

e la  forza  comprimente  per  la  stessa  sezione  viene  espressa  da 

1 I 

Q"cos«-t-^T  "sena + 2pa sena. 

La  pressione  massima  Q,„,  riferita  aH'unilà  di  superficie,  vale 
adunque  pel  puntone  A C 
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1 / 1 1 \ 

-Q-(  0'  cosa-+-2T"'sena4-2P«seiia  1 , 


alla  quale,  quando  per  Q"  c T'"  si  pungano  i loro  valori  in  funzione 
dei  dati  del  problema,  corrisponde  la  seguente  equazione  di  stabi- 
lità (num.  151 ) : 


pa’n," 


1 


dii,'  2U,sena  \ 


/ 3-4-5sen’ 
‘ ^8' 


— pa+r-l-^P'")  (8). 


Riassumendo  quanto  si  è detto  sul  calcolo  delle  dimensioni  dei 
diversi  pezzi  coniponenti  rincavallalura  rappresentata  nella  fig.  171, 
si  può  dire  : die  dali’equazione  (1)  si  può  ricavare  la  superfìcie 
U,  di  tutta  la  sezione  orizzontale  da  assegnarsi  a ciascuna  delle 
staffe  sopportanti  la  catena  ; die  la  superfìcie  della  sezion  retta  di 
ciascuno  dei  monaci  laterali  si  ottiene  risolvendo  l’equazione  (2) 
rispetto  ad  lì,  ; die  la  superfìcie  di  tutta  la  sezione  orizzontale 
della  staffa,  la  quale  sostiene  la  controcatena  nel  suo  mezzo,  è 
data  dal  valore  di  Q,  soiiiininislralo  dall'equazione  (5)  ; che  l'equa- 
zione (4)  serve  a calcolare  la  superfìcie  Qt  da  darsi  alla  sezione 
retta  del  monaco  di  mezzo  ; che,  risolvendo  rispetto  ad  Q,  l’equa- 
zione (5) , si  ba  la  superficie  della  sezione  trasversale  che  conviene 
assegnare  a ciascun  sottopiintone;  che  l'equaziune  (6)  si  presta  al 
calcolo  di  una  delle  diincnsioni  della  sczioii  retta  dalla  controca- 
tena ; che  le  equazioni  (7)  servono  a determinare  due  diversi  valori 
della  stessa  dimensione  della  sezione  trasversale  della  catena,  il 
maggiore  dei  quali  valori  è poi  quello  da  adottarsi  ; e Gnal- 
inente  che  l'equazione  (9)  vale  per  trovare  mia  delle  dimensioni 
della  sezion  retta  di  ciascun  puntone. 

Soventi  volte  il  sottopuntone  per  tutta  la  sua  lunghezza  vicn  ap- 
plicato contro  il  puntone.  In  questo  caso  l'angolo  •/  diventa  eguale 
all’angolo  it,  e quindi  le  equazioni  che  servonu  al  calcolo  delle  di- 
mensioni dei  diversi  pezzi  componenti  l'incavallatura  sono  le  stesse 
equazioni  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  (7)  ed  ^9)  quando  in  esse  si 
faccia  y — x. 

203.  Incavallatura  di  Polonceau  con  ciascun  puntone  rin- 
foraato  da  una  sola  colonnetta.  — Quest’ingegnosu  incavallatura 
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consta  (li  due  puntoni,  di  due  colonnette,  di  quattro  tiranti  c di 
una  catena.  AC  e OC  (Jìy.  172)  sono  i puntoni,  talvolta  in  legno, 
talvolta  in  ferro  e raramente  in  ghisa,  sostenuti  normalmente  nei 
loro  mezzi  H ed  E dalle  colonnette  o saette  DF  ed  EG  di  ferro 
o di  ghisa.  Queste  colonnette  sono  articolato  alle  loro  estremità, 
da  una  parte  coi  puntoni  c dall'altra  coi  tiranti  in  ferro  AF  c CF, 
BG  e CG,  i quali,  mediante  articolazioni,  servono  a collegarle 
colle  estremità  dei  puntoni.’ Finalmente,  un  tirante  orizzontale  FG 
pure  in  ferro  riunisce  le  due  metà  deH’armatura  e loro  impe- 
disce di  esercitare  una  spinta  troppo  considerevole  contro  gli 
appoggi. 

Per  determinare  gli  sforzi  cui  trovansi  assoggettati  e quindi  le 
dimensioni  dei  diversi  pezzi  componenti  quest'incavallatura  si  at- 
trihuiscaiio  alle  lettere  «,  p ed  a i significati  che  già  loro  vennero 
dati  nei  problemi  che  vennero  risoluti  nei  tre  numeri  prece- 
denti, e si  chiamino  (3  gli  angoli  eguali  FAC,  FtlA,GBC  e GCB 
che  i tiranti  fanno  coi  puntoni  cui  trovansi  annessi.  Per  semplicità 
si  trascurano  generalmente  i pesi  delle  colonnette,  dei  tiranti  c 
della  catena,  dei  quali  qualche  volta  in  modo  approssimativo  si 
tien  conto,  supponendo  che  la  loro  somma  costituisca  un  peso 
uniformemente  distribuito  sui  puntoni,  il  quale  allora  si  comprende 
nel  peso  p. 

Se  dai  punti  C ed  F si  abbassano  due  perpendicolari  CH  ed  FK 
alla  linea  degli  appoggi,  per  le  denominazioni  stabilite,  si  ha:  dal 
triangolo  rettangolo  Gii  A 


per  cui 


GIl::=atango[ 


CA=- 


COSa 


AD=J— ; 

scosa 


dal  triangolo  rettangolo  ADF 


"Scosacosp 


2 cosa 
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e dal  triangolo  rettangolo  FKA 


FK=^a 


sen(a — 3) 
cosacos/SJ  ' 


Siccome  tutto  il  peso  del  sistema  è sopportato  dai  sostegni  A 
c B,  in  ciascuno  di  questi  si  ha  la  reazione  verticale  Z diretta 
dal  basso  all'alto  data  da 


Z—pa. 

t 

Il  sistema  triangolare  AFC  trovasi  sollecitato:  nel  punto  C da 
una  reazione  orizzontale  Q diretta  da  C verso  x;  nel  punto  F da 
una  reazione  pure  orizzontale  volta  da  F verso  G eguale  e diret- 
tamente contraria  alla  tensione  T che  sopporta  la  catena  FG;  nel 
punto  A dalla  reazione  verticale*Z=:;)o  dell'appoggio;  c finalmente 
da  tutto  il  peso  pa  portato  dal  puntone  AG,  il  qual  peso  si  può 
supporre  applicalo  nel  mezzo  del  puntone  stesso.  Se  per  sempli- 
cità nello  scrivere  si  pone 


C 11=0  tanga=/j, 

— 1 sen(a— fi)  , ,, 

2 cosacosfi 


e se  si  osserva  che 


tang  a ’ 


fra  le  quantità  a,  (3,  A ed  A'  = CI,  si  ha  la  relazione 


tang  fi  = — ^ — tang  a, 

mediante  la  quale,  conoscendosi  A,  a e (3,  si  può  trovare  A'. 

Ciò  premesso,  per  Tequilibrio  deU'accemiato  sistema  triangolare 
attorno  al  punto  A,  si  ha  l'equazione 

QA— T(A-A')— lpo’  = 0, 
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e,  poiché  per  l’equilibrio  ili  Iraslazìone  le  ilue  forze  orizzontali  Q 
e T devono  essere  eguali,  risulta 


Q=T  = 


1 

^ir  • 


Conoscendosi  ora  la  tensione  orizzontale  T della  catena  FG,  si  può 
stabilire  l'equazione  di  stabilità  atta  a determinare  la  superfìcie 
Q,  della  sua  sezione  trasversale.  Quest'equazione  è (niim.  IB) 


1 po’ 

2 F ' 


:n'R'Q, 


0). 


Le  due  colonnette  sono  destinate  ad  impedire  l'inflessione  dei 
puntoni,  cosicché,  considerando  la  DF,  deve  essa  sopportare  la 
pressione  Q'  che  il  puntone  AC  esercita  in  I),  per  cui  si  ha:  l'e- 
quazione 

5 

Q'=gpocos« 

per  determinare  la  pressione  sopportata  da  ciascuna  delle  due  co- 
lonnette ; e l'equazione  di  stabilità  (nuni.  40) 

^ po  cos  a = n"R"  fi.  (2) 


per  determinare  la  superfìcie  fi,  della  minima  loro  sezione  tras- 
versale. 

Se  ora  si  chiama  T' la  tensione  sopportata  da  ciascuno  dei  due 
tiranti  AF  e BG,  considerando  isolatamente  il  puntone  AC  siccome 
sollecitato  dal  proprio  peso,  dalla  reazione  verticale  Z,  dalla  forza 
T'  applicata  in  A e diretta  da  A verso  F e.  dalla  pressione  Q' 
applicala,  in  D e rivolta  nel  senso  del  prolungamento  di  FD,  deve 
esso  trovarsi  in  equilibrio  attorno  al  punto  C;  e quindi,  osser- 
vando che  la  lunghezza  della  perpendicolare  C L abbassata  dal 
vertice  C sulla  direzione  del  tirante  AF  è 

seniS 

a , 

cos  a 
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risulta  l'equazione 


1 

2 


/ja*  — Zn-I-T'a 


sen,S 

cosa 


aO'— =0, 

2 COS  a 


dalla  quale,  sostituendovi  per  Z e per  Q'  i loro  valori  in  funzione 
dei  dati  del  problema,  si  ricava 


T= 


13  cosa 
Ì6P“s-^' 


Allo  stesso  risultato  si  poteva  arrivare  ponendo  la  condizione  che 
in  A le  componenti  normali  al  puntone  della  reazione  Z rivolta 
dal  basso  all’alto  c della  tensione  T'  del  tirante  A 0 diretta  da  A 

3 

verso  F devono  eguagliare  la  pressione  pneosa  ebe  su  esso 

punto  ba  luogo.  Al  trovalo  valore  di  T'  corrisponde  l’equazione 
di  stabilità  (uum.  18) 


13  cosa 

pa r — n R Q, , 

' sen  p ” 


16 


la  quale  si  presta  n determinare  la  superfìcie  Q,  della  sezione 
trasversale  di  ciascuno  dei  due  tiranti  AF  e BG. 

Per  ottenere  la  tensione  T"  sopportala  da  ciascuno  dei  due  ti- 
ranti CF  e CG,  basta  porre  la  condizione  ebe  le  componenti  se- 
condo l’asse  della  colonnetta  FD  della  forzai  diretta  da  F verso 
G,  della  forza  T'  rivolta  da  F verso  A e della  forza  T"  operante 
nella  direzione  FC,  applicale  nel  punto  F,  devono  far  equilibrio 
alla  forza  Q'  che  agisce  pure  nello  stesso  punto.  Così  procedendo, 
si  trova  l’equazione 

Tsena  — T'senP — T"senP-|-Q'=:0, 

dalla  quale,  in  seguilo  a sostituzione  dei  trovali  valori  di  T,  T'  e 
Q',  si  deduce 


pa  / a 3 \ 


cui  corrisponde  l’equazione  di  stabilità  (uum.  18) 
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pii  (a  J \ 

^ — „{  7-,scna  — sCOsa  l = n K U. 
ziciìo\h  o / 

alla  a dctccniinarc  la  superficie  Q4  della  sezione  trasversale  di 
ciascuno  dei  due  lirauli  FC  e GC. 

l’er  trovare  l'equazioue  di  stabilità  relativa  ad  un  puntone,  ba- 
sta osservare  ebe,  considerando  per  esempio  il  puntone  AG,  si 
può  esso  risgiianlare  come  un  solido  prismatico  caricalo  d'un  peso 
imirormenienle  dislribuilo  sulla  sua  proiezione,  orizzontale  e solle- 
citalo ; in  G dalla  forza  orizzontale  Q oiteranle  da  G verso  x e dalla 
forza  obliqua  T"  rivolta  da  G verso  F ; in  D dalla  forza  normale 
5 

^/Jrtcosa  diretta  secondo  il  prolungamento  di  FD;  in  A dalla  forza 

inclinata  T'  operante  da  A verso  F c dalla  forza  verticale  Z rivolta 
dal  basso  nll'alto.  Aminellcndo  quanto  realmente  succede  per  le 
incavallature  le  quali  vengono  impiegate  nella  pratica  delle  costru- 
zioni relativamente  alla  sezione  pericolosa  dei  puntoni,  ossia  che 
pel  puntone  consideralo  AG  sia  pericolosa  la  sezione  corrispondente 
al  punto  D,  per,  essere 

1 sen  S 

“ - 

2 COS  X 

la  lunghezza  UM  della  perpendicolare  abbassala  da  D sulla  dire- 
zione GF  della  forza  T",  il  momento  inllcllcnte  che  ad  essa  si  ri- 
ferisce ammette  il  valore 


1 senfi  1 I 


e la  forza  comprimente  per  la  stessa  sezione  vale 
Q COS  a -f- T"  COS  -+-  2 u SCI!  at . 

La  pressione  massima  Q,,,,,  riferita  alFunità  di  superficie,  è adunque 
pel  puntone  AG  (num.  451) 

„ 1 /_„scn|'3  ,1 

Ocosa-|-T"coS|3  I /insena 


fi'. 


5 Qi 
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alla  quale,  ]ioiiemlovi  |ier  (J  c per  T"  i trovali  valori  in  funzione 
dei  dati  del  prolileiiia  ed  esprimendo  h'  in  funzione  di  a,  a e (3, 
corrisponde  reqnazione  di  stabilità 


P±  /sena-4-  ^ 

‘ ~ ^ 8senS  /’ 


mediante  la  quale  si  può  determinare  una  delle  dimensioni  dcUa 
suzione  trasversale  del  pulitone. 

Iten  di  frequente  si  fanno  delle  incavallature  del  genere  di  quella 
di  cui  si  è imparalo  a calcolare  le  dimensioni,  nelle  quali  i due 
tiranti  AF  e l!G,  noncliò  la  catena  FG,  si  trovano  sulla  stessa  oriz- 
zontale. In  ipicste  incavallature  si  ha  = a ed  h'=h,  c le  equa- 
zioni di  stabilità  atte  a determinare  le  dimensioni  dei  diversi  loro 
jiezzi  si  ottengono  ponendo  nelle  stabilite  equazioni  (I),  (2),  (3),  (4) 
e (5)  gli  imlieali  valori  di  [j  e di  A'. 

20IÌ.  Incavallature  di  Polonceau  con  ciascun  puntone  rin- 
forzato da  tre  colonnette.  — Allorquando  si  devono  fare  delle 
incavallature  di  portata  considerevole,  il  sistema  di  cui  si  è par- 
lalo nel  precedente  numero  può  diventare  insnflìcicntc , ed  è ne- 
cessario adottare  un  sistema  più  complicalo,  onde  evitare  l’impiego 
di  puntoni  con  sezione  trasversale  troppo  grande.  A questo  scopo, 
come  lo  indica  la  lìgnra  173,  invece  di  rinforzare  ciascuno  dei  pun- 
toni solo  nel  mezzo  della  sua  lunghezza,  gli  si  danno  tre  punti 
d'appoggio  inlermedii,  jier  modo  che  esso  si  presenta  siccome  una 
trave  a quattro  travate  eguali  ; e si  fa  un'incavallatora  composta, 
come  quella  del  numero  prccrdcnlc,  dei  due  sistemi  triangolari 
eguali  AFG  e BGG  uniti  tra  loro  al  vertice  C e collegati  fra  i ver- 
tici F c G mediante  la  catena  GF,  la  quale  è di  più  rinforzata  dalle 
quattro  cidonnette  NO  c 1*11,  V.\  ed  SU  e dai  quattro  tiranti  DO 
e DR,  EX  ed  EU.  I diversi  pezzi  concorrenti  nei  punti  F e G sono 
connessi  ad  articolazione,  e lo  stesso  ha  luogo  per  quelli  che  vanno 
a riunirsi  nei  punti  0 ed  R,  X ed  II,  A e G,  R e G,  D ed  E. 

Attribuendo  alle  lellcrc  o,  z,  |3,  /)  ed  A'  i significati  che  loro 
vennero  dati  nel  precedente  numero,  si  incominci  dal  considerare 
il  sistema  triangolare  AGF  sollecitato  dal  proprio  peso  pa,  dalla 
forza  orizzontale  T operante  da  F verso  G ed  eguale  in  intensità 
alla  tensione  sopportata  dalla  catena  FG,  dalla  reazione  orizzontale 
Q applicata  all'estremo  G c rivolta  da  C verso  x,  e dalla  reazione 
verticale  Z opposta  dall'appoggio  A dal  basso  all'alto.  Questo 
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sistema  deve  trovarsi  in  equilibrio  sotto  l’azione  delle  citate  forze,  e 
qnindi,  come  nel  numero  precedente, 

’L—fa 


per  cui  si  ha  la  seguente  equasione  di  stabilità  relativa  alla  catena 
F6  sottoposta  alla  tensione  T (num.  18) 


1 pa* 


n'R'U, 


(1). 


dalla  quale  si  può  ricavare  la  supciTirie.  U,  da  assegnarsi  alla  se- 
zione trasversale  deH’indicata  catena. 

Le  tre  saette  DF,  NO  e PR  sono  destinate  ad  impedire  Tinfles- 
sione  del  puntone  AC,  e quindi  lo  pongono  nelle  condizioni  di  un 
solido  collocalo  su  cinque  appoggi  equidistanti  A,  N,  D,  P e C posti 
ÌB  linea  retta,  e caricalo  d’una  forza  totale  pacosx  uniformemente 
distribuita  e normale  alla  sua  lunghezza.  A questo  puntone  adun- 
que si  possono  applicare  le  formole  che  vennero  date  nei  numeri 
115,  116,  117  e 118  per  calcolare  i momenti  inDcttenti  relativi 
alle  sezioni  d'appoggio,  i momenti  inflettenti  per  sezioni  qualunque 
delle  quattro  parti  in  cui  il  puntone  rimane  diviso  dalle  sezioni 
corrispondenti  ai  punti  N,  De  P,  gli  sforzi  di  taglio  e le  reazioni 
degli  appoggi;  e ai  trova  che  queste  ultime  sono:  pei  punti  A e C 

11 

112^**^^**  ’ 

2 

^ pa  cos  a ; 


13 

ggpaCOSa. 

Le  due  colonnette  NO  e PR  soffrono  una  pressione  Q'  eguale  e 


pei  punti  N e P 


pel  punto  D 


Digitized  by  Google 


— 507  — 

contraria  aFIa  rcaTiione  che  esse  esercitano  contro  il  puntone  nei 
punti  N e P,  e quindi 

2 

Q'z=  ^pacosa; 

Cosicché  l'equazione  di  stabilità,  con  cui  si  può  determinare  la  su- 
perficie Q,  della  minima  sezione  trasversale  di  ciascuna  delle  quat- 
tro colonnette  più  corte,  si  riduce  a (num.  40) 

|;)acosa=rn''R"Q,  (2). 

In  A le  componenti  normali  al  puntone,  della  reazione  Z rivolta 
dal  basso  all'alto  e della  tensione  T'  del  tirante  AO  diretta  da  A 
verso  0,  devono  eguagliare  la  pressione  che  su  esso  punto  ha  luogo, 
per  cui  si  ha  l’equazione 


Zcosa — Tscn  fh-. 


11 


dalla  quale,  ponendo  per  Z il  suo  valore,  si  ottiene 


„_101 

“112 


pa 


cos  X 
senB' 


La  tensione  T'  sopportata  dal  tirante  AO  è pur  quella  sopportata 
dal  tirante  BX.,  e quindi,  per  trovare  la  superfìcie  0,  della  sezione 
trasversale  di  ciascuno  di  questi  tiranti,  si  ha  l'equazione  di  sta- 
bilità (num.  1 8) 


101  cosa 
I i jP" r = n n o, 

112'  sen  a 


(3). 


In  C le  componenti  normali  al  puntone,  della  spinta  orizzontale 
Q diretta  da  l]  verso  x ed  esercitala  dalla  mezza  incavallatura  di 
sinistra  contro  la  mezza  incavallatura  di  destra  e della  tensione  T'' 
del  tirante  CR  diretta  da  C verso  R,  devono  eguagliare  la  pres- 
sione che  su  esso  punto  ha  luogo,  d'onde  l’equazione 

1 1 

Qsena  — T'seni8:=y^pocosa,  / 
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la  quale  dà,  ponendovi  il  valore  già  trovato  di  Q, 


T"—  1 UL  ( ® 

~‘ìstin;ù\h' 


sen  a- 


11 

56 


cosa 


) 


per  espressione  delle  tensioni  sopportate  dai  due  liranli  CR  c CU,  e 

l (-F  “ ) =»'R'«4  (4) 


per  equazione  di  stabilità  (iium.  18)  atta  a determinare  la  super- 
fìcie Uf  da  assegnarsi  alla  sezione  trasversale  di  ciascuno  di  questi 
tiranti. 

Per  ottenere  le  tensioni  T'"  e sopportate  dai  tiranti  OF  ed 
UD  si  stabiliscano  le  condizioni  esprimenti  che  si  fanno  equilibrio 
tutte  le  forze  concorrenti  in  0.  Perciò  si  scompongano  secondo 
due  direzioni , l'ima  parallela  e l'altra  perpendicolare  al  puntone 
A C.  tutte  le  forze  applicate  in  0 le  quali  sono,  la  tensione  T'  del 
tirante  AO  rivolta  da  0 verso  A,  la  tensione  T"  del  tirante  OF 
diretta  da  0 verso  F,  la  tensione  T"  del  tirante  OD  operante  sul 
punto  0 da  0 verso  1)  e la  pressione  Q'  della  colonnetta  NO  di- 
retta nel  senso  del  prolungamento  dell'asse  della  colonnetta  stessa. 
L’e(|uazione  esprimente  che  si  fanno  equilibrio  le  componenti  pa- 
rallele al  puntone  è 

T'  T'"  Tu n- 


quella  che  si  riferisce  aU'equilibrio  fra  le  componenti  normali  al 
puntone  è 

(T'— T'"-HT")senfi— Q'=0; 

ed  i valori  di  T"  e di  T'",  quando  si  mettano  per  T'  e Q'  i valori 
già  trovati,  vengono  dati  da 


T»»— 


1 cos  a 
7^*senp  ’ 


rwvr, 

T 


cosa 

senji' 


Ottenute  le  tensioni  T'"  c T'^  ebe  sopportano  i due  tiranti  OF  ed 
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OD,  riesce  facile  il  porre  le  equazioni  di  stabilità  atte  a deter- 
minare le  siiperGcie  ed  De  delle  loro  sezioni  trasversali,  le  quali 
equazioni  (num.  18)  sono  rispettivamente 


8,j 


cosa 

senji 


=»'R'0, 


(5). 


\ 

ijpa 


cosa 
sen  fi 


= n’  R'Qe 


(fi). 


Le  stesse  equazioni  di  stabilità  servono  a determinare  le  superfìcie 
D;  ed  De  ^^rsi  ai  due  liranthXGed  XR  i quali  si  trovano  in 
identiche  condizioni  dei  due  tiranti  OF  ed  OD. 

Il  metodo  tenuto  per  determinare  le  tensioni  dei  tiranti  OF  ed 
OD,  serve  pure  a trovare  le  tensioni  T'  c T''  sopportale  dai  due 
tiranti  KF  ed  RD.  Le  equazioni  esprimenti  clic  si  fanno  equilibrio 
le  componenti  parallele  e le  componenti  normali  al  iHintone  delle 
forze  applicate  in  R sono  rispettivamente 

T"_T'— T"=0, 


(T" — r + T”  ) sen  fi  - Q' = 0, 

dalle  quali  si  ricava,  quando  per  T"  e per  Q'  si  mettano  i loro  valori 
in  funzione  dei  dati  del  problema 


cosa 

sen?’ 


nr_  /a 

2sen?\  h' 


27 

sen  a — cos  a 

OD 


e si  hanno  le  seguenti  equazioni  di  stabilità  (num.  18)  atte  alla 
determinazione  delle  supertìcie  D,  ed  D«  da  assegnarsi  ai  due  ti- 
ranti RF  ed  RD 

2^H?(*^sena— ggCosa^=«'R'12,  (7), 

ipn^-^  = n'R'0,  (8). 

7 sen  li  * ^ 
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Le  stesse  equazioni  di  stabilità  servono  pure  a determinare  le  su- 
perficie Q,  ed  Q,  delle  sezioni  trasversali  dei  tiranti  UG  ed  UE; 
ed  è rimarchevole  come  i quattro  tiranti  OD  cd  RD,  XE  ed  UE 
debbano  presentare  sezioni  trasversali  identiche. 

Per  ottenere  la  pressione  Q"  con  cui  la  colonnetta  principale 
DF  viene  premuta  nel  senso  del  suo  asse,  bisogna  scrivere  che  le 
componenti  delle  tensioni  T e T",  operanti  rispettivamente  sul 
punto  D da  D verso  0 e da  D verso  R e la  delta  pressione  Q” 
diretta  nel  senso  del  prolungamento  di  DF  fanno  equilibrio  alla 

pressione  a cosa  esercitata  dal  puntone.  Questa  condizione 

d'equilibrio  è 

13 

Q" — (T"-+-T")sen,5 — ^pacosa=i0 

dalla  quale,  dopo  d’avervi  posto  per  T"  e T"  i loro  valori,  risulta 
l’equazione 

A"  29 

0 =5gP«COSa, 


che  conduce  alla  seguente  equazione  di  stabilità  (uutn.  40]  deiermi- 
natrice  della  superficie  G,  da  assegnarsi  alla  minima  sezione  tras- 
versale di  ciascuna  delle  due  colonnette  principali 

90 

ggpacosa=n"U"ll,j  (9). 


Resta  ancora  a trovarsi  requazioiie  di  stabilità  conveniente  a 
determinare  una  delle  dimensioni  della  sezione  trasversale  di  cia- 
senn  puntone.  Perciò  si  osservi  che,  considerando  per  esempio  il 
puntone  AC,  si  può  esso  risguardare  siccome  un  solido  prismatico 
caricalo  di  un  peso  tiuirormemeiile  distribuito  sulla  sua  proiezione 
orizzontale  e sollecitato  : in  C dalla  forza  orizzontale  Q operante 
da  C verso  x e dalla  forza  obliqua  T"  rivolta  da  C verso  R;  in  P 
2 

dalla  forza  normale  _pacosa  diretta  secondo  il  prolungamento  di 


13 

RP;  in  D della  forza  normale  ^.vaco&x 


operante  nel  senso  del 


prolungamento  di  FD,  nonché  dalle  forze  T"  e T",  la  prima 
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diretta  da  D in  0 e la  seconda  da  D in  R;  in  N dalla  forza  nor- 
male  a cosa  diretta  secondo  il  prolungamento  di  ON;  e final- 
mente in  A dalla  forza  T'  operante  da  A verso  0 c dalla  forza 
verticale  Z rivolta  dal  liassn  all’alto.  Il  massimo  momento  inflet- 
tente è quello  che  è comune  alle  sezioni  N e P,  il  quale,  per  es- 
sere la  perpendicolare  PY  abbassala  da  P su  CR  espressa  da 


vale 


1 senS 

-ra , 

4 cos  a 


sen^ 
cos  a 


i 

4 


Qalanga; 


e,  siccome  la  pressione  longitudinale  è evidentemente  nella  sezione 
P minore  di  quella  che  ba  luogo  nella  sezione  N dove  ha  il  valore 

3 

Q cos  a + T"  cos  fi -i- ^ pa  sen  a , 


la  pressione  massima  riferita  all'unità  di  superficie  ammette 
il  valore  (iium.  151) 


Q cos  a-(-T"cos  (1  3pa  sena 

alla  quale,  per  i trovati  valori  di  Q e di  T"  e per  le  relazioni 


7iz=atanga, 


. fl  2 A'- A. 

tangP=  — — tanga 

fra  le  quantità  a.  A,  A',  a c j3,  corrisponde  l'equazione  di  stabilità 


n"U" 


3 pa’u. 


l.o' 


;)o  . i 01  cos  a col  fi  \ 
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che  serve  a calcol.ire  ima  di  lle  dimensioni  della  sezione  tras- 
versale di  ciascun  )mnloiie  implicitameiilc  cunleniUa  nella  sua 
superfìcie  Q,(, , nel  suo  moinenlu  d'inerzia  1,q  e nella  lun- 
ghezza u^ó'. 

Quando,  per  essere  la  monla  dciriucavallatura  assai  depressa, 
si  crede  convcnienlu  di  disporre  le  cose  in  modo  che  le  Ire  limuì 
A F,  luì  edFG  si  Iruvino  in  una  stessa  orizzontale,  si  oltcìigono 
le  dieci  equazioni  di  staliililà  alle  a delermiunre  le  dinieusioui 
dei  diversi  pezzi  ponendo  nelle  equazioni  (I),  (2),  (ó),  (4),  (5), 
(fi),  (11),  (II)  c IO)  ed  h'=h. 

207.  Incavallatura  coi  puntoni  rinforzati  da  saette  inclinate 
e da  tiranti  verticali.  — Quesle  incavallalnrc,  di  una  delle  quali 
si  ha  la  rappresenlazinnc  nella  figura  174,  si  ranno  generalmenlc 
in  ferro  c si  adoperano  per  superare  grandi  portale.  La  loro  co- 
struzione è semplicissima,  ed  ceco  la  disposizione  che  generaimcnie 
sonisi  dare  ai  diversi  pezzi  che  le  compongono  : si  divide  ciascuno 
dei  puntoni  in  uno  stesso  numero  di  parli  eguali  A.\',  A' A",  A” A"’, 

; dal  vertice  G deirincavallalura  si  conduce  la  verticale  CI) 

sulla  quale  vengono  a lerminare  due  rette  A De  HI),  o elevate  o 
conrondentisi  coirorizzonlale  passante  pei  |)unti  A e II;  ilai  punti 

di  divisione  A",  A"',  A”, meno  dal  primo  A',  si  conducono 

le  verticali  A"E",  A'"E"',  A"  E'%  ; e t|uinili  si  tirano  le  rette 

oblique  E" .A',  E"' A",  E”  A'",  e DA”.  Secondo  le  direzioni 

delle  ultime  accennale  rette  oldiipie  vi  sono  le  saette  inclinale 

dell’incavallatura,  secondo  le  direzioni  delle  verticali  condotte  da 

A",  A'",  A",  Irovansi  i tiranti  verticali,  e secondo  le  due 

rette  inclinate  AD  e HD  vi  sono  dei  tiranti  rurninli  di  pezzi  di- 
stinti dall’imo  all’altro  tratto  in  cui  le  delle  rette  restano  divise 
dai  tiranti  verticali.  Le  unioni  sono  quasi  tulle  falle  con  articola- 
zioni ; e le  parli  eguali  in  cui  si  dividono  i puntoni,  per  disporre 
i diversi  pezzi  destinali  a rinforzarli,  hanno  generalmente  lun- 
ghezza compresa  fra  metri  2,50  e 4. 

Si  consideri  il  caso  d’un’incavallalura  in  cui  ciascun  puntone  è 
rinforzalo  da  quattro  saette  inclinale  ; si  rileugano  per  le  lettere 
(I, /)  ed  y.  i significali  che  già  loro  vennero  dati  nei  precedenti  pi'o- 
hlemi  sulle  incavallature,  e sì  chiamino  : 

(j  gli  angoli  eguali  DAG  e DIIG  che  gli  assi  di  ciascuno  dei  due 
tiranti  inclinali  AD  e DI)  fanno  cogli  assi  dei  rispettivi  puntoni; 

•/,  /"  e y"  gli  angoli  E'  A'G,  E'"A"G,  E''A'"G  e D.V'G  clic 

gli  assi  delle  successive  saette  fanno  coll’asse  del  corrispondente 
puntone  ; 
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k la  monta  ^ deirincarallatura; 

h'  l’altezza  CD  del  punto  C,  in  cui  a’incontrano  gli  aasi  dei  due 
puntoni,  sul  punto  D nel  quale  vengono  a terminare  gii  assi  dei 
due  tiranti  inclinati  AD  e HD. 

Dal  triangolo  rettangolo  CFA  si  ha 

A=atanga, 

ÀC  = — ; 
cosa 

dal  triangolo  rettangolo  DFA  si  ottiene 

DA=  - 

cos  (a  — fi) 

DF=ratang(a  — (3); 

e,  essendo  h'z=h  — DF  ed  o=.— — , si  trova  che  le  quantità  a, 

tanga  ^ 

J3,  h ed  h"  sono  legate  fra  loro  dall’equazione 


tangp  = 


A' sena  cos  a 
h — A'sen’a’ 


Venendo  ora  al  calcolo  dell’angolo  E"A'C=/,  dal  triangolo 
obliquangolo  E"  A' A",  in  cui  si  conoscono  i lati 

q 9 

FT'==;cd=1a', 

5 5 


A"A'= 


1 g _1  A 
5cosa  5sena  ’ 


nonché  l’angolo  A'A"E"=90*— a,  si  ricava 

, 2A'sen«cos« 

“A— 2 A'sen’a’ 

e,  ragionando  per  i triangoli  E'" A" A'",  E„A'"A”  eDA”C 


L'Aiti  m fiibiicaii 


Itemitmo  dei  maferialì,  tee.  - 


come 

35. 
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si  è fatto  pellriangolo  E" A' A",  si  trovano  le  seguenti  espressioni 
di  tang*/',  langy'"  e langy" 


tangy" 


3fi'senacof  » 
h — SW  scn^  j:’ 


tangy'" 


4/i’sen  afOSa 
h — 4/i'sen**’ 


tang7‘'= 


5 A' sena  cosa 
h — 5A'sen*a’ 


Le  saette  inclinate  E" A'.  E'" A",  E'' A'"  e DA"  sono  destinate  ad 
impedire  Tinflessione  del  puntone  AC,  e quindi  questo  solido  si 
può  considerare  siccome  appoggiato  a sei  punti  equidistanti,  posti 
in  linea  retta,  e caricato  d'una  forza  totale  p ocosa  uniformemente 
distribuita  e normale  alla  sua  lunghezza.  A questo  puntone  adun- 
que si  possono  applicare  le  formolo  che  vennero  stabilite  nei  iiu- 
ineri  115,  11G,  117  e 118  per  calcolare  i momenti  inflettenti  re- 
lativi alle  sezioni  d’appoggio,  i momenti  inflettenti  per  sezioni  qua- 
lunque delle  cinque  parli  in  cui  il  puntone  rimane  diviso  dalle 
sezioni  corrispondenti  ai  punti  A',  A",  A'"  ed  A",  gli  sforzi  di  ta- 
glio c le  reazioni  degli  appoggi.  Inslitnendo  questi  calcoli,  si  viene 
a trovare  che  le  reazioni  degli  appoggi  sono  espresse  : nei  pnnli 
A e C da 

3 

ggpncosa; 

nei  punti  A'  ed  A"  da 


nei  punti  A"  ed  A'"  da 


La  prima  saetta  E" A'  sopporta  una  pressione  Q'  eguale  alla 


190 


pneosa  ; 


37 

^y-^jpneosa. 
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coniponenlc  della  pressione  che  il  puntone  esercita  in  A'  secondo 
la  saetta  stessa,  per  modo  che  si  ha  l'equazione 

(/seny  =r^-^f)acos5t, 

d'onde 


0'= 


43  cosa; 
190seny'^^ 


(1). 


La  reazione  verticale  Z , diretta  dal  basso  all'alto,  che  ciascuno 
dei  due  appoggi  esercita  contro  l’estremo  del  corrispondente  pun- 
tone è la  metà  del  peso  portato  dall'intiera  incavallatura,  e quindi 


Z—pa. 

Le  componenti  normali  al  puntone  della  reazione  Z e della  ten- 
sione T del  primo  tratto  A E"  del  tirante  A D,  applicate  nel  punto 

3 

A,  devono  eguagliare  la  reazione  a cosa  clic  ha  luogo  nello 

zio 

stesso  punto,  e quindi  si  ha  l'equazione 


Zcosa — Tsen^—  ^pacosa, 


dalla  quale,  ponendovi  per  Z il  suo  valore  in  funzione  dei  dati  del 
problema,  si  ricava 


35  cosa 
.38  sen  ^ 


pa 


(2). 


Chiamando 

T',  T"  c T'"  le  tensioni  sopportate  dai  tre  tratti  E"E"',  E'"  E” 
ed  E"  D di  tirante  A D, 

Q",  Q'"  e Q”  le  pressioni  a cui  trovansi  assoggettate  le  tre 
saette  E'" A",  E" A'"  e DA", 

S,  S',  S"  ed  S'"  le  tensioni  dei  tiranti  verticali  E" A",  E'" A'", 
E"  A"  e DC, 

Q la  reazione  orizzontale  che  ha  luogo  contro  reslremo  C del 
puntone  AC,  rivolta  da  C verso  x, 

si  ha  : che  devonsi  far  equilìbrio  le  componenti  orizzontali  e le 
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componenti  verticali  delle  forze  applicate  nei  punti  E",  E'"  ed  E", 
per  cui  risultano  le  equazioni 

(T— T)cos(a— p)— Q'cos(7'— a)=0  (3). 

(r  — r)C0S(a  — ?)  — Q"cOS(y"— :r)  = 0 (4). 

( T" — T'")  cos  (st  - fs)  - Q'"  cos  (y"'—  a) = 0 (5) , 

S_(T— r)sen(2— fi)— 0'scn(y'— a)  = 0 (6). 

S'_(T'-r)scn(a-?)-0"sen(-/'-s.)=0  (7). 

S"_  (r— T"')  sen  (a  - p)  - 0"'sen  (•/"—  *) = 0 (8)  ; 

chele  componenti  normali  al  puntone  AG  delle  forze  applicate  nei 
punti  A",  A'"  ed  A"  devono  pur  fai  si  equilibrio,  cosircliè  si  pos- 
sono scrivere  le  tre  equazioni 


Q"sen/' — Scosa — |j^;)acosa=:0  (9), 

37 

0'"  sen  — S' cos  a — /)  a cos  a rz  0 (10), 

0‘'seny'’  — S"cosa  — ^^pacosa=0  (11); 

che  la  tensione  S'"  del  tirante  CD  deve  far  equilibrio  alle  compo- 
nenti verticali  delle  pressioni  Q"^  sopportate  dalle  due  saette  con- 
correnti in  D e delle  tensioni  T'"  dei  due  tratti  di  tirante  ADE 
concorrenti  pure  in  D,  per  cui  si  ba  l’equazione 

S'" — 20"  sen  (7"  — a) — 2 T'"  sen  (a  — p )z=  0 (1 2)  ; 

che  lilialmente  in  C le  componenti  normali  al  puntone  della  rea- 

3 

zinne  Q,  della  metà  della  tensione  S'"  e della  pressione  a cos  a 
si  devono  far  equilibrio,  cosicché  risulta 

Qsena  — iS"'cosa — J^pncosazzO  (13). 
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Ecco  ora  con  qual  ordine  si  può  procedere  nella  pratica  per  ri- 
cavare dalle  stabilite  equazioni  i valori  numerici  degli  sforzi  cui 
trovansi  assoggettati  i diversi  pezzi  deH’incavallatura.  DaH’equa- 
zione  (1)  si  ricavi  il  valore  di  Q'  e quello  di  T dall’equazione  (2); 
si  calcoli  il  valore  di  T'  coH’equazionc  (3)  e quello  di  S coll’equa- 
zione (6)  ; si  deduca  il  valore  di  Q"  dall’eqnazione  (9)  e quello  di 
T"  daH’equazione  (4)  ; si  trovi  il  valore  di  S'  coll’equazione  (7)  e 
quello  di  Q'"  coH’eqnazione  (10);  al  calcolo  di  T'"  si  faccia  ser- 
vire l’equazione  (5)  e l’eqnaziune  (8)  al  calcolo  di  S";  e finalmente 
le  equazioni  (li), (12)  e (13)  si  adoperino  per  determinare  rispet- 
tivamente i valori  di  Q*’,  S"'  e Q. 

Il  massimo  momento  inflettente  pel  puntone  AC  è quello  rela- 
tivo alle  sezioni  corrispondenti  ai  punti  A'  ed  A'^  e vale 


e,  siccome  nella  sezione  corrispondente  al  punto  A'  la  somma  al- 
gebrica delle  componenti  longitudinali  delle  forze  applicate  al 
puntone  da  C in  A'  è maggiore  della  somma  algebrica  delle  com- 
ponenti longitudinali  delle  forze  applicale  da  C in  A”,  la  sezione 
pericolosa  sarà  quella  corrispondente  al  punto  A'.  Per  determinare 
la  pressione  massima  Q,„  riferita  all’unità  di  superficie  in  detta 
sezione  bisogna , seguendo  il  metodo  adottalo  nei  precedenti 
problemi,  fare  la  somma  algebrica  delle  componenti  longitudinali 
delle  forze  applicale  al  puntone  fra  C ed  A'.  Osservando  però  che 
questa  somma  deve  essere  eguale  e direttamente  contraria  a quella 
delle  componenti  longitudinali  delle  forze  applicate  al  puntone  fra 
A cd  A',  torna  assai  più  spedilo  l’ottenerla  mediante  la  somma 
delle  componenti  secondo  la  direzione  del  puntone  delle  forze  Z e 
T applicale  in  A e dirette,  la  prima  dal  basso  aU'allo  e la  seconda 
da  A verso  E",  diminuita  della  componente  longitudinale  del  peso 
uniformemente  distribuito  fra  A ed  A'.  Tenendo  questo  metodo  si 
trova  che  la  delta  pressione  massima  Q,g,  vien  data  da  (num.  151) 

Qim  = ^ — -1- ^ Z sen  a -I- T cos  p — g p a scn  a y 

Si  conoscono  ora  lutti  gli  sforzi  cui  trovansi  assoggettati  i di- 
versi pezzi  dell’ incavallatura , e si  possono  determinare  le  loro 
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sezioni  trasversali  in  modo  che  siano  abbastanza  resistenti.  Le 
equazioni  di  slabiliià  (iiiim.  tB) 

T=n'R'Q,,  T'  = »'R'a,, 

r=u'R'U,,  r'=n'R'D4, 

servono  a determinare  le  supcrGcie  Q,,  0,,  Oj  ed  0,  da  assegnarsi 
a ciascuna  delle  quattro  parti  di  cui  è composto  tanto  il  tirante 
AD  quanto  il  tirante  BD.  Le  equazioni  di  stabilità  (num  18) 

S = n'R'Oj,  S'zrn'R'Qc, 

S"=n'R'Q,,  S"'=n'R'Q„ 

sono  quelle  da  cui  si  devono  dednrre  le  superGcie  0^’  Q;  ed 
Q,  da  darsi  ai  tiranti  verticali.  Le  equazioni  di  stabilità  (num.  40) 

Q'=»i"R"Q,,  0"=n"R"tl,„, 

Q'"=n"  R"  , Q'^=:  n"  R"Q„ , 

si  prestano  al  calcolo  delle  superGcie  Q^,  Q,,,,!!,,  ed  Q,,  che  devono 
presentare  le  saette  inclinate.  Finalmente  l'equazione  di  stabilità 
(num.  151) 

1 

5 

c quella  da  cui  si  deve  dedurre  una  delle  dimensioni  della  sezione 
trasversale  del  puntone. 

Ben  sovente  si  fa  in  modo  che  i due  tiranti  AD  e BD  siano 
orizzontali,  e,  per  ottenere  le  forinole  convenienti,  basta  cangiare 
P in  a nelle  formole  che  già  vennero  trovate  nell'ipotesi  dei  due 
tiranti  AD  e BD  inclinati. 

308.  Travi  armate.  — Quanto  si  è detto  nei  precedenti  nu- 
meri sui  modo  di  determinare  gli  sforzi  a cui  trovansi  sottoposti 
i diversi  pezzi  componenti  le  incavallature  e le  dimensioni  che  ai 
medesimi  convien  assegnare,  facilmente  si  applica  per  le  stesse 
determinazioni  nelle  travi  armate  di  uso  più  frequente , ed  ecco 
l'esame  di  alcuni  casi  pratici  della  massima  importanza  per  l'iii- 
ge.gnere  costruttore  ; 

I.  Trave  in  legno  od  in  ferro  armata  con  un  tirante  in  ferro  e con 


pii  sena 


) 
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una  faetla  in  ferro  od  in  ghisa,  orizzonlalnienle  collocala  su  {lue  ap- 
poggi e caricata  d'un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  lun- 
ghezza. 

Essendo 

2 a la  distanza  orizzontale  Afi  (fig.  176)  fra  i due  appoggi  sop- 
portanti la  trave, 

p il  peso  che  corrisponde  ad  ogni  unità  di  lunghezza  deU’acceu- 
nata  distanza, 

3 l’angolo  DÀC  misurante  l'inrlinazione  dell'asse  del  tirante 
all’orizzonte, 

se  considerasi  la  saetta  DC  siccome  destinata  ad  impedire  l'in- 
flessione della  trave  AD  nel  suo  mezzo,  si  ha  in  ciascuno  degli 
estremi  A e U la  pressione 

l ' 

‘5  o 3 

j^p.^a=~^pa, 

ed  in  C la  pressione 


5.5 

C 

Segue  da  ciò  chela  saetta  CD  sopporta  una  pressione  Q data  da 

Q — ^pa, 

e che  l’equazione  di  stabilità  colla  quale  si  deve  determinare  la 
minima  superlicie  Q,  della  sua  sezione  trasversale  è (num.  40) 

|po=n"R"Q,. 

La  reazione  Z che  ciascuno  dei  due  appoggi  esercita  vertical- 
mente contro  il  sistema  dal  basso  aH'alto  è la  metà  del  peso  ìpa, 
e quindi  vien  data  da 

Z=pa, 


per  cui  in  A,  questa  reazione,  diminuita  della  componente  normale 
alla  trave  AB  della  tensione  T del  tratto  di  tirante  AD,  deve  egua- 
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gliare  la  pressione  gpa  che  su  esso  produce  la  detta  trave.  Questa 
condizione  si  esprime  ponendo 

Z — Tsena=gpo, 

dalla  quale,  ponendo  per  Z il  suo  valore,  si  deduce 

— fa, 

8 sen  a ^ 

cui  corrisponde  la  seguente  equazione  di  stabilità  determinatrice 
delle  BuperOcie  Q,  della  sezion  retta  di  ciascuno  dei  due  tratti  AD 
e BD  del  tirante  (num.  18) 

— po=n'  R'Q,. 

8sen«^  ’ 

Per  stabilire  l’equazione  di  stabilità  atta  a determinare  una  delle 
dimensioni  della  sezione  trasversale  della  trave  AB,  si  deve  essa 
considerare  come  un  solido  caricalo  d’un  peso  uniformemente 
distribuito  sulla  sua  lunghezza,  sollecitato  nel  mezzo  C dalla  rea- 
zione Q diretta  dal  basso  aU'allo  ed  in  ciascun  estremo  dalla 
forza  verticale  Z diretta  dal  basso  aU'allo  e dalla  forza  obliqua  T 
operante  suH’estremo  A da  A verso  D e suH'eslremo  B da  B verso 
D.  La  massima  pressione  Q,.  riferita  aU'unilà  di  superficie  (num. 
151)  ha  luogo  nella  sezione  di  mezzo  corrispondente  all’estremo 
C della  saetta  ; il  valore  del  momento  inflettente  per  questa  se- 
zione è espresso  da 

1 

^pa'-i-aTsena  — aZ; 

la  forza  comprimente  per  la  stessa  sezione  è la  sola  componente 

T cosa 

della  tensione  T ; e la  pressione  massima  ammette  il  valore 

n / ^ I »r  . T COS  a 

Oi-=oi 
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cui,  per  i trovali  valori  «li  T e Z,  corrisponde  l'equazione  di  sta- 
bilità 


n"K’= 


5cota  \ 
“Uà"  / ’ 


la  quale  si  presta  a determinare  una  delle  dimensioni  della  sezione 
trasversale  della  trave  AB  implicitamente  contenuta  nella  lunghezza 
u,",  nel  momento  d’inerzia  1/  e nella  sezione  0,. 

II.  Trave  in  legno  od  in  ferro  armala  con  un  tirante  in  ferro  e 
con  due  saette  t'n  ferro  od  in  ghisa,  orizzontalmente  collocata  su  due 
appoggi  e caricata  d'un  peso  uniformemente  distribuito  sulla  sua  lun- 
ghezza. 

Si  attribuiscano  alle  lettere  a,  ;>  ed  a i significati  che  alle  me- 
desime già  vennero  dati  nel  precedente  problema,  suppongasi  che 
le  sezioni  C ed  E (/ig.  177)  corrispondenti  agli  appoggi  della  trave 
AB  sulle  saette  DC  ed  FE  dividano  la  distanza  fra  gli  appoggi 
estremi  in  tre  parti  eguali  e che  sia  orizzontale  il  tratto  di  mezzo 
FD  del  tirante  ADFB.  Siccome  le  due  saette  DC  ed  FE  sono  de- 
stinale ad  impedire  l'inflessione  della  trave  AB,  si  può  questa  con- 
siderare siccome  un  solido  appoggiato  a quattro  punti  equidistanti 
posti  in  lìnea  retta  e caricato  del  peso  totale  2pa  uniformemente 
distribuito  sulla  sua  lunghezza.  A questa  trave  adunque  sono  ap- 
plicabili le  formolo  che  vennero  stabilite  nei  numeri  115,  116, 
117  e 118  per  calcolare,  i momenti  inflettenti  per  sezioni  qualun- 
que delle  tre  parti  in  cui  trovasi  essa  divisa  dalle  sezioni  corri- 
spondenti ai  punti  A,  C,  E e B,  gli  sforzi  di  taglio  e le  reazioni  degli 
appoggi  eguali  e contrarie  alle  pressioni  che  essi  ricevono  dalla 
trave  AB  coi  suoi  sovraccarichi.  Instituendo  questi  calcoli  sì  viene 
a trovare  che  le  pressioni  sui  punti  A e B sono  espresse  da 

4 

15^“’ 

e che  le  pressioni  sui  punti  C ed  E ammettono  il  valore 

11 

Ciascuna  delle  due  saette  DC  ed  FE  sopporta  una  pressione  Q 
data  da 
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n 

Q=f5P«. 

ed  è (tium.  40) 

}§P«=»"R"Q| 

l’equazione  di  stabilità  che  serve  a determinare  la  minima  super- 
ficie 0|  da  darsi  alla  sezione  trasversale  di  ciascuna  delle  due 
saette. 

La  reazione  Z che  ciascuno  dei  due  appoggi  esercita  vertical- 
mente contro  la  trave  armata  dal  basso  all’alto  è la  metà  del  peso 
totale  “ìpa,  e quindi  vien  data  da 

Zr=pa. 

Segue  da  ciò  che  in  A,  questa  reazione  diminuita  della  componente 
normale  alla  trave  della  tensione  T del  tratto  di  tirante  AD,  deve 
4 

eguagliare  la  pressione  jgP»  che  in  esso  produce  la  detta  trave. 
Questa  condizione  si  esprime  ponendo 

™ 4 

Z — Tsen«=^po, 


dalla  quale,  pel  trovato  valore  di  Z,  si  ricava 

T-_ 

1 sen  a ^ ' 

cui  corrisponde  l'equazione  dì  stabilità  (iium.  18) 
11 

jv po=:h'R'Q„ 

losena'^ 


atta  a determinare  la  superficie  0,  da  assegnarsi  alla  sezione  tras- 
versale di  ciascuno  dei  due  tratti  iucliiiati  AD  e BF  del  tirante 
ADFB. 

La  tensione  ’T  sopportata  dal  tratto  orizzontale  DF  del  tirante 
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si'  determina  poiiemlo  che  nel  (iiiiilo  A la  componente  orizzontalo 
della  tensione  T diretta  da  1)  verso  A deve  eguagliare  la  teosione 
T'.  Si  ha  adunque  l’equaziuue 

T zzT  cosa , 

la  quale,  per  il  trovato  valore  di  T,  dà 
T = , . «ncota, 

e quindi  l’equazione  di  stabilità  (num.  18) 

11 

pa  cot  a =n'  R'Qj , 


mediante  la  quale  si  può  determinare  la  superflcie  0,  da  darsi  alla 
sezione  trasversale  del  tratto  di  tirante  DF. 

L’equazione  di  stabilità  atta  a determinare  una  delle  dimen* 
sioni  della  sezione  trasversale  della  trave  AB  si  ottiene  conside- 
randola come  un  solido  caricato  d’un  peso  nniforraemente  distri- 
buito sulla  sua  lunghezza,  sollecitato  in  ciascuno  dei  due  punti  C 
ed  E dalia  forza  verticale  Q diretta  dal  basso  all’alto  ed  in  ciascun 
estremo  dalla  forza  verticale  Z pure  diretta  dal  basso  all’alto  e 
dalla  forza  obliqua  T operante  sull’estremo  A da  A verso  D e 
sull’estremo  B da  B verso  F.  La  massima  pressione  Q„„  riferita 
all’unilà  di  superficie  (num.  151)  ha  luogo  in  una  delle  sindoni 
corrispondenti  ai  punti  0 ed  E ; il  momento  inflettente  per  cia- 
scuna di  queste  sezioni  vale 

2 2 2 
gr®’  + 3“Tsena  — 3“^, 


la  forza  comprimente  per  la  stessa  sezione  è 

T cos  a , 

e il  valore  di  Q,„  risulta 


2/1  \ M " 

Oto  = 3a^3F«-i-Tsena— Z + 


T cos  a 
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cui,  per  il  trovalo  valore  di  T e di  Z,  corrisponde  l'equazione  di 
stabilità 


n'R': 


15 


pa 


1 1 COtaV 


mediante  la  quale  si  può  trovare  una  delle  dimensioni  della  se- 
zione trasversale  della  trave  A B implicitamente  contenute  nella 
lunghezza  u^,  nel  niomenlu  d'inerzia  I4'  e nella  superficie  Q4. 


CAPITOLO  XIV. 

dipinta  delle  terre  (v) 
e delle  masse  liquide  contro  le  pareti 
piane  di  ritegni  che  le  sostent^ono. 

109.  Assunto  del  presente  capitolo.  — La  determinazione  della 
spinta  delle  terre  contro  le  pareti  piane  di  ritegni  destinali  ad  im- 
pedirne gli  scoscendimenti  costituisce  un  importante  problema  pra- 
tico, che  ben  sovente  deve  risolvere  l'ingegnere  costruttore.  Questo 
problema  fu  oggetto  di  serii  studi  del  Coulomb  {Mémoires  des 
iavanlt  élranger$,  1773),  del  Pao.vy  {Heckerchet  sur  la  poussée  det 
terra,  eie.,  1802),  del  Framì^ais  {Mémorial  de  l’officier  du  gènte, 
1820),  del  Navibr,  {Ràumé  des  lecons  sur  V appUcalton  de  la  tnéca- 
nigue  et  l'élablissentent  da  conslructions , 1839),  e di  molli  altri 
autori,  i quali  tutti  si  limitarono  ad  esaminarlo  in  alcuni  casi  par- 
ticolari. 

PoRciLST,  in  un  suo  interessante  lavoro  sulla  stabilità  dei  rive- 
stimenti {Mémorial  du  gènte,  1840),  ha  fallo  conoscere  alcune  for- 
mole  ed  alcune  costruzioni  grafiche  d’un'eleganza  e d’nna  sempli- 


(«)  Il  metodo  seguito  in  questo  capitolo  per  il  calcolo  della  spinta  delle  terre,  trat- 
tando alcuni  casi  particolari,  venne  da  me  esposto  agli  allievi  della  Regia  Scuola  d'ap- 
plicaxinne  per  gli  ingegneri  in  Torino  nell'anno  scolastico  1SS6-S7.  Cercai  in  seguito 
di  renderlo  adatto  al  calcolo  della  spinta  delle  terre  nel  caso  pili  generale  che  si  può 
presentare  all'ingegnere  costruttore , e sottoposi  i risultati  delle  mie  ricerche  all'au- 
torevole giudizio  della  Reale  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  la  quale,  con  sua  ap- 
provazione in  seduta  del  inaggro  ISHT,  ne  decretava  l'inscrzinne  nelle  sue  Afeino- 
rie,  serie  U,  u>m.  XXT. 
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cita  assai  rimarchevole,  per  determinare  la  spinta  esercitata  contro 
una  parete  piana  da  un  terrapieno  terminato  superiormente  da 
facce  piane  colle  loro  intersezioni  parallele  alla  parete  spinta,  senza 
sovraccarichi  o con  sovraccarichi  uniformemente  distribuiti  per 
rapporto  ad  un  piano  orizzontale.  Belanger  {Cours  lilhographié  pro- 
fessi à fècole  des  ponls  et  chaussées,  session  1 848-49  ),  considerando 
il  caso  di  un  terrapieno  senza  sovraccarichi  ed  a proGlo  trasver- 
sale qualunque,  ma  costante  per  una  lunghezza  indefinita,  apportò 
qualche  modificazione  ai  metodi  proposti  da  Poncelet.  Hermann 
ScniFFLBR,  in  un  suo  lavoro  pubblicato  a Brunswick  nel  4857, 
seppe  trattare  con  qualche  novità  c con  una  vera  utilità  pratica  i 
tre  casi  particolari  di  terrapieni  senza  sovraccarichi,  appoggiati  ad 
una  parete  piana  verticale,  e terminati  superiormente  da  un  piano 
orizzontale,  da  un  piano  inclinato  e da  due  piani  successivi,  incli- 
nato il  primo  ed  orizzontale  il  secondo.  L'ingegnere  Saint-Guilusm, 
in  una  commeiulevole  sua  Memoria  sulla  spinta  delle  terre  (/4Miia/e« 
des  ponls  el  chaussées,  4858),  basandosi  sui  principii  di  Poncelet, 
arrivò  a determinare  la  spinta  prodotta  da  un  terrapieno  sotto- 
posto all'azione  di  pressioni  verticali  variabili  secondo  una  data 
legge,  e la  cui  superficie  superiore  ammette  un  profilo  poligonale  o 
curvilineo  qualunque. 

Gli  studi  di  tutti  gli  autori  che  precedettero  il  Saint-Guilhem 
sono  insufficienti  per  le  attuali  esigenze  delle  costruzioni,  e parmi 
che  il  lavoro  di  quest’ultimo  non  abbia  da  ricevere  numerose  ap- 
plicazioni, giacché  gli  ingegneri  pratici  potrebbero  far  oggetto  di 
critica  : il  non  servirsi  dei  dati  di  cui  generalmente  si  può  dis- 
porre, quali  sono  le  distanze  orizzontali  e le  ordinate  per  rapporto 
ad  uno  stesse  piano  di  paragone  dei  vertici  del  profilo  della  super- 
ficie supcriore  del  terrapieno;  il  condurre  ad  equazioni  le  quali, 
sotto  un  aspetto  di  semplicità , nascondono  complicazione  e lun- 
ghezza di  calcolo  a motivo  dei  dati  preparatorii  che  si  rendono 
necessari  prima  di  dar  opera  alla  loro  risoluzione;  l'esigere  che  si 
risolvano  parecchie  equazioni  complete  del  terzo  grado  per  giun- 
gere con  approssimazioni  successive  alla  risoluzione  del  problema  ; 
e finalmente  il  determinare  il  punto  d’applicazione  della  spinta  col 
metodo  approssimato  delle  quadrature.  Nelle  moderne  costruzioni  si 
fa  sentire  il  bisogno  di  un  metodo  che,  senza  avere  la  massima  ge- 
neralità, abbracci  tutti  i casi  in  cui  può  avvenire  di  dover  realmente 
determinare  la  spinta  delle  terre,  e che,  per  quanto  è possibile, 
non  abbia  gli  inconvenienti  che  l'uomo  tecnico  potrebbe  riscon- 
trare in  quello  del  Saint-Guilhem  ; ed  è uell  inteuto  di  soddisfare 
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a questa  necessità  che  mi  arringo  a tentare  la  risoluzione  del 
problema,  che  è il  più  generale  di  tutti  quelli  che  si  possono  pre- 
sentare all'Ingegnere  costruttore,  cd  il  quale  ammette  il  seguente 
enunciato;  determinare  la  direzione,  V inleneità  ed  il  punto  d’appli- 
eazione  della  spinta  prodotta  da  un  terrapieno  sostenuto  da  una  resi- 
sfatile  parete  piana,  avente  per  una  lunghezza  indefinita  un  profilo 
poligonale  qualunque  ma  costante,  e caricato  su  tutte  o su  alcune 
facce  soltanto  della  sua  superficie  supcriore  di  pesi  uniformemente 
distribuiti  sulle  proiezioni  orizzontali  di  liste  rettangolari,  tutte  di- 
sposte parallelamente  agli  spigoli,  secondo  cui  le  delle  facce  vengono 
ad  incontrarsi. 

Nel  dare  la  risoluzione  dell’enunciato  problema  io  non  ho  la 
benché  minima  pretensione  di  farmi  autore  di  una  nuova  teoria 
sulla  spinta  delle  terre.  Quanti  hanno  studiata  la  quislione  di  de- 
terminare la  spinta  prodotta  da  un  terrapieno  contro  la  parete 
piana  di  un  ritegno  destinato  ad  impedirne  gli  scoscendimenti,  per 
tutto  quello  che  a me  consta,  non  fecero  altro  che  proporre  nuovi 
melodi  onde  estendere  a casi  più  generali  di  quelli  considerali  dal 
Coulomb  la  teoria  che  questo  scrittore  diede  pel  primo  ; e l inge- 
gnere  Saint-Guilhero  è quegli  che  meglio  d'ogni  altro  raggiunse  lo 
scopo.  Un  nuovo  metodo,  a parer  mio  più  semplice  di  quello  del 
Saint-Guilhem,  e quindi  meritevole  di  essere  tenuto  in  considera- 
zione sotto  il  riguardo  delle  utili  applicazioni  di  cui  rende  suscet- 
tiva la  teorìa  del  Coulomb  nella  pratica  delle  costruzioni,  è quanto 
mi  propongo  di  esporre,  seguendo  l'ordine  che  immediatamente 
passo  ad  indicare. 

Determino  innanzi  tutto  la  spinta  prodotta  da  un  masso  prisma- 
tico di  terra,  avente  per  profilo  della  sua  superfìcie  superiore  una 
linea  poligonale  qualunque,  con  sovraccarichi  distribuiti  nel  modo 
già  espresso  enunciando  il  problema  che  intendo  risolvere,  e se- 
parato dal  sottostante  terrapieno  da  una  faccia  piana.  Per  far 
questa  determinazione  esclusivamente  mi  servo  dei  dati  che  sem- 
pre si  conoscono  quando  è quistione  di  stabilire  dei  muri  a soste- 
gno di  terrapieni,  i quali  dati  sono  le  distanze  orizzontali  e le 
ordinale,  per  rapporto  al  piano  orizzontale  passante  pel  piede  del 
ritegno,  dei  vertici  del  profilo  della  superficie  superiore  del  terra- 
pieno, nonché  le  distanze  orizzontali  determinanti  le  liste  sovrac- 
caricate. Questa  scelta  dei  dati  del  problema  mi  porla  a non 
adottare  il  metodo  elegante,  ma  assai  artificioso,  del  Poncelel  e 
seguilo  dal  Saint-Guilhem,  nel  trovare  l'espressione  deU'accennata 
spinta , la  quale  ottengo  passando  per  formule  relativamente  scm- 
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plici,  e mniitenendo  in  evidenza  la  tangente  trìgonAmelrìca  dell'an- 
golo, che  la  faccia  inferiore  del  prisma  di  terra  consideralo  fa 
coll'orizzonte. 

Differenziando  la  trovata  espressione  della  spinta,  giungo  ad 
avere  l'equazione  determinatrice  della  tangente  trìgonometrica 
dell'angolo,  che  la  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta 
fa  coH'orizzonte , e quindi,  con  un  metodo  più  diretto  di  quello 
dei  Saint-Guilhem , arrivo  a spiegare  come  in  ogni  caso  si  deve 
procedere  per  la  determinazione  del  prisma  di  massima  spinta. 

Esaminando  il  caso  particolare  di  un  masso  di  terra  terminala 
superiormente  da  un  piano  inclinato,  uniformemente  sovraccari- 
cato sulla  proiezione  orizzontale  di  questo  piano , e staccantesi  da 
un  terrapieno  sotto  forma  di  prisma  triangolare,  trovo  l'esprca- 
sionc  della  spinta  che  e.sso  produce  contro  il  ritegno,  determino  il 
suo  punto  d'applicazioiip,  e,  tenendo  di  mira  il  risultato  a cui 
voglio  arrivare , nelle  formole  che  ne  risaltano,  mantengo  in  evi- 
denza l'altezzn  verticale  della  parete  contro  la  quale  agisce  il 
prisma  di  terra  considerato.  Quest'artifìzio  mi  permette  di  dedurre 
la  risoluzione  del  problema  più  generale  costituente  roggello  di 
questo  lavoro  dalla  considerazione  di  un  complesso  di  casi  parti- 
colari, come  quello  esaminato;  ed  è così  che,  con  un  metodo  il 
quale,  per  quanto  a me  risulta,  da  altri  non  venne  ancora  seguito, 
arrivo  a trovare  la  spinta  ed  il  suo  punto  d'applicazione  senza 
impegnarmi  nella  risoluzione  di  numerose  equazioni  complete  del 
terzo  grado,  e senza  adoperare  il  metodo  delle  quadrature,  ma 
sihbeue  un  processo  affatto  numerico  e comodo  nella  pratica,  in 
quanto  che  richiede  solamente  l'Impiego  di  formole  semplici  e di 
facile  conteggio. 

NeH'inlento  di  far  risultare  la  pratica  utilità  del  metodo  da  me 
proposto,  ne  faccio  l'applicazione  ad  alcuni  casi  particolari,  e, 
fra  i molteplici  problemi  che  si  possono  presentare  nella  pratica, 
ne  scelgo  cinque  che  sono  i più  frequenti  nell'arte  del  costruttore. 
Il  primo  dei  problemi  da  me  risolti,  con  melodi  diversi  da  quello 
che  io  tenni,  venne  già  trattalo  da  altri  autori,  ma,  per  quanto 
mi  consta,  non  si  può  dire  lo  stesso  degli  altri  quattro.  > 

Finalmente  noto  una  difiìcoltà  che  si  può  presentare  nella  de- 
terminazione del  prisma  di  massima  spinta,  e propongo  il  modo 
col  quale  assai  facilmente  può  essere  superala  in  ogni  caso. 

210.  Ipoteai  che  generalmente  si  ammettono  nel  oaloolo 
della  apiata  delle  terra , a reaistanza  che  si  oppongono  allo 
•coacendimanto  di  un  masso  di  terra  appoggiato  ad  un  rito- 
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pio.  — Un  terrapieno  esercita  spinta  contro  la  parete  di  un  ri- 
tegno costrutto  per  impedirne  gli  scoscendimenli,  quando  si  di- 
stacca dal  terrapieno  stesso  un  masso  di  terra  il  quale,  appog- 
giandosi contro  la  detta  parete,  ed  agendo  a guisa  di  cuneo,  tende 
a scorrere  in  basso  ed  a rimuovere  il  ritegno.  Tutti  gli  autori  che 
hanno  studiato  l'Importante  argomento  della  determinazione  della 
spinta  delle  terre  sono  stati  d'accordo  nell'ainmettere  che  sia 
piana  la  faccia  secondo  cui  il  masso  spingente  ha  tendenza  a 
separarsi  dal  terrapieno;  che  anzi,  Hagen  {Manuel  de»  conslruclions 
kydrauliques,ì"  partie)  e Pbrsy  {Cours  de  stabililé  de*  contlrucliont, 
lithographie  de  i'école  d'application  ù Metz)  hanno  voluto  dimostrare 
esser  la  detta  ipotesi  una  realtà  nel  caso  di  un  terrapieno  termi- 
nato superiormente  da  un  piano  orizzontale.  Le  dimostrazioni  date 
dagli  or  citati  autori  lasciano  però  luogo  a serie  obbiezioni;  pare 
più  verisimile  e maggiormente  conforme  a quanto  si  manifesta 
nell'osservazione  di  terrapieni  scoscesi  l'ammettere  che  la  super- 
ficie di  separazione  del  masso  spingente  dal  sottostante  terrapieno 
sia, una  superficie  cilindrica  ; che  questa  superficie  cilindrica  abbia 
generatrici  orizzontali  ; e che  la  sua  direttrice  sia  una  linea  la 
quale  incomincia  in  alto  con  una  breve  retta  verticale  o poco 
distante  dalla  verticale,  ed  a cui  si  raccorda  una  curva  convessa 
verso  l'interno  del  terrapieno  colla  sua  tangente  nel  punto  più 
basso  inclinata  aU'urizzonte  di  un  angolo  ben  poco  diverso  da 
quello  che  corrisponde  al  naturai  declivio  delle  terre.  Segue  da 
ciò  che,  fondando  la  determinazione  della  spinta  delle  terre  all'ipo- 
tesi che  sia  piana  la  faccia  inferiore  del  masso  spingente,  risul- 
tano delle  formale  la  cui  applicazione  non  può  condurre  che  a 
risultati  d'approssimazione.  Questi  risultati  però,  sia  per  essere 
poco  lontani  dal  vero,  sia  per  condurre  alla  determinazione  di  una 
spinta  sempre  un  po’  maggiore  di  quella  che  realmente  ha  luogo, 
si  possono  ammettere  senza  tema  d'inconvenienti  per  rapporto  alla 
stabilità  dei  ritegni,  la  quale  sarà  sempre  in  eccesso  anziché  ili 
difetto,  qualora  si  regolino  le  loro  dimensioni  in  mudo  che  essi 
possano  resistere  alla  spinta  teoricamente  dedotta  partendo  dall'ac- 
cennata  ipotesi. 

Le  resistenze  che  si  oppongono  allo  seuscendimenlo  di  un  masso 
di  terra  appoggiato  da  una  parte  al  terrapieno  da  cui  tende  a stac- 
carsi, e dall'altra  parte  alla  parete  di  un  ritegno,  sono:  quella  do- 
vuta all'attrito  di  terra  con  terra  che  si  sviluppa  nella  faccia  infe- 
riore del  detto  masso  ; quella  pure  dovuta  all’attrito  che  ha  luogo 
nella  faccia,  secondo  la  quale  il  medesimo  masso  si  appoggia  al 
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ritegno;  quella  dovuta  alla  coesione  che  ha  luogo  fra  le  molecole 
terrose  nella  faccia,  secondo  cui  il  masso  spingente  tende  a sepa- 
rarsi dal  terrapieno;  e Gnalmente  quella  che  proviene  dall’adesione 
che  le  molecole  terrose  poste  a contatto  del  ritegno  hanno  colla 
parete  del  ritegno  stesso.  E poi  opinione  generalmente  accettata 
dagli  ingegneri  pratici,  che  le  resistenze  dovute  all  altritu  non  si 
sviluppino  contemporaneamente  a quelle  dovute  alla  coesione  ed 
all'adesione  ; che  entrino  in  giuoco  le  prime  allorquando  le  seconde 
sono  distrutte;  e che  noU’instituire  dei  calcoli  relativi  airequilibrio 
delle  terre  si  debba  solamente  tener  conto  delle  resistenze  dovute 
all’attrito,  anziché  di  quelle  dovute  alla  coesione  ed  aH'ailesione, 
giacché  col  tempo  e per  molte  cause  sono  queste  soggette  a venir 
meno. 

2H.  Eiprestione  generale  della  spinta.  — Per  risolvere  il 
problema  di  cui  venne  data  rcnunciato  nel  numero  209  si  in- 
cominci dal  cercare  l’espressione  generale  della  spinta  eserci- 
tata contro  la  parete  piana  A„A,  (Jig.  175)  di  un  ritegno  da  un 
prisma  di  terra  avente  per  sezion  retta  un  poligono  qualunque 
AjAjAjA^ Ao_jA,_,A„,  lungo  orizzontalraeiile  Tunità,  e fa- 
cente parte  di  un  terrapieno  con  proGlo  costante  A,A,AjA| 

A„_,  A,_,Ap  e con  sovraccarichi  distribuiti  come  si  è detto  nel 
citato  numero  209  sulle  liste  rettangolari  rappresentate  in  A/A/', 
A, 'A,",  Aj'A," A'„_jA"„_,.  Prendasi  per  origine  di  coordi- 

nate il  punto  0 intersezione  della  verticale  passante  per  A,  col- 
l’orizzontale condotta  per  A„,  e si  assumano  le  direzioni  Ox  ed  Oy 
delle  accennate  rette  per  assi  coordinati  positivi  onde  riferirvi  le 
posizioni  dei  vertici  del  prolìlo  della  superficie  superiore  del  terra- 
pieno, dei  vertici  della  sezione  retta  del  prisma  spingente  e dei 
sovraccarichi.  Si  chiamino  ; 

X, ,  X],  Xf X„_„  Xp  le  lunghezze  delle  ascisse  dei  vertici 

del  profilo  della  superficie  superiore  del  terrapieno  rappresentati 

nei  punti  A„_i,  Ap,  essendo  nulla  l’ascissa  X,  del 

primo  vertice  A, , 

Y, ,  Y,,  Y„  Y4 Yb_„  Yp  le  lunghezze  delle  ordinate  degli 

stessi  vertici, 

X„_,  l’ascissa  del  punto  A„_,  in  cui  la  retta  A„A„_i,  rappresen- 
tante la  faccia  inferiore  del  prisma  spingente,  incontra  il  profilo 
della  superficie  superiore  del  terrapieno, 

Y„_i  l’ordinata  del  medesimo  punto, 

X„  l’ascissa  del  punto  A„,  la  cui  ordinata  è zero , 
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X',,  X',.  X', .X'„_j  le  «listaiize  orizzontali  dei  punti  A/,  A,', 

A', rappresentanti  le  rette  orizzontali  secondo  cui 

sono  limitate  dalla  parte  del  punto  le  diverse  zone  sovracca- 
ricale, dal  piano  verticale  proiettato  nell’asse  Oy, 

X,",  X,",  Xj" X"„_i  le  disianze  orizzontali  che  i punti  A,", 

A,",  Aj" A"„_„  rappresentanti  le  rette  orizzontali  che  limitano 

dairaltra  parte  le  diverse  zone  sovraccaricate,  hanno  dal  piano 
verticale  proiettato  in  Oy, 

X'  l’ascissa  del  punto  A',  rappresentante  la  retta  orizzontale  che 
dalla  parte  di  A,  limita  una  zona  sovraccaricata,  la  quale  si  suppone 
taj^liata  dal  prisma  spingente; 

l’angolo  che  la  faccia  inferiore  A„  A„_,  del  prisma  spingente 
fa  coll’orizzonte  ; 

$ la  superfìcie  della  sezione  retta  dell’or  indicalo  prisma; 

II  il  peso  dell’niiilà  di  volume  di  terrapieno; 

9 l’angolo  d’attrito  delle  terre  del  terrapieno  sopra  se  stesse, 
ossia  quell’angolo  il  quale  ha  per  tangente  trigonometrica  il  valore 
del  coefficiente  d’attrito  /fra  le  accennate  terre; 

9'  l’angolo  d’attrito  delie  terre  del  terrapieno  sopra  la  parete 
del  ritegno , ossia  quell’angolo  la  cui  tangente  trigonometrica  è 
il  coefficiente  d’attrito  f delle  indicate  terre  contro  la  delta  parete; 
|3  l’angolo  A,  A„x  che  la  parete  del  ritegno  fa  coH’orizzonte  e che 

Y 

ammette  per  tangente  il  quoziente  — ^ ; 

p^,  /),,  Pi,  /)„_s  i pesi  dei  sovraccarichi  per  ogni  unità  di 

superficie  delle  proiezioni  orizzontali  delle  liste  rettangolari  sulle 
quali  essi  si  trovano  uniformemente  dislrihuiti, 

p il  peso  del  sovraccarico  per  ogni  unità  di  superficie  della  pro- 
iezione orizzontale  della  zona  sovraccaricala  A'  A"  che  supponcsi 
tagliata  dalla  faccia  inferiore  A„A„_,  del  prisma  spingente, 

1*  il  peso  del  prisma  spingente,  avente  s per  superficie  della 
sua  sezioii  retta  e per  lunghezza  l'unità , auineulnlo  dei  sovrac- 
carichi di  cui  il  detto  prisma  trovasi  gravato  sulle  sue  facce  superiori. 
Il  la  spinta  che  questo  prisma  produce  contro  la  parete  A,  A„  per 
un  tratto  di  essa  lungo  l’unità, 

Q la  componente  orizzontale  della  spinta  R, 

V la  componente  verticale  della  stessa  spinta. 

Considerando  il  prisma  di  terra  AjAjAj.V, A„_iA„_,A„  al 

momento  in  cui  è in  procinto  di  scorrere  lungo  il  piano  A„A,_„ 
esso  esercita:  sul  terrapieno  iin’infinilà  di  pressioni  elementori 
riducibili  ad  una  pressione  unica  N normale  aU’ncccnnalo  piano 
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A„  A„_,  con  sviluppo  dì  una  forza  conlcnuta  nello  lilesso  piano, 
rappresentante  la  resistenza  dovuta  airatlrito  delle  terre  fra  di  loro, 
proporzionale  ad  N ed  espressa  da  /'N;  contro  il  ritegno  pure  un’in- 
finità di  pressioni  elementari  producenti  una  pressione  N'  normale 
alla  parete  piana  A,  A„  con  svolgimento  di  una  resistenza  d'attrito 
agente  nel  piano  di  detta  parete,  proporzionale  alla  pressione  N'  e 
data  da/*N'.  La  risultante  S delle  due  forze  N ed  /"N  fa  colla  nor- 
male GN  al  piano  A„A„_,  un  angolo  NGS,  la  cui  tangente  è f, 
e quindi  di  valore  9.  La  risultante  R delle  due  forze  N'  cd/'N'  fa 
colia  normale  HN'  alla  parete  A,A„  un  angolo  N'HR,  la  cui  tan- 
gente è /*,  e quindi  di  valore  7'.  I punti  d'applicazione  G ed  H 
delle  accennate  risultanti  si  trovano  in  quelle  posizioni  per  le 
quali  è possibile  lo  stato  d'equilibrio  prossimo  al  moto  del  prisma  di 

terra  A,  A,  A1A4 A„_,  A„_,  A„.  Ora,  essendo  le  due  pressioni 

R ed  S causate  dal  peso  P,  sono  esse  le  componenti  che  risultano 
scomponendolo  nelle  due  direzioni  IHR  ed  IGS  ìncontranlisi  in 
uno  stesso  punto  I della  verticale  passante  pel  centro  di  gravità 
del  prisma  di  terra  considerato  e dei  suoi  sovraccariebi  ; e,  im- 
maginando costrutto  il  parallelogramma  I (R)  P (S)  avente  per 
sua  diagonale  una  retta  verticale  rappresentante  in  direzione  ed 
intensità  il  peso  P,  ecco  come  sì  può  procedere  nei  determinare 
la  spinta  R,  la  quale  trovasi  rappresentala  in  intensità  e direzione 
dal  lato  I (R)  del  detto  parallelogramma. 

La  superficie  del  poligono  AjA.AjA, A„_,A„_,A„,  essendo 

la  somma  delle  aree  dei  trapezi  OA,A,l)„  DjA^  AjDj,  DjAjAjU,, 

D„_,  A„_,  A„_,  l)„_,  diminuita  di  quelle  dei  due  triangoli 

A„A„_,I)„_,  ed  A„A,0,  vicn  data  da 


1 


( “1”^  s)~l-  — ^s)  0 j)~l“ (^4  — ^s)  (Yi+ Y4) 

•+• +(Xn-S X„_,)  Y„_,)  , 

H-  (X„_i — Xj_  j)  (\  „_s  -f-  Y„_i) — (X„_, — X„)  Y„_, — X„  Y,  _ 


la  qual  espressione,  ponendo 


X»('Y4~i-A,)-i-(Xj — X,)(\j-+-^j)-+-  (X* — X,)  (Yj  4-  y t) 

-4-  • • • • -f-  (X„_i — X„_i)  ( Y„_a  -1-  Y o_j)  — ^X„_j  Y 

-X„Y, 


= A (1) 
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e mettendo  Y,_,  faltor  comune,  si  riduce  a 

s=Ì[a-|-Y^X._.-(X^-XOY^  ] . 

Il  peso  del  prisma  di  terra  rappresentato  nel  poligono  A,  A, 
A, A4 A._,A„_,A„,  avente  l’unilà  per  lunghezza  ed  * per  super- 

ficie della  sua  sezione  retta,  è 

|n[A+Y._.X._.-(X._,-X.)Y^.]  (I). 

Tutti  i sovraccarichi  esistenti  sulla  superficie  superiore  del  terra- 
pieno costituiscono  un  peso  espresso  da 

j TP,  (X/-X/)-^-p.(X,'-X,')^-p,(X/-X,')^- 

I -l-p_.(X'._.-X'._,)-hp(X._.-X') 

il  quale,  ponendo 

j p,  (X.'-X.')H-p,  (X,'-X,')+p,  (X,'-X.')ri- 

' ~HPii-«(X*n-l X„_j) 

si  riduce  a 

B+p(X_.-X')  (II). 

Il  peso  P,  somma  di  quello  del  prisma  spingente  dato  dall’espres- 
sione (1)  e di  quello  dei  sovraccarichi  che  su  esso  si  trovano,  dato 
dall’espressione  (li),  ha  per  valore 


A+|(b-pX')+ )x._, 
-(X_,-X,)Y^. 


(IH). 


Chiamando  ora  a;  ed  y le  coordinate  correnti  delle  rette  A,  A,_,  e 
Aa_|Ap,  esse  hanno  rispettivamente  per  equazioni 

i/=(a:— X.)tang|, 
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y=Y^,+C(»-X^), 


essendo  C la  tangente  trigonometrica  dell'angolo  A,A._,A'p  data 
dall’equazione 


,_Yp-Y„_. 

'-Xp-x.:: 


(3); 


e quindi  le  coordinate  X._,  ed  Y,_,  del  loro  punto  d’intersezione 
A,_i sono 


_X.tang»}'-f-Y  P — I CX,_. 

tangi— C 

V X.^1 — C(X*_i — Xb) 

ung+-c ‘^"8'^' 

Ponendo  questi  valori  di  Xo_,  e di  Y,_,  nell’equazione  (III) , e 
facendo 


^(X.-X')-Y^(X^-2X.) 
H-C(x._,-X.y  = D 


(A), 


(5). 


si  ottiene  il  sepente  valore  di  P in  funzione  dell’angolo  ^ e delle 
coordinate  dei  vertici  A„Af,A|,A4 A._„  Ap  ed  A., 


p_l„Dtangif-t-E 

5 tangV— C 


(VI). 


Per  ottenere  la  spinta  R prodotta  dal  peso  P contro  la  parete 
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A,  A„  si  osservi,  che  dal  triangolo  1(H)P,  i cui  lati  IP  ed  I (R)  rap- 
presentano rispettivamente  le  forze  P ed  R,  si  ha 


R=:P 


senlP(R). 

senl(R)P’ 


che,  ituiuaginando  abbassale  da  1 le  doe  perpendicolari  Id  ed  le 
su  A„A„_,  ed  A„A,  e prolungata  la  IPOno  ad  incontrare  in/Toriz- 
zonlale  Oo:,  agevolmente  si  deduce 

IP(R)=PlS=Pld-Sld=rA„_,A.x-SGN=^— 
l(R)P=180'  — 1P(R)— RIP=180“— 1P(R)  — (el/— elR) 


u che  per  conseguenza  risulta  il  seguente  valore  di  R 


R=P 


sen(xf  — ?) 
sen(9-l-9'-l-fi — •}) 


(VII). 


Se  ora  in  quest’equazione  si  sostituiscono  il  valore  di  P dato  dal- 
requazione  (VI)  e gli  svolgimenti  dei  seni  delle  differenze  degli 
archi  e 9,  e 1^,  se  numeratore  c denominatore  della 

frazione  che  è moltiplicata  per  P si  dividono  per  cos  e se  ai 
detti  due  termini  di  questa  frazione  si  pungono  rispettivamente  fat- 
tori comuni  cos  f e cos  (9+9’4-f').  il  valore  di  R diventa 


V 1 

2 cos(<p-+-9'-1-/8)'^  I 

X — Elang?  | (VUl). 

I — lang®»f-f-[c-f-tang((j!-+-(p'+fl)  jtang  .|«  l 
— Ctang  (9-1-9' -ffl) 


Per  trovare  le  componenti  orizzontale  Q e verticale  V della  spinta 
R bisogna  prima  procurarsi  l’angolo  RI 9,  che  la  detta  spinta  fa 
coll’orizzonte.  Perciò  si  osserva  che  dalla  Ggura  risulta 

R I j 1 R 1 /-r:  90"  - le  I /— « I R) = 5-4- 9'— 90», 
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e che  per  conseguenza,  essendo  Q=:RcosRIgr  e VrrRsenRljf, 
risultano  le  seguenti  equazioni  detenninatrici  di  Q c di  V 


Q=Rsen(fl+(y') 
V= — Rcos(P-d-9') 


(IX). 


212.  Determinaziome  del  prisma  di  massima  spinta.  — Il  va- 
lore della  spinta  R dato  dall’equazione  (VII)  è nullo  per  i{<  = 9, 
e lo  stesso  succede  per  giacché  il  prisma  spingente,  ridu- 

cendosi ad  avere  una  base  nulla,  ha  pure  un  peso  nullo,  e pro- 
duce quindi  una  spinta  nulla.  Segue  da  ciò  che,  facendo  variare 
la  posizione  del  piano  A„A„_i  separante  il  prisma  spingente  rap- 
presentato in  A,  Aj  Aj  A4 A„_,  A„_,  A„  in  modo  che  l'angolo 

corrispondente  A„_,A„x-  prenda  lutti  i valori  compresi  fra  <j>  e p, 
si  deve  trovare  un  certo  valore  deU’angolo  per  cui  il  relativo 
prisma  spingente  produce  la  spinta  più  grande  di  tutte  quelle  che 
corrispondono  a quanti  altri  prismi  possono  essere  separati  dal 
terrapieno  mediante  piani  inclinali  passanti  per  l'orizzontale  rap- 
presentata in  A„.  Questo  valore  particolare  di  che  verrà  indi- 
calo con  è appunto  quello  che  imporla  di  conoscere  per  la 
pratica  determinazione  della  spinta  prodotta  da  un  terrapieno 
contro  la  parete  piana  di  un  ritegno  destinato  ad  impedire  gli 
scoscendimenti. 

Facendo  il  coefGcienle  differenziale  ^ ; mediante  l’equazione 

d tan  ‘ 

(Vili),  eguagliando  a zero  quel  fattore  che  è funzione  di  tang  e 
che  fa  diventar  nullo  il  detto  coefGciente  differenziale,  operando 
tutte  le  riduzioni,  e cangiando  tj/  nel  suo  valore  'V  corrispondente 
al  prisma  di  massima  spinta,  si  ottiene  la  seguente  equazione  de- 
terminatrice  di  V 


[^E-d- D [C+ tang  (<p -1- 9'+ P) — tang  9 ] Jtang’ T 
— 2 j^CDlang(9-f-9'-+-P)-d-Elang9  jtang  V 
+ (CD-+-E)Ung(9-|-9'-+-P)lang9 
— CE[tang(9-i-9'-+-P)— tang9j  ^ 
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Quest’ equazione  conduce  a trovare  due  valori  di  tang  >(',  e bi> 
sogna  ritenere  siccome  determinante  il  prisma  di  massima  spinta 
quello  cui  corrisponde  l'angolo  *1'  compreso  fra  <p  e (3. 

Supponendo  ora  che  A„A„_,  rappresenti  appunto  la  faccia  infe- 
riore del  prisma  di  massima  spinta,  e chiamando  X„  ed  ¥„  le 
coordinate  del  punto  A„_„  il  quale  verrebbe  cosi  a rappresentare 
l’intersezione  di  detta  faccia  colla  superfìcie  superiore  del  terra- 
pieno, si  ottengono  le  dette  coordinate  punendo  nelle  equazioni  (IV) 
e (V)  il  valore  di  tang  dedotto  dall’equazione  (1)  in  luogo  di 
tang  tj/,  e cangiando  rispettivamente  X„_i  ed  Y„_i  in  X^  ed  Y„; 
cosicché  risulta 


X„= 


Y„  = 


X„tang<l'-f-Y,_.— CX„_, 
tang*r — C 

Y^,-C(X„_,-X.) 
Umgq" — C 


(2). 


langT 


Per  determinare  in  ogni  caso,  ed  a seconda  della  forma  della 
superflcie  superiore  del  terrapieno  e dei  sovraccarichi  su  essa  esi- 
stenti, la  vera  posizione  della  faccia  inferiore  del  prisma  di  mas- 
sima spinta,  colle  equazioni  (1),  (2),  (5),  (4)  e (5)  del  numero 
precedente,  si  calcolino  i sistemi  dei  valori  delle  costanti  A,  B,  C,  U 
ed  E supponendo  successivamente  che  la  detta  faccia  inferiore  tagli 
la  superficie  superiore  del  terrapieno  nei  tratti  che  trovansi  rappre- 
sentati in  A,A'„  A',  A"„  A",A„  A,A'„  A',  A"*,  A",A„  A,A'„  A',A"„ 

A",A^ Di  mano  in  mano  che  si  conoscono  i valori  di  queste 

costanti  si  sostituiscano  nell’equazione  (i)  per  calcolare  i corrispon- 
denti valori  di  tang  'f,  e per  ottenere  il  valore  di  X„  dalla  prima 
delle  equazioni  (2).  I successivi  valori  di  X„  si  paragonino  colle  ascisse 

dei  punti  A'„  A"„  A,,  A',,  A",,  A„  A'j,  A"„  A4 ; ed  il  prisma 

di  massima  spinta  trovasi  determinato  quando  il  valore  di  X„, 
calcolato  nell'ipotesi  che  l’incontro  dalla  faccia  inferiore  di  questo 
prisma  colla  superficie  superiore  del  terrapieno  cada  su  un  de- 
terminato tratto  di  quest’ultima,  è eguale,  oppure  compreso  fra  i 
valori  delle  ascisse  dei  due  punti  rappresentanti  le  orizzontali  che 
limitano  un  tal  tratto. 

La  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  fa  general- 
mente coll’orizzonte  un  angolo  il  quale  d’alquanto  si  scosta  dai  due 
suoi  limiti  9 e p.  Da  quest’osservazione  deriva  che,  nell’intento  di 
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abbreviare  il  lavoro  necessario  alla  determinazione  deU'acccnnalo 
prisma,  conviene  incominciare  ì tentativi  supponendo  che  l’indicata 
sua  faccia  incontri  la  superfìcie  superiore  del  terrapieno  in  tali  siti 
da  risultare  l'angolo  che  essa  fa  coll' orizzonte  nè  troppo  vicino 
al  suo  limite  inferiore  nè  troppo  prossimo  al  suo  limite 

superiore  A,A„x. 

il  3.  Spinte  e suo  punto  d'applicezione  nel  ceso  in  coi  il  prisma 
spingente  è terminato  da  un  piano  inclinato  con  sovraccarico 
uniformemente  distribuito  nella  sua  proiezione  orizzontale.  — 
Per  giungere  ora  a trovare  le  formale  mediante  le  quali,  una  volta 
determinato  il  prisma  di  massima  spinta , torni  agevole  in  ogni 
caso  particolare  il  ricercare  l’intensità,  le  componenti  orizzontale 
e verticale,  ed  il  punto  d’applicazione  della  spinta  che  un  terra- 
pieno esercita  contro  la  parete  piana  di  un  ritegno,  si  esamini  il 
caso  in  cui  il  prisma  spingente  è superiormente  terminato  da  una 
superficie  piana  inclinata  aH’orizzonte,  e portante  un  sovraccarico 
uniformemente  distribuito  sulla  sua  proiezione  orizzontale. 

Sia  A,  A„  (fig.  178)  la  retta  rappresentante  la  parete  spinta, 
A,  A quella  che  determina  la  superficie  superiore  del  terrapieno, 
ed  A,  A,  la  faccia  inferiore  del  prisma  spingente.  Si  consideri 
una  porzione  di  questo  prisma  orizzontalmente  lunga  l’unità,  e 
si  ritengano  le  denominazioni  che  già  vennero  stabilite  al  nu- 
mero 211  per  quanto  concerne  al  peso  dell’unità  di  volume  di 
terrapieno,  al  peso  del  sovraccarico  riferito  all’unità  di  superficie 
della  proiezione  orizzontale  della  faccia  superiore  del  terrapieno, 
agli  angoli  d’  attrito , agli  angoli  esprimenti  le  inclinazioni  della 
parete  spinta  e della  faccia  superiore  del  prisma  spingente  coll’o- 
rizzonte, alla  tangente  trigonometrica  dell’angolo  che  il  piano,  se- 
condo cui  termina  superiormente  il  terrapieno,  e che  viene  incon- 
trato dalla  faccia  inferiore  del  prisma  spingente,  fa  coH’orizzonte. 
Si  chiamino  : 

y l’altezza  verticale  A,0  del  tratto  di  parete  spinta  sulla  quale 
si  suppone  agire  il  prisma  spingente  AiA,A„ 

y'  l’altezza  verticale  A,  U'  di  un  altro  tratto  di  parete  spinta  su 
cui  si  suppone  agire  una  parte  A,  A',  A',  del  prisma  spingente  se- 
parata da  questo  mediante  un  piano  A',  A',  parallelo  ad  AjA„ 

I la  distanza  QO  fra  il  piano  orizzontale  passante  pel  punto  A,  e 
quello  passante  pel  punto  A^, 

R la  spinta  che  ha  luogo  contro  la  parete  A|A,, 

R'  quella  che  si  verifica  contro  A, A',, 
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Q la  Goroponentc  orizzontale  della  prima  spinta, 

Q'  la  stessa  componente  per  la  seconda, 

Y la  distanza  del  punto  d’applicazione  della  spinta  R dal  piano 
orizzontale  passante  per  A,, 

Y'  la  distanza  dello  stesso  punto  d'applicazione  dal  piano  orizzon- 
tale passante  per  A„  e 

Z la  sua  distanza  dal  piano  orizzontale  passante  per  A„. 

Nel  caso  particolare  in  questione,  essendo  un  triangolo  la  sezion 
retta  del  prisma  spingente,  si  ha 

X._,=X,=0,  Y^.=W,=Y,  = y, 

x„_^=óD,=x„  y._^=£ì;à,=y„ 

X, = ÒÀ  J = X,  = — y cot  P , 

e quindi  U valore  di  A,  come  risulta  daU'equazioDe  (1)  del  numero 
211,  è 


A= — XjY,  = y’coip. 

Trovandosi  il  sovraccarico  su  tutta  la  superficie  superiore  del  terra- 
pieno,' esiste  la  sola  lista  sovraecaricata  che  è incontrata  dalla 
faccia  inferiore  del  prisma  spingente,  e che  incomincia  daU'orizzon- 
talc  rappresentata  in  A„  per  cui 

B=0,  X'=0. 

1 valori  di  D e di  E,  a cui  conduce  rapplicazione  delle  equazioni  (4) 
e (5)  dei  num^  211,  sono 

D = — ■ cot  p Ql  — C col  p ) y‘ -+- -j?  y J , 

E=(1  — Ccotp)y‘-d-^y; 

e quindi  il  valore  di  R (equazione  VITI  del  numero  211),  effettuando 
i prodotti,  ordinando  il  numeratore  della  frazione  che  è funzione 
di  tang  i(«  secondo  le  potenze  di  y,  e mettendo  in  evidenza  il  fattore 
comune 
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(langi^  — langtf)  (1 — cot^ilangij/), 

si  riduce  a 

i cosy 

”-2‘  cos(9  + 9+(J)'^ 

(lang  t an  g ip)  (1 — co  l fi  I an  g ij/)  [(1  — C col  p)j/*4- ^ y J 

^ — lang*^p-+-[G^-Tang((p^-9'-f-p)]iang•|- 

— Ctang(9>+9'-f-P). 

Se  ora  si  pone 

I «^osp  \ 

l cos(f4-'?'-4-tJ)^  i 

I y (lang'j' — tangip)(l  — cotptangv{<) 1 =F  (1),  ■ 

I ^ — lang|*+[C4-tang(ip4-<p'-f-p)]tangM 

\ — CUng(9-4-(p'-l-P)  ) 

la  trovata  espressione  di  R diventa 

R=^IlF[{l-Ccotp)y«4-~Py]  (2), 

e la  sua  componente  orizzontale  Q vien  data  (equazioni  IX  del  nu- 
mero 111)  da 

^ “ 2 ^ ^ ^ ^ ^ ^ J ^ ^ ■ 

Se  invece  di  considerare  il  total  prisma  spingente  A,A,A|  si  con- 
sidera solo  la  parte  A,A',A'„  non  cangiando  i valori  di  n,  p,  9,9', 

<1^  e C e quindi  neppure  quello  di  F,  ma  sibbene  diventando  y'  il 
valore  di  y,  si  ba 

Q'=  I n f[(1  — C cot p ) y'*-h  ^ y'  ] sen (P-H9'). 
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La  spinta  oriizontale  elementare  su  una  lista  A', A",  alta  vertical- 
mente 0'0"=dy  è 

d Q'=  5 n F [2  (1  - Ccol  sen  vP-4-?')  dy', 

ed  il  momento  di  questa  spinta  elementare  rispetto  al  piano  oriz- 
zontale passante  per  A,  vien  espresso  da 

y'd  Q'=  1 II  F [2  (1  - C cot  P)  t/'* ] sen  (p-h  T*)  d y’- 

Siccome  poi  la  somma  dei  momenti  delle  spinte  elementari  che 
hanno  luogo  lungo  la  parete  A,  A,  rispetto  all’  accennato  piano 
orizzontale  deve  fare  il  momento  della  spinta  orizzontale  totale  Q 
rispetto  allo  stesso  piano,  si  ha  la  seguente  equazione  determina- 
trice  di  Y 


rV 

[0-Ccotp)y‘-h^y]Y=J  [2(l-Ccotp)y'‘-+-^y']dy', 

0 

la  quale,  in  seguito  ad  integrazione,  conduce  ad  ottenere 

\—y  2n(l— Ccotp)y-|-3p 
3’  n(i — Ccotp)y-l-2p  ■ 

L’altezza  Y'  del  punto  d'applicazione  della  spinta  R al  di  sopra 
del  piano  orizzontale  passante  per  A,  è la  differenza  y — Y,  e quindi 
vien  data  da 


„,_y  n(i— Ccotp)y-4-3p  „ 

3’n(l— Ccotp)y-i-2p 

e la  distanza  Z del  suo  punto  d’applicazione  dal  piano  orizzontale 
passante  per  A,  ammette  il  valore 


n_y,y  ^(1:;:;_C^tP)y+3p 
3 • n(l— Ccotp)y-l-2p 


{*)■ 
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214.  lateraesione  della  parete  piaaa  contro  la  quale  ha  luogo 
la  apinta  con  un  piano  parallelo  alla  faccia  inferiore  del  priama 
di  maeaima  apinta,  a con  una  delle  facce  coatituenti  la  superficie 
superiore  del  terrapieno.  — Se  da  tutte  le  rette  orizzontali  poste 
sulla  superScie  superiore  del  terrapieno,  c rappresentate  nei  punti 

{jig.  175)  A/,  A/',  A„  A,',  A,".  A„  A.',  A,",  A,  A._„  A'._„ 

A",_,  ed  A',  si  immagiuano  condotti  tanti  piani  paralleli  alla  faccia 
inferiore  del  prisma  di  massima  spinta,  e quindi  facenti  coH’oriz- 
zonte  l'angolo  H',  la  total  parete  A,  A„  viene  tagliala  da  questi 
piani  secondo  altrettante  rette  orizzontali  rappresentale  nei  punti 

B,',  B,",  B„  B,',  B,",  B„  B/,  B ",  B,  B„_„  B'„_,.  B"„_.  e B',  ed 

ecco  come  si  fissa  la  posizione  di  una  di  queste  orizzontali. 

Sia  Ai  (fig.  179)  il  punto  che  rappresenta  la  retta  orizzontale 
della  superficie  superiore  del  terrapieno  per  cui  si  conduce  il  piano 
parallelo  alla  faccia  inferiore  A„A„_,  del  prisma  di  massima  spinta, 
la  retta  A, B^  determini  il  detto  piano,  e,  ritenute  le  denomina- 
zioni già  stabilite  ai  numeri  211  e 212  per  quanto  spetta  all’ordinata 
ed  agli  angoli  A,  A,  a;  e A„_,  A„x,  si  chiamino  : 

X,  ed  Yi  le  due  coordinate  OUi  e D,Ai  del  punto  A,  rispetto  agli 
assi  ortogonali  Ox  ed  Oy,  il  primo  orizzontale  e passante  per  A„, 
il  secondo  verticale  e passante  per  A„ 
l'ordinata  05^  del  punto  B^; 

essendo  x ed  y le  coordinate  correnti  delle  due  rette  A„A,  ed  A|B„ 
esse  hanno  rispettivamente  per  equazione 


y— Y,=a:tangP 
y— Y,.— (x— Xi)lang»l^ 

e quindi  l’ordinata  del  loro  punto  d’intersezione  B,  vien  data 
dall’equazione 

;_Yj— (X,-+-Y,  cotp)langy 
‘ i — colplangV  ' 

Prolungando  ora  le  rette  A,Aj,  A„_,  A._,  (/ig.  175) 

rappresentanti  le  facce  superiori  del  prisma  di  massima  spinta  fino 
ad  incontrare  la  retta  A.  A,  la  quale  rappresenta  il  piano  in  cui 
trovasi  la  parete  spinta,  risultano  nei  punti  C,,  C, C„_,  le  in- 

tersezioni di  questa  con  quelle,  ed  ecco  come  sì  può  procedere 
per  fissare  una  di  tali  intersezioni.  Si  consideri  in  generale  la  faccia 
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superiore  del  prisma  di  massima  spinta  rappresentata  colla  retta 
A.A,^  (Jig,  179)  incontrante  la  parete  spinta  secondo  l'orizzonlale 
proiettata  nel  punto  C„  si  ritengano  le  denominazioni  che  già  ven- 
nero stabilite  in  questo  numero,  e si  chiamino 
Xj^.,  ed  le  coordinate  del  punto  A,^,  e 
Vi  l'ordinata  Òc,  del  punto  C,  ; 

essendo  x ed  j/  le  coordinate  correnti  delle  rette  A„A,  ed  A,A,^,, 
siccome  l’equazione  della  prima  retta  è l’equazione  (I),  mentre 
quella  della  seconda  è 


l’ordinata  v,  del  loro  punto  d'intersezione  vien  data  dall'equazione 


"V  Y 

\ — ^ ^COtfJ 

Ai-M  Ai 


(2). 


215,  Spinte  massima,  sue  componenti  oriszontale  e verticale 
e suo  punto  d'applicar.ione  nel  caso  più  generale  che  si  può 
presentare  aH'ingegnere  costruttore.  — Una  volta  calcolate  tutte 

le  ordinate  dei  punti  B/,  B,",  B,,  B,',  B,",  Bj,  B,',  B/',  B^ 

Bn_i,  B'„_,,  B"„_,  {fig.  175)  mediante  l'equazione  (1)  del  numero 
precedente,  e quelle  dei  punti  C„  Cj,  C4 C„_,  coll’applica- 

zione dell’equazione  (2)  dello  stesso  numero,  torna  facile  il  trovare 
con  semplici  differenze  le  altezze  verticali  A, 6,',  A,  6,",  A,6„  Cjò,', 

1C464  , C|  Cj  Ò3,  C3  Ò3  , C\  b^  , Cn_j  6,i_3,  Cn_j  à n— 1, 

c„_,0.  Le  tre  altezze  A,  6,',  A, 6,"  e A,  6,,  conveniente- 
. mente  applicando  le  equazioni  (1)  e (2)  del  numero  215,  si  im- 
pieghino per  determinare  la  spinta  r,'  prodotta  dal  prisma  di  terra 
A,  B,'  A,'  senza  sovraccarico  , le  spinte  R,'  ed  R,"  prodotte  dai 
prismi  A,  B,'A,'  ed  A,  B," A,"  supposti  uniformemente  sovraccaricati 
come  lo  è il  tratto  A,' A,"  della  superfìcie  supcriore  del  terra|Mciu>,  e 
le  spinte  r,"  e 0,  prodotte  dai  prismi  A,B,"A,"  cd  AiBjA,  senza 
sovraccarichi.  Le  quattro  altezze  Cj6j,  Cjò,',  Cj6,"  e c^b,  si  fac- 
ciano servire  per  trovare  le  spinte  r,  ed  r,'  prodotte  dai  prismi 
C,B,A,  e CjB/A,'  senza  sovraccarichi,  le  spinte  R,' ed  R,"  pro- 
dotte dai  prismi  C,  B,'  A,'  c C,  U,"  A,"  supposti  uniformemente 
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soTraccaricati  come  il  tratto  A,' A,"  della  snperdcie  superiore  del 
terrapieno,  e le  spinte  r,"  e p,  prodotte  dai  prismi  C,  B,"  A,"  e 
C,  B,  A,  senza  sovraccarichi.  Analogamente  si  determinino  tutte  le 

spinte  r,  ed  r/,  B,'  ed  Rj",  r,"  e p, r„_,  ed  R'„_,  ed  R"„_„ 

e p„_,  rispondenti  rispettivamente  ai  prismi  C,B,A]  e CjB/Aj' 
senza  sovraccarico,  ai  prismi  CjB,'A/  e CjB/'A,"  con  sovraccarico 
uniforme  come  sul  tratto  A,' A,",  ai  prismi  C,B/'A,"  e C,B^A4  senza 

sovraccarico ai  prismi  C._,B_,A„_,  e C„_,B'„_,A'„_,  pure 

senza  sovraccarico,  ai  prismi  C„_,B'„_,A'„_,  e C„_,B"„_,A"„_,  con 
sovraccarico  uniformemente  distribuito , c finalmente  ai  prismi 
C„_,  B"._,  A"„_j  e C_,  A,  A„_,  senza  sovraccarico.  Trovale  tutte 
queste  spinte  parziali  si  facciano  le  differenze 


R/- 

■R/. 

_ _ 1» 
Pi  — n 

R,’- 

R/, 

Pt  I 

ri— Ti, 

R/- 

Ri'. 

fi— V. 

^ ft— I J , R a—*  R n— I , S n— !, 

ed  evidentemente,  nel  caso  più  generale  in  cui  la  lista  sovraccari- 
cata si  debba  considerare  siccome  posta  fra  le  orizzontali  A._,  ed 
An-i  > si  ottiene  la  spinta  totale , che  è la  spinta  massima  R„ 
quando  nel  fare  le  spinte  parziali  siasi  messo  per  il  suo  va- 
lore M'  corrispondente  al  prisma  di  massima  spinta,  aggiungendo 
ad  r,'  la  somma  di  tutte  le  trovate  differenze,  e ponendo  quindi 
simbolicamente 


R„=r/-A  i S (R.'_r;)+  v (o.-r/)  (1). 

• =S  i = l i=l 

Si  è visto  al  numero  21.1  die  in  generale  si  ottengono  le  com- 
ponenti orizzontale  e verticale  della  spinta  prodotta  da  un  dato 
prisma  di  terra  contro  la  parete  piana  di  un  ritegno,  moltiplicando 
rispettivamente  per  sen  (p  + 9')  e per  — cos  (P-I-9')  il  valore  di 
detta  spinta.  Segue  da  ciò  che,  una  volta  trovato  il  valore  di  R„, 
si  calcolano  le  sue  componenti  orizzontale  Q„  e verticale  me- 
dianle  le  semplicissime  equazioni 
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Q„=R„sen  (p+<?') 

(2), 

V„=— R„cos(fì4-?') 

(3). 

Resta  ora  a trovarsi  il  punto  d’applicazione  della  spinta  R„,  e 
questa  ricerca  in  modo  facile  può  essere  effettuata  ammettendo 
l’ipotesi,  favorevole  alla  stabilità,  che  le  terre  in  procinto  di  sco- 
scendere tendano  a separarsi  secondo  piani  paralleli  alla  faccia 
inferiore  del  prisma  di  massima  spinta.  Applicando  l'equazione  (3) 
del  numero  213  si  calcolino  le  distanze  dei  punti  d’applicazione 
delle  spinte  parziali  r^  ed  R,',  R,"  ed  r,',  p,  ed  r„  r,'  ed  R,', 

R,"  ed  r,',  p,  ed  r„  r,'  ed  Rj',  R/  ed  r,',  p,  r„_,,  r'„_,  ed 

R'n-».  R'n-i  ed  r‘„_„  p„_,  dai  piani  orizzontali  rispettivamente  pas- 
santi pei  punti  B/,  B,',  B,,  B,',  B,',  B,,  B/,  B.,',  B,  B„_,, 

B'd-i.  B'„_,  , A„.  Alle  trovate  distanze  si  aggiungano  le  ordinate 
degli  stessi  punti,  ossia  le  loro  distanze  dal  piano  orizzontale  pas- 
sante per  A„,  onde  ottenere  le  distanze  dei  punti  d'applicazione 
delle  spinte  parziali  dal  piano  orizzontale  or  ora  delìnito.  Si  indi- 
chino con  z^  e Z,',  Z,'  e e z,,  z,'  e Z,',  Z/  e z,',  e z„ 

Zj  e Zj , Z,"  e Zj",  z„_j,  z e Z Z e z „_j, 

queste  ultime  distanze,  con  quella  del  punto  d'applicazione  delia 
spinta  R„  pure  del  piano  orizzontale  condotto  per  A„.  Ponendo 
che  il  momento  Q„Z„  della  spinta  totale  rispetto  all'indicato  piano 
deve  essere  eguale  alla  somma  algebrica  dei  momenti  di  tutte  le 
spinte  parziali  rispetto  allo  stesso  piano,  si  ottiene  un'equazione 
la  quale,  sopprimendo  il  fattore  sen(j3-|-^')  che  è comune  a tutti 
i termini,  giacché  invece  delle  spìnte  totale  e parziali  bisogna 
porre  in  essa  le  loro  componenti  orizzontali,  simbolicamente  può 
essere  scritta 


BmZ_ 


r/z.'-l-  i’  (r.V-r.z.)-H  r (R,'Z."-R,'Z,’) 

Ìs9  issi 


e da  cui  ricavasi 
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(r/z/-r.z.)+  r(Vz."-R.'Z,') 

i=S  i=»1 

+“r(*p.$.-r,"z.") 

i = t 

Le  cinque  spinte  parziali  r^\  R,',  R,',  r^  e o,,  prodotte  dai 
prismi  aventi  le  loro  facce  superiori  sulla  prima  faccia  della  su- 
perficie superiore  del  terrapieno  rappresentata  in  A, A,,  si  ridu- 
cono : alle  tre  R,',  r^  e p^  quando  il  sovraccarico,  incominciando 
dall'orizzontale  A,,  si  estende  fino  all’orizzontale  A,';  alle  tre 
r/,  R/  ed  R/,  quando  il  sovraccarico  occupa  una  lista  limitala 
dalle  orizzontali  A,'  ed  A,;  alla  sola  spinta  R,"  quando  il  sovracca- 
rico esiste  su  tutta  la  faccia  A,  A,;  ed  alla  sola  spìnta  r,'  quando 
la  detta  faccia  non  porta  sovraccarico.  Le  sei  spìnte  parziali  r,, 
r,\  R,',  R,',  Tj'  e p,  rifcrentisi  a prismi  aventi  le  loro  facce  superiori 
su  un  piano  qualunque  G.A.Ai^,  (ftg.  179),  si  riducono:  alle 
quattro  R,',  R,',  r/  e p,  quando  la  lista  sovraccaricata  incomincia 
coU'orizzontale  A,  per  terminare  colforizzontale  A/;  alle  quattro 
R/  ed  R.'  quando  il  sovraccarico  trovasi  su  una  lista  rap- 
presentata in  A,' Ai 4.,,  che  si  estende  dalla  orizzontale  A,'  all’oriz- 
zontale AjH.,;  alle  due  R,'  ed  R,'  quando  il  sovraccarico  si  trova  su 
tutta  la  faccia  Ai  A,  4,;  ed  alle  due  fi  ed  r'  quando  non  esiste  so- 
vraccarico alcuno.  Finalmente,  per  quanto  concerne  ai  prismi  le 
cui  facce  superiori  si  trovano  sul  piano  C„_,A„_,A„_,  (Jig.  175), 
esistono  : le  sei  spinte  r„_,,  r'„_„  R'„_„  R'„_„  e p„_j  quando 
la  lista  sovraccaricata  cade  fra  l’orizzoiilale  A„_,  e l’orizzontale 
Aa-i  rappresentante  l'intersezione  della  faccia  inferiore  del  prisma 
di  massima  spinta  colla  superGcie  superiore  del  terrapieno  ; le 
quattro  R'„_s,  R'»-»,  e p„_,  quando  la  lista  sovraccaricata  in- 
comincia all’orizzonlale  A„_,  e termina  in  A'„_,  prima  dell’oriz- 
zontale  A„_,;  le  quattro  r„_„  r'„_„  R'„_,  ed  R'„_j  quando  l’orizzon- 
tale  A„_,  cade  sulla  lista  sovraccaricata  A'„_,  A'„_,;  alle  due  R'„_. 
ed  R'»_,  quando  il  sovraccarico  esiste  su  tutto  il  tratto  A„_,A„_,  ; 
ed  alle  due  r„_,  ed  r'„_,  quando  non  esiste  sovraccarico  alcuno 
sul  detto  tratio  A„_,  A._,. 

^16.  Risoluzione  di  alcuni  problemi  pratici.  — L’applicazione 
dell’esposta  teoria  è della  massima  facilità,  ed  ecco  la  risoluzione 

L'Arti  di  FÀMitiCARi  Heiittenta  dà  materiali,  eec.  — 55. 


Digitized  by  Google 


— 5^0  — 

di  alcuni  problemi,  i quali  sono  di  uso  continuo  nella  pratica  del- 
l’ingegnere costruttore. 

I.  Trovare  l’inlentità,  le  componenti  orizzontale  e verticale  ed  il 
punto  d'applicazione  della  spinta  esercitata  contro  la  parete  piana  e 
verticale  di  un  ritegno  da  un  terrapieno  lungo  orizzontalmente  l'unità 
e terminato  superiormente  da  una  faccia  p'iana  con  sovraccarico  uni- 
formemente distribuito  sulla  sua  proiezione  orizzontale. 

Essendo  verticale  la  parete  spinta,  essendo  un  triangolo  la  se- 
zione retta  del  prisma  spingente,  e venendo  la  faccia  inferiore  di 
questo  prisma  a tagliare  la  superfìcie  sovraccaricata,  si  ha  (fig.  ISO) 


X_,=rX,=0, 

Y._,=A3A,=Y,, 

Xn— J Aj  Dj X^ 

y„_,=ì);a,=y,. 

fi =90% 

X„=X,=0, 

A = 

-X,Y,=0, 

o 

II 

CQ 

X 

II 

o 

D=0, 

E = Y,  (y.-h 

ed  i trovati  valori  di  (ì,  I)  ed  E,  posti  neH’eqnazione  (f)  del  nu- 
mero 212,  conducono  alla  seguente  equazione  determinatrice  della 
tangente  trigonometrica  dell’angolo  AjAjScrr'r  che  la  faccia  infe- 
riore del  prisma  di  massima  spinta  fa  coll’orizzonte 


tang”!’ — 2tangotang  »r ^ -|-Ctang(p=:0, 

® &T  o iang(9+9') 


d’onde 


tang*E=:tangf-f- 


1 


K 


tang9 — G 


cos9f  Iang9+lang9' 


(i). 


Conoscendosi  ora  il  valore  di  tang  U',  si  trovi  il  valore  di  F me- 
diante Teqiiazione  (1)  del  numero  213  cangiando  in  essa  4 in 
e facendo  ^ = 90",  e si  ottiene 


Digitized  by  Google 


— 547  — 


p cosip  tangy — tangy 

cos(9-h<p')'  tang((p-|-9')  tang*'P' 

+ [1— Ctang(9+9')]tang»r— C. 

Questo  valore  di  F,  posto  nella  (2)  deirullimo  citato  numero  col- 
l’osservare  che  nel  caso  proposto  l’altezza  y della  parete  spinta  è 
A,A,  = Y,  e che  la  spinta  prodotta  dal  prisma  di  terra  rappre- 
sentalo in  A,  A,  A]  è la  spinta  massima  B„,  conduce  a trovare 


1 COS9  Y,([l  Y,-t-2p)  (tang  V — tang 9) 

“ §008(9-1-9')’  tang  (9 -(-9')  tang*  V 

-|-[i  — Ctang(9-|-9')]  tangV— C 


(2). 


Le  due  componenti  orizzontale  e verticale  Q„  e V„  della  spinta 
R„,  si  ottengono  mediante  le  equazioni  (2)  e (3)  del  numero  pre- 
cedente e,  per  essere  ^=90%  si  ha 


Q„=R„cos9', 

(3), 

V„=R„sen9'. 

(4). 

Resta  finalmente  a trovarsi  il  punto  d’applicazione  della  spinta 
massima  R„  sulla  parete  spinta  A^A,.  La  distanza  Z„  di  questo 
punto  dal  piano  orizzontale  passante  pel  punto  A,  si  ottiene  ap- 
plicando l’equazione  (4)  del  numero  213,  ponendo  in  essa  |=0, 
y=Yi,  /3  = 90°,  e cangiando  Z in  Z„,  per  cui  risulta 


_Y,  nv,-i-3p 
ÌT’IlY,H-2p 


(5). 


Riepilogando  la  risoluzione  del  proposto  problema  I,  agevol- 
mente si  riconosce  come  essa  riducasi  ad  assumere  come  dati 
l'altezza  Y,  della  parete  spinta,  la  tangente  trigonometrica  C del- 
l’angolo che  la  superfìcie  superiore  del  terrapieno  fa  coU’oriz- 
zonte , il  peso  II  dell’unità  di  volume  di  terrapieno , il  peso  p 
distribuito  suH’unilà  di  proiezione  orizzontale  di  delta  superfìcie, 
gli  angoli  d’attrito  9 e 9';  ed  a calcolare  successivamente  tangU', 
Rm.  Q«.  V„  e Z„  mediante  le  trovate  equazioni  (1),  (2),  (5), 
(4)  e (5). 
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Osservazione  4‘  — Nel  caso  parlicolarc  in  cui  l'angolo  A A,  a-', 
avente  C per  sua  tangente  trigonometrica  , è eguale  all’angolo 
d'attrito  9 delle  terre  del  terrapieno  sopra  se  stesse,  l’angolo 
che  determina  il  prisma  di  massima  spinta  vien  dato  da 

tang’r=:  tango, 

il  qual  risultato  porta  a concliiudere  che  la  faccia  inferiore  del 
prisma  di  massima  spinta  si  confonde  col  jiiano  del  naturai  decli- 
vio delle  terre  condotto  dairorizzontale  rappresentata  nel  punto 
Aj,  che  la  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  è paral- 
lela alla  sua  faccia  supcriore,  c che  quindi  questo  prisma  va  con- 
siderato siccome  un  masso  di  terra  il  quale  si  estende  ad  un'al- 
tezza indefinita. 

In  quanto  poi  al  valore  di  R,., , che  per  Gzztangtp  si  presenta 
sotto  il  simbolo  in  seguito  a soppressione  del  fattore  tang'f 
— tangip  comune  al  numeratore  ed  al  denominatore,  diventa 

"~2  • tang(?+9')Umgvr-+-1' 

Osservazione  2‘  — Quando  non  esiste  sovraccarico  sulla  super- 
ficie superiore  del  terrapieno,  le  equazioni  che  servono  a deter- 
minare M',  R„.,  Q„,  V„  e Z„  sono  quelle  segnate  coi  numeri  (I), 
(2),  (5),  (4)  e (5)  modificale  col  farvi  p — O.  L'equazione  (I),  es- 
sendo indipendente  da  /),  non  cangia  ; l’equazione  (2)  diventa 

U fos?  tangM’  — Inngy . 

” 2 ' cos(9-l-?')’  tang(9-+-!p')  taiig'‘*r  ’ 

[1  — C tang  (9-1-9')  ] tang'r — C 

per  rapporto  alle  equazioni  (3)  e (4)  bisogna  intendere  che  il  va- 
lore di  R„  che  esse  contengono  sia  quello  or  ora  trovalo  ; e final- 
mente l’equazione  (5)  si  riduce  a 

Z„=  ^ (G). 

Osservazione  3‘  — Se  la  superficie  superiore,  del  terrapieno  di- 
venta un  piano  orizzontale  con  sovraccarico  uniformemente  distrì- 
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biiilo  SII  esso,  nelle  equazioni  (1),  (2),  (5),  (4)  e (5)  che  conven- 
gono pel  caso  in  cui  la  detln  superficie  è un  piano  inclinalo , 
bisogna  porre  C=0.  Le  equazioni  (1)  e, (2)  delerniinanli  rispetli- 
vamenle  il  prisma  di  massima  spinta  c la  spinla  massima  diventano 


lang»r=tang  9- 


cosip  f 


tang? 

Iang9-f-tang9' 


(V), 


X 


tang'f — tang9 


tang (9-1-9')  lang*  H‘-|-lang'l' 


le  equazioni  (5)  c (4)  non  cangiano  quando  intendasi  die  il  valore 
di  R„  che  entra  in  esse  sia  quello  somministrato  dall'equazione 
ultima  trovala,  ed  il  valore  di  Z„  non  subisce  cangiamento  alcuno. 

Osservaiione  4‘  — Se  Gnaimcnte  la  superGcie  superiore  dei  ter- 
rapieno è un  piano  orizzontale  senza  sovraccarico , il  valore  di 
tangM'  rimane  quello  dato  dalla  prima  delle  equazioni  (7);  quello 
di  R„  si  riduce  a 


R — InY’  lang»T— tang9 

“ 2 ‘ cos  (9  + 9')  ’ lang  (9-I-9')  laiig’  U’-f-  tang'f  ’ 

i valori  di  Q„  e di  V„  risultano  dalle  equazioni  (3)  e (4)  ponendo 
in  esse  il  valore  di  R„,  calcolalo  roll'iiltima  equazione,  ed  il  va- 
lore di  Z„  rimane  quello  dato  daireqiiazione  (6). 

II.  Trovare  Tinlcnsità,  le  comjwnenli  orizzontale  e verticale  ed  il 
punto  d’applicazione  della  spinta  prodotta  contro  la  parete  piana  e 
verticale  di  un  ritegno  ila  un  terrapieno  lungo  orizzontalmente  l’unità 
e terminato  superiormente  da  due  facce  piane  non  sovraccaricate. 

Per  risolvere  questo  problema  bisogna  prima  decidere  se  la 
faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  taglia  la  prima  faccia 
della  superGcie  superiore  del  terrapieno  rappresentata  nella  retta 
A,  A,  (fig.  481),  oppure  se  taglia  la  faccia  successiva  A,  A.  Perciò, 
mediante  l’equazione  (1),  in  cui  C rappresenterà  la  tangente  trigono- 
metrica dell'angolo  A,A,a;',  si  calcoli  il  valore  di  tang'f,  e quindi 
coll’equazione  (2)  del  numero  212  si  trovi  il  valore  di  X„.  Se 
questo  valore  è minore  dell’ascissa  nota  X,  del  punto  A,  la  fac- 
cia inferiore  del  prisi>.a  di  massima  spinla  taglia  la  faccia  A,A„, 
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ed  il  problema  si  riduce  a quello  del  numero  precedente.  Lo  slesso 
ha  luogo  quando  il  valore  di  X„  risulta  eguale  a quello  di  X,, 
mentre  se  quello  risulta  maggiore  di  questo,  l intersczione  della 
faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  colla  superficie  su- 
periore del  terrapieno  cade  sulla  faccia  A,  A,  ed  è il  caso  in  cui 
si  ha  da  risolvere  un  problema  diverso  da  quello  del  numero  pre- 
cedente. 

Essendo  verticale  la  parete  spinta,  essendo  un  quadrilatero  la 
sezion  rella  del  prisma  spingente,  e non  trovandosi  sovraccarichi 
sulla  superGcie  superiore  del  terrapieno,  si  ha 


X«_j — A4  D, — X, , 

X»-i  — A4  D|  — X3 , 


Y„_,=D;à.:=Y., 

X„=X4=0, 


ArrX.(Y,+Y.)-X,Y,-X4Y,  = X,Y., 

B=0,  X'=0, 

D=X,(Y'4 — Yj-+-CXj),  E— — (8); 

e l'equazione  dcterminatrice  della  tangente  trigonometrica  dcU’an- 
golo  A,A^x=z^'  che  la  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima 
spinta  fa  coU'orizzonte  risulta 

^E-i-D[C — cot  (9-H9')  — tang9  ] Jtang’^^" 

— 2 [Etang9 — CDcot  (9-I-9')]  tangM' 

— (C  D -+- E)  tang  9 cot  (9 -I- 9') 

-f-CE  [tang9-+-cot(9-+-9')  ] =0 


(9). 


Immaginando  ora  condotta  per  la  orizzontale  rappresentata  nel 
ponto  A,  un  piano  parallelo  alla  faccia  inferiore  del  prisma  di  mas- 
sima spinta,  ed  immaginando  prolungata  la  faccia  A,  A,  del  detto 
prisma,  il  piano  della  parete  spinta  viene  tagliato  secondo  le  due 
orizzontali  rappresentate  nei  punti  U,  e C,  e le  altezze  di  queste 
orizzontali  al  di  sopra  del  piano  orizzontale  passante  per  A4,  ap- 
plicando le  equazioni  (1)  e (2)  del  numero  214,  si  trovano 
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B,  — E, = — X,  lang  'r 
A4Cj~vj~Ys — ex. 


00). 

(li). 


I prismi  A4B,A,,  C,B,A,  e C^A^A,  sono  quelli  da  considerarsi 
per  trovare  la  spinta  massima  esercitata  dal  prisma  AjA^AjA, 
contro  la  parete  A,  A,.  Le  altezze  delle  pareti  contro  le  quali  i 
delti  prismi  agiscono  sono 


b:.a,=y,-e,, 


BjC, — V,  Eii  AjC,  — V,  j 


le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli,  clic  le  facce  superiori  A,  A,, 
e,  A,  c C,A,  degli  stessi  prismi  fanno  coU’orizzonte,  valgono 


y.-Y. 

X, 


C, 


i cochìcienti  F relativi  agli  stessi  prismi  ammettono  i valori  f,',  /", 
ed  //risultanti  dnH'appIicaziune  deH'equuzione  (f)  del  numero  213 
e dati  da 


, COS  (? 

M 


tang'f — tangi 


cos(f-l-(p)  tang(^-t-f')  lang*V — 

X, 


^ cosy 

cos  (f-f-fO  ' 


tY Y “I 

l^-i^tang(9-4-<p')  langT 

tang*r — lang^ 


(12), 


tang  (?-+-?')  lang*»!' 

Ctang  (y-f-ip')  Jtangq'— C 

r t—ft't 

e finalmente  le  spinte  parziali  r/,  r,  ed  r/  esercitale  dai  prismi 
medesimi  contro  le  pareti  B,  A,,  B,C,  ed  A4C,,  come  risulta  dal- 
l'equazione (2)  dcH'ultimo  citato  numero,  ammettono  i valori 
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nA(v,— ys 

La  spinta  totale  R„  prodotta  dal  total  prisma  di  massima  spinta 
A,A,  AjA,  vale  r,'-|-r,' — r, , e quindi  la  della  spinta  e le  sue 
componenti  orizzontale  e verticale  si  trovano  mediante  le  equazioni 


R„=  2 n [a'  (Y.  - «.)’■!- A (2  V,  - £.)J 

(13), 

0„=R„  COS9' 

(14), 

V^rrR^senq»' 

(15). 

Le  distanze  z,  e z,'  dei  punti  d'applicazione  delle  spinte 
parziali  r/,  r,  ed  r,'  dai  piano  orizzontale  passante  per  A^  si  ot- 
tengono convenientemente  applicando  l'equazione  (4)  del  numero 
213,  ed  i loro  valori  sono 

..•=E.+^(V,-S.)  = J(S?.+V,), 

'•=  '■■+'3  ('■"'■■)=  3 ' 


Finalmente  la  distanza  Z„  del  punto  d'applicazione  della  spinta 
massima  R„  dal  piano  orizzontale  passante  per  A^,  la  quale  come 
risulta  dall’equazione  (4)  del  numero  215  si  riduce  a 

7 r,:. 


vien  data  dall'equazione 
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7 _i  „ 

^ — 6 R„. 


(16). 


Le  quantità  che  si  devono  assumere  come  cognite  nella  risolu- 
zione di  questo  problema  II  sono:  le  coordinate  Y„  X,  e Y, ; la 
tangente  trigonometrica  C dell’angolo  che  la  faccia  A, A della  su- 
per6cie  superiore  del  terrapieno  fa  coll’orizzonte  ; gli  angoli  d’at- 
trito 7 e tp';  il  peso  fi  dell'iinilà  di  volume  di  terrapieno.  Per  arri- 
vare poi  alla  completa  determinazione  delle  quattro  incognite  R„, 
Q„,  V„  e Z„  è necessario  di  applicare  le  equazioni  (8),  (9),  (10), 
(11).  (12),  (13),  (14),  (15)  e (16). 

Osservazione  — Supponendo  che  la  parte  di  superOcie  superiore 
del  terrapieno  rappresentata  nella  retta  A,  A sia  orizzontale,  e che 
sia  W l’inclinazione  della  faccia  A,  A,  airorizzonte,  si  ha 

C=0,  X,=(Y,— YOcot'P, 

D=— (Y.— Y,)»cotM^  Er=Y,«, 

?,=Y„  v.=Y„ 

COS7  tangV — tang7 

'*  cos  (9-1-9')  ’ tang  (9-1-9')  tang’*P-|-tang'I'" 

La  spinta  R„  vien  data  da 

R —S2Ì1 tang y— tang 9 

” 2 ^ 'cos (9-1-9')' tang (9-f-9')tang’'t‘-f-tang'P’ 

e la  distanza  del  suo  punto  d’applicazione  dal  piano  orizzontale 
passante  per  A4,  ammette  il  valore 

3Y.-2Y, 

3 • 2Y.— Y,  • 

III.  Trovare  V intensità,  le  componenti  orizzontale  e verticale,  ed  il 
punto  d'applicazione  della  spinta  prodotta  contro  la  parete  piana  e 
verticale  di  un  ritegno  da  u»  terrapieno  lungo  orizzontalmente  Tu- 
nilà,  e terminato  superiormente  da  una  faccia  piana  orizzontale  con 
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lovraccarico  uniformemente  distribuito,  a partire  da  una  data  orizzon- 
tale contenuta  in  delta  faceia,  e parallela  al  piano  della  parete  spinta. 

Due  diversi  casi  si  possono  presentare  nella  risoluzione  del 
proposto  problema  per  rapporto  alla  posizione  dell'intersezione 
della  faccia  inferiore  del  |»risnaa  di  niassiroa  spinta  colla  superGoie 
superiore  dei  terrapieno,  giacché  quest’iatersezioiie  può  cadere  o 
sul  tratto  A,  A/  che  precede  la  lista  sovraccaricala  (/ig.  b82),  op> 
pure  dove  esiste  il  sovraccarico.  Per  decidere  quale  dei  due  casi 
realmente  succede  si  incominci  dall’animettere  che  si  verifichi  il 
primo;  colla  prima  delle  equazioni  (7),  si  calcoli  il  valore  di  tangM'; 
mediante  l'equasione  (2)  del  numero  212,  si  deduca  il  valore  di 
X„,  e quindi  si  paragoni  colla  distanza  A,A/=X,'.  SeX„  è minore 
o tutto  ai  più  eguale  ad  X/,  il  problema  da  risolverai  costituisce 
uno  dei  casi  particolari  discussi  al  problema  I,  ossia  quell»  di  un 
terrapieno  terminato  superiormente  da  un  piano  orizzontale  senza 
sovraccarico  ; se  X„  è maggiore  di  X/,  è segno  cbe  l'intersezione 
della  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  colla  superficie 
superiore  del  terrapieno  cade  sulla  superficie  sovraccaricata  A, 'A, 
cd  ecco  allora  come  si  risolve  il  problema. 

Per  essere  verticale  la  parete  spinta,  per  essere  un  triangolo  la 
sezione  retta  del  prisma  di  massima  spinta,  e per  cadere  sopra  il 
tratto  sovraccaricato  la  linea  d'intersezione  della  faccia  inferiore 
del  prisma  di  massima  spinta  colla  superficie  orizzontale  del  ter- 
rapieno, si  ha 

X^,=X,=0,  y„_,=à7a,=v,, 


X._.=XrD.=  X„  Y._.=D,A,-Y.=Y,, 
p=90%  X„=X,=0. 


A=— X,Y,=rO. 


B=0,  C = 0,  X'=A3D/=X;, 


1 ) 


(H); 


e l'equazione  determinatrice  della  tangente  trigonometrica  dell'an- 
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gole  AjAja:=*r,  rlie  la  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima 
spinta  fa  coirorizznnle,  risulta 


j^E — D | cot  ((p+9')+tang(p  ijtang’u- 
— 2 E lang  ly  Umg  V — Etangy  cot  ((p-f-i?')  = 0 


j(18). 


Immaginando  ora  condotto  un  piano  parallelo  alla  faccia  infe- 
riore del  prisma  di  massima  spinta  per  la  orizzontale  rappresentata 
nel  punto  A,',  il  detto  piano  taglia  la  parete  A,  Aj  secondo  un'oriz- 
zontale rappresentata  nel  punto  B/,  e l’altezza  di  questa  orizzon- 
tale al  di  sopra  del  piano  orizzontale  passante  pel  punto  A,  si  ot- 
tiene applicando  l'equazione  (I)  del  numero  214  e quindi  ponendo 

A,B,'=?,'=Y,-X,'tang»T  (19). 


Il  prisma  A,B,'A/  senza  sovraccarico,  lo  stesso  prisma  con  so- 
vraccarico uniformemente  distribuito  sulla  sua  faccia  superiore 
come  lo  è sulla  superficie  A, 'A  ed  il  prisma  A,AjA,  con  sovrac- 
carico su  tutta  la  sua  faccia  superiore,  sono  quelli  da  considerarsi 
per  ottenere  la  spinta  massima  esercitata  dal  prisma  A,  A, A,  uni- 
formemente sovraccaricato  sul  tratto  A, 'A,  della  sua  faccia  A,  A,. 
Le  altezze  delle  pareti  contro  le  quali  i detti  prismi  agiscono  sono 
rispettivamente 


A,B,'-Y,-?/,  A.B,'=Y.-?.',  A.A"3=Y.: 

le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli  che  le  facce  superiori 
degli  stessi  prismi  fanno  coll’orizzonte  sono  nulli  ; ed  i coefficienti 
F che  ai  medesimi  si  riferiscono  sono  tutti  eguali  ed  espressi  da 


cos(j)  tangV — tang9 

cos  (<p -+-?')  ■ ,tang  tang’  T-i-  tang  '1' 


(20). 


Le  spinte  parziali  r,',  R,'  ed  R,"  che  hanno  luogo,  le  due  prime 
contro  la  parete  Aj  B/,  e la  terza  contro  la  parete  intiera  A,A„ 
ammettono  i valori 
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r/=illF(Y,-£,r  I 

R/=JnFO-.-?.')(v,-?,'H-^f)  / (2t); 

R"=|"FY.(y.+^^)  ] 

e.  si  calcolano  la  spini  a massima  R„,  e le  sue  componenti  orizzon- 

tale e verticale  V„  mediante  le  equazioni 


R„=:r,'-^-R/'-R/  (22), 

0„=R„cos(p'  (23), 

V„zzR,sen<p'  (24). 


Le  distanze  z,',  Z,'  e Z,"  dei  punti  d'applicazione  delle  spinte 
parziali  r,',  R,'  ed  R,"  dal  piano  orizzontale  passante  pel  punto 
A,  sono 


:,'=:£/-h5(Y  -£/) 

Y.-?/  II(Y,-£/)-l-3;) 

3 •rf(Y,L-£,y+2;; 

r,  „ I V 

— 3 ' llY,-h2p 


(25), 


e quindi  la  distanza  Z„  del  punto  d'applicazione  della  spinta  mas- 
sima R„  dal  definito  piano  risulta 


Z„= 


r/z/-+-R/'Z,"-R,'Z,' 

R. 


(26). 


Riassumendo  la  soluzione  di  questo  problema  III,  essa  si  riduce  : 
a prendere  siccome  dati  le  coordinate  ed  il  peso  p cor- 
rispondente aU'unità  di  superficie  sovraccaricala,  il  peso  11  dell'u- 
nità di  volume  di  terrapieno,  gli  angoli  d'attrito  f a <f'\  e quindi 
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a risolvere  le  equazioni  (17),  (18),  (19),  (20),  (21),  (22),  (23),  (21), 
(-25)  e (26). 

rV.  Trovare  l'ìnletisità,  le  componenti  orizzontale  e verticale  eil  il 
punto  d'applicazione  della  spinta  prodotta  contro  la  parete  piana  c 
verticale  di  un  ritegno  da  un  terrapieno  lungo  orizzontalmente  l’u- 
nità, e terminato  superiormente  da  una  faccia  piana  orizzontale  con 
sovraccarico  uniformemente  -distribuito  su  una  sua  lista  rettangolare 
limitala  da  due  rette  parallele  al  piano  della  parete  spinta. 

L'iiilersczione  della  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spiala 
colla  superficie  superiore  del  terrapieno  può  cadere  o sul  tratto 
di  questa  superficie  die  precede  la  lista  sovraccaricala,  o su  questa 
lista  stessa,  o sul  tratto  che  la  segue.  Per  deridere  quale  di  questi 
tre  casi  realmente  succede , si  incomincia  dairammetlere  che  si 
verifichi  il  primo,  ossia  che  l'intersezione  della  faccia  inferiore  del 
prisma  di  massima  spinta  colla  superficie  superiore  del  terrapieno 
cada  sul  tratto  .\|A|'  (fg.  183)  che  precede  la  lista  sovraccaricata, 
si  calcola  il  valore  di  tang  M'  colla  prima  delle  equazioni  (7),  si 
deduce  quindi  la  lunghezza  X„  mediante  la  prima  delle  equazioni 
(2)  del  numero  212,  e si  paragona  questa  colla  distanza  A,  A,'=X,'. 
Se  X„  risulta  minore  o tutto  al  più  eguale  ad  X,',  il  problema  da 
risolversi  non  è altro  che  uno  dei  casi  particolari  che  vennero 
discussi  al  problema  I,  e se  X„  risulta  maggiore  di  X,',  è giuoco- 
forza  il  conchindere  che  non  può  avvenire  il  primo  caso.  Allora 
si  ammette  che  possa  aver  luogo  il  secondo,  ossìa  che  la  faccia 
inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  possa  tagliare  la  superficie 
superiore  del  terrapieno  lungo  la  lista  sovraccaricata  rappresentata 
in  A,'A  ponendo  neirequazione  (18)  i corrispondenti  valori  di  D 
e di  E si  calcola  quello  di  tang  H*  per  passare  alla  ricerca  della 
lunghezza  X„  mediante  la  prima  delle  equazioni  (2)  del  numero  212. 
Risultando  X„,  inferiore  od  eguale  ad  X,"  si  verifica  il  secondo 
caso,  ed  il  problema  da  risolversi  non  è altro  che  il  problema  HI: 
essendo  invece  X„  maggiore  di  X,",  è segno  che  si  verifica  il 
terzo  caso,  ossia  che  l'intersezione  della  faccia  inferiore  del  prisma 
di  massima  spinta  colla  superficie  superiore  del  terrapieno  viene'  a 
cadere  sul  tratto  Ai"A  che  segue  la  lista  sovraccaricata,  ed  allora 
si  ha  da  risolvere  un  nuovo  problema  di  cui  ecco  brevemente  la 
risoluzione. 

Essendo  verticale  la  parete  spinta,  essendo  un  triangolo  la  se- 
zione retta  del  prisma  di  massima  spinta,  e per  trovarsi  un’intiera 
lista  sovraccaricala  sulla  faccia  superiore  orizzontale  del  detto 
prisma,  si  ha 
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X„_i — Xi — 0,  Y„_, — AjAi  — Yi , 

x._,=M,=x„  y.^=d;a,=y,=y., 

^=90“  X„=X,=0, 

A=-X,Y,=0, 

B=rp.(X,"-X;).  C = 0,  p=0. 

n ^Pt(X|  X,  ) p Y5 

e risulta  quindi  la  seguente  equazione  determinalrice  della  tangente 
trigonometrica  dell’angolo  A,A,x  che  la  faccia  inferiore  del  prisma 
di  massima  spinta  fa  coU'orizzonte 

[y,*— ^ [cot(y-4-y)ri-tangy)]  j lang*’f 
— 2 Y,  ’ tang  <p  tang  — Y,’  tang  9 col  (9  -i-  ?') = 0 

Se  ora  si  immaginano  condotte  pei  punti  A, '.ed  A,"  le  rette 
A,'B,'  ed  A,"B,"  parallele  alla  retta  A,  A,  rappresentante  la  faccia 
inferiore  del  prisma  di  massima  spinta,  le  altezze  Ajll,'  ed  A, II,"  si 
ottengono  applicando  l'equazione  (1)  del  numero  214,  e risultano 


A,B,'=?,'=Y.-X,'tang»l- 

À7B7'=;V'.-Y.-X."tang»I- 


(28>. 


I prismi  da  considerarsi  per  giungere  ad  ottenere  la  spinta  mas- 
sima R„  che  il  prisma  A,  AjA,  col  suo  sovraccarico  produce  contro 
la  totale  parete  spinta  A, A,,  sono:  quello  rappresentato  in  A,B,'A,' 
senza  sovraccarico,  quello  pure  rappresentato  in  A,B,'A,'  con  so- 
vraccarico uniformemente  distribuito  sulla  sua  faccia  superiore  come 
lo  è sulla  lista  A,' A,",  quello  rappresentato  in  A,  fi," A,"  con  so- 
vraccarico su  tutta  la  sua  faccia  superiore,  lo  stesso  prisma  senza 
sovraccarico,  e finalmente  il  prisma  A,  A, A,  senza  sovraccarico.  Le 
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alleiM  éell«  pareli  contro  le  quali  agiscono  i cinque  accennati 
prismi  sono 

B7À.=:Y.-;V.  ÀTA.=:Y.; 

le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli  che  le  facce  superiori  degli 
stessi  lirismi  fanno  coH'orizzontc  sono  nulle;  ed  i coefficienti  P che 
ai  medesimi  si  riferiscono  ammettono  tutti  lo  stesso  valore  dato  da 

p—  cosy  tangy— tangip 

~^cos(|-|-9')  ‘ tang((p+ip')tang’ V-+-tang  V ' '' 

Le  spinte  parziali  r,',  R,',  R",  r"  e p„  che  hanno  luogo  le  due 
prime  contro  la  parete  B/A,,  la  terza  e la  quarta  contro  la  parete 
R,"A„  e la  quinta  contro  la  total  parete  A,A„  ammettono  i valori 
dati  dalle  equazioni 

r.'=|nF(Y,-5.r 
R/=nF(Y,-5,') 

R."=  I n F (Y,  - 5.")  ( Y.  - - ^ ) 

r"=inF(Y,-^,")« 

P.=|nFY.’ 

ed  i valori  della  spinta  massima  R„  e delle  sue  componenti  oriz* 
zontale  e verticale  Q„  e V„  sono 

Rn  — r/H-Ri” — R/H-pj  — t"  (31); 

Q„=R„cos!p'  (32); 

V„  = R„sen<p'  (33). 

I punti  d'applicazione  delle  spinte  parziali  r/,  R|'  Ri",  r,"  e pi 
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distano  dal  piano  orizzontale  passante  pel  punto  A,  delle  quantità 
Zi,  Z,',  Z,",  X,"  e i cui  valori  sono 


z"-e"-+-Xi±Ìl' 
Y P " 


? — -Y 

5,— gl, 


(34); 


e quindi  la  distanza  Z„  del  punto  d'applicazione  della  spinta  R„  dal 
detto  piano  orizzontale  si  calcola  coH'eqiiazione 

7 — R,'Z,'+p, ?,  — r’i' 

I dati  che  il  costrultore  deve  assumere  per  la  risoluzione  ilei 
problema  IV  sono  le  coordinate  Y',,  X,'  ed  X,",  il  peso  p,  che  gra- 
vita suH’unilà  di  superfìcie  della  lista  sovraccaricata,  il  peso  II  del- 
l’unità di  volume  di  terrapieno  e gli  angoli  d'attrito  <p  e q>'.  Con 
questi  dati  si  possono  risolvere  le  equazioni  (27),  (28),  (29),  (50), 
(31),  (32),  (35),  (34)  e (35),  e trovare  così  le  incognite  R„,  Q„, 
V„eZ„. 

V.  Trovare  l'inlensilù,  le  componenti  orizzontale  e verticale,  ed  il 
punto  d’applicazione  della  spinta  prodotta  contro  la  parete  piana  e 
verticale  di  un  ritegno  da  un  terrapieno  lungo  orizzontalmente  l'u- 
nità, e terminalo  superiormente  da  un  piano  orizzontale  seguito  da 
un  piano  inclinato,  essendovi  un  sovraccarica  uniformemente  distri- 
buito su  una  lista  del  piano  orizzontale  limitata  da  due  rette  paral- 
lele al  piano  della  parete  spinta  (fig.  184). 

A seconda  della  posizione  e dell'estensione  della  lista  sovrac- 
caricata, non  che  della  larghezza  della  faccia  orizzontale  appar- 
tenente alla  superficie  supcriore  del  terrapieno  può  avvenire  che 
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l’intfirsezione  della  farcia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta 
colla  superficie  superiore  dei  lerrapirno  cada  sul  tratto  A, A,'  che 
precede  la  lista  sovraccaricata,  o sul  tratto  A/ A,"  su  cui  esiste 
il  sovraccarico,  o sul  tratto  A,"  A,  che  segue  la  lista  sovraccari- 
cata , 0 finalmente  sulla  faccia  inclinata  A,  A ; e quindi  quattro 
distinti  casi  si  possono  presentare  nella  risoluzione  del  proposto 
problema.  I primi  tre  degli  accennali  casi  costituiscono  tre  pro- 
blemi che  già  vennero  risoluti,  e l’ultimo  soltanto  costituisce  un 
problema  nuovo.  l'er  decidere  in  ogni  circostanza  quale  dei  quattro 
rasi  possibili  realmenlu  ba  luogo,  si  incomincia  daH'ammettcre  che 
la  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  venga  a tagliare  la 
superficie,  supcriore  del  terrapieno  nel  tratto  A,  colla  prima  delle 
equazioni  (7)  si  trova  il  valore  di  tangV’,  colla  prima  delle  equazioni 
(2)  del  numero  212  si  deduce  X„,  e si  verifica  se  X„  è inferiore, 
eguale  o superiore  ad  X,'.  Essendo  X„  inferiore  od  eguale  ad  X,', 
si  verifica  il  primo  caso,  c si  ba  da  risolvere  uno  dei  problemi 
particolari  che  vennero  discussi  nel  dare  la  risoluzione  del  pro- 
blema I;  essendo  invece  X„  maggiore  di  X,',  si  ammette  che  l'in- 
tersezione della  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  .spinta  colla 
superficie  superiore  del  terrapieno  cada  sulla  lista  sovraccaricata 
A,'A|",  coH'equazione  (18)  si  trova  il  valore  di  tangV,  e si  ricava 
quindi  quello  di  X„  dulia  prima  delle  equazioni  (2)  del  numero  212, 
onde  confrontarlo  colla  lunghezza  nota  X,".  Se  il  valore  di  X„, 
calcolato  nella  seconda  ipotesi  sulla  posizione  deH'intcrsczione  della 
faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  colla  superficie  su- 
pcriore del  terrapieno,  è minore  o tutto  al  più  eguale  ad  X,",  si 
verifica  il  secondo  dei  quattro  casi  enunciati,  e si  ha  da  risolvere 
il  problema  111;  ma  se  X„  è maggiore  di  X,",  bisogna  assumere 
l'ipotesi  della  possibilità  del  terzo  caso,  calcolare  tang  coll’e- 
quazione (27),  servirsi  di  ipiesto  valore  di  tang  U"  onde  dedurre 
X„  daU'cquazionc  (7),  e verificare  se  il  valore  di  X„  è minore  , 
eguale,  oppure  maggiore  di  X,.  Flsscndo  X„  minore  od  eguale  ad 
X,,  si  ha  da  risolvere  il  problema  IV,  essendo  invece  X„  mag- 
giore di  X,,  la  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  taglia 
la  superficie  superiore  del  terrapieno  lungo  il  piano  inclinato  AjA, 
ed  ecco  allora  come  si  conduce  a termine  la  soluzione  del  problema. 

Per  essere  verticale  la  parete  spinta,  per  essere  un  quadrilatero 
la  sezion  retta  del  prisma  di  massima  spinta,  c per  trovarsi  mia 
sol  lista  sovraccaricata  sulla  prima  faccia  della  superficie  superiore 
del  terrapieno,  si  ba 

L'Arte  di  rABURiCARE.  Retùlenta  dei  materiali,  ecc.  — 36. 
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I 

X„_(~A4l)j~  Xj , 
/S=t)0% 


Y„_,=D,A,=Y,  = Y„ 

\ n_(  Dj  AjZ^\  J , 

X„=X4=0, 


A =zX,  (¥,  H-Y,)-X,  Y,  -X,  Y,  = X,  Y, , 

B=Pi(X,‘— X,'),  p=0, 


E = -c[2X,Y,+^l!!-^-'‘p-^-^^]4-Y,»  ( 


(36); 


e quindi,  essendo  noti  i valori  di  s,  9',  C,  D ed  E,  risulta  la  se- 
guente equazione  determinatrice  di  tang  V 


E-i-DfC — cot  (o-t-ip')  — tanp9  l^tang’M' 

_i 

— 2[Etang9 — C D col  (9-4-9')  ] tang M‘  ' 

— (C  D -4-  E)  lang  9 cot  (9  -H  9) 

-4-CE  [tang9-4-cot(9-4-9')  J =0 


Immaginando  ora  condotti  per  le  orizzontali  rn|)presentalc  nei 
punti  A,',  A,"  ed  A,  altrettanti  piani  paralleli  alla  faccia  inferiore 
del  prisma  di  massiniu  spinta,  ed  immaginando  prolungata  la  faccia 
A,  A,  del  detto  prisma,  il  piano  della  parete  spinta  rimane  tagliato 
secondo  le  quattro  orizzontali  rappresentale  nei  punti  II/,  B/',  B.  e 
C,  e le  altezze  di  queste  orizzontali  al  disopra  del  piano  orizzon- 
tale passante  pel  punto  A^,  come  risulta  duU'cquaziunc  (I)  del 
numero  214,  vengono  date  da 
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A,B/=?,  = Y,-X,(an{rV  | 

A7l5;”  = ^,'=Y,-X,"IangU-  / 

' (38). 

A,B,:=^,=Y,  — X,tangT  l 

À;c:=v,rrY,-CX,  ' 

Per  nlteiierc  la  totale  spinta  che  ha  luogo  contro  la  parete  A, 
bisogna  tener  conto  ilcllc  spinte  parziali  prodotte  da  sette  prismi 
diversi,  i quali  sono;  il  prisma  A,B|'A,'  senza  sovraccarico  sulla 
sua  faccia  supcriore  ; il  prisma  medesimo  supposto  uniformemente 
caricato  sulla  sua  faccia  superiore  come  lo  è il  tratto  A,' A,":  il 
prisma  A,  B,"  A,"  pure  uniformemente  caricalo  su  tutta  la  sua 
faccia  superiore  ; lo  stesso  prisma  senza  sovraccarico  ; ed  i tre 
prismi  AjBjAj,  (IjBjA,  c C.  A,Aj  pure  senza  sovraccarichi.  Le  al- 
tezze delle  pareti,  contro  le  quali  agiscono  gli  accennati  sette 
prismi,  sono 


B/A,  = Y,-^.',  B,"A,=Y,-S",  B,A,=Y,-?,, 

Bo  Gj , 


le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli  che  le  facce  snperiori  dei 
detti  prismi  fanno  coH'orizzonte,  nulle  pei  primi  cinque  le  cui  facce 
superiori  sono  nel  piano  orizzontale  A,  A, a;',  diventano  C per  gli 
altri  due  le  cui  facce  $u|>criori  Irnvansi  nel  piano  inclinato  C,A, A: 
ed  i coeflicienli  F ammettono  i valori  f,\  F,',  F,",  f",  f„  ed  (ì 
dati  da 


f:-i\'=vr=fr=9,= 

X 


coso 


cos(qì-f-<p') 
tang'r  — tangij» 


X 


tang  (?  + ?')  tang'  U'+  tang  T 


cos  9 


(39). 


cos(o-h(p') 
tangq^ — langip 


^X 


t.ing  (9 -h  9')  tang- T-|-[l  — Ctang  (9-4-9')  J Uingf  — C | 
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Le  spinte  parziali  r,',  R,',  R,"  r,",  p„  r,  cd  r,'  che  hanno  luogo, 
la  prima  e la  seconda  contro  la  parete  Bi'A,,  la  terza  e la  quarta 
contro  la  parete  B,"A„  la  quinta  contro  la  parete  B,  A„  la  sesta 
contro  la  parete  B,C,  e la  settima  contro  la  parete  A^C,,  ammet- 
tono i valori 

R.'=l  n/-,'(Y,-s,")  ) . 

r"=tn/-/(Y, -?,")•  I (^>5 

,o.=ln/-,'(Y,-?,)' 

*"i  — 2 ^ A ’'»* 


e quindi  i valori  della  spinta  massima  R„  e delle  sue  componenti 
Q„  e V„  si  ottengono  col  porre 


R„  = r,' — R," — R/+  pi  — r," 

m. 

Q„=R„cos9' 

(42), 

V„=R„sen  <?' 

(4^); 

Le  distanze  dei  punti  d'applicazione  delle  spinte  parziali  dal  piano 
orizzontale  passante  pel  punto  A^  sono 
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. Y.-?.'  n(Y,-?,')4-3p 
3 --no-.-^O+S/) 

. Y,-?,"  n(Y,-r)4-3/> 

-I;.  -t-— g— •„(Y,_^,")4.ip 


(44); 


1. >•  , Y’i — 

?i  — ‘jH 3 — 


2'—-’ 


e Gnalmenle  la  distanza  Z„  dal  punto  d’applicazione  della  spinta 
massima  R„  dal  piano  orizzontale  passante  per  A^  vien  data  da 


Z„_ (45). 


Le  coordinate  Y'„  X/,  \ " ed  X„  la  tangente  trigonometrica  G 
dell'angolo  che  la  faccia  inclinata  A, A del  terrapieno  fa  coll'oriz- 
zonle,  il  valore  del  peso  p,  che  gravita  suU'unità  di  superGcie  della 
lista  .sovraccaricata,  non  che  quelli  del  peso  tl  dcirunità  di  volume 
di  terrapieno  e degli  angoli  d’attrito  ? e fr'  sono  le  quantità  che 
vanno  assunte  come  dati  nella  risoluzione  del  problema  V.  Le 
incognite  R„,  Q„.,  V„  e Z„  si  deducono  mediante  le  equazioni  (36), 
i 37),  (38),  (39),  (40),  (41),  (42),  (43),  (44)  e (45),  le  quali  con- 
ducono alla  completa  risoluzione  del  problema  con  calcoli  sem- 
plici, giacché  ciascuna  di  esse  va  considerata  indipendentemente 
dalle  altre. 

217.  Spinta  massima  e sue  componenti  oriasontale  e Tertioale 
nel  caso  di  un  terrapieno  di  lunghezza  qualunque.  — Lna  volta 
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IroViilo  il  v.'ilorc  della  spliila  massima  lt„,  non  che  <|nelli  delie  sue 
componenli  Q„  c V„  , eoiisiderandn  una  porzione  di  terrapieno, 
lunga  orizzonlalmenic  l'imilà,  torna  agevole  Tot  tenere  i eorrispon-  - 
denti  valori  U,„',  Q,n*  V„'  della  spinta  massima  c delle  sue  eom- 
ponenti  quando  il  terrapieno  ha  lunghezza  L , quando  per  tutta 
questa  lunghezza  si  eonserva  costaulc  il  prolilo  trasversale  della 
superficie  superiore  del  terrapieno,  quando  non  cangia  la  densità 
delle  terre  e quando  non  varia  la  legge  di  distrihuzionc  ilei  so- 
vraccarichi, 1 pesi  che  producono  la  spinta  in  questo  caso  sono  L 
volte  quelli  corrispondenti  al  terrapieno  lungo  l’unità,  e trovansi 
essi  unirorniemcnle  dislrihuili  su  ogni  unità  di  lunghezza  di  terra- 
pieno e di  parete  s))inla,  per  cui  si  ha 

0™'=LO„, 

V„.'=LV„. 

Se  il  terrapieno  non  soddisfa  alla  condizione  di  avere  per  tutta 
la  sua  lunghezza  im  prolilo  costante,  se  le  liste  sovracrarirate  non 
sono  tutte  disposte  parallelamente  alle  linee  secundo  le  quali  ven- 
gono a tagliarsi  le  facce  della  siiperlìeie  supcriore  del  terrapieno, 
se  la  parete  spinta  non  Ita  altezza  costante,  e se  varia  la  densità 
delle  terre,  si  possono  ancora  applicare  le  esposte  teorie,  scom- 
ponendo il  terrapieno  mediante  piani  verticali  perpendicolari  alla 
parete  spinta  in  parli  per  cui  sensibilmente  siano  verificate  le  con- 
dizioni tutte  espresse  neirciiunciato  del  problema,  formante  l'og- 
getto  del  |)resenle  capitolo  (unni.  20!)),  trovare  le  spinte,  le  loro 
componenti  orizzontale  e verticale  per  tutte  queste  parti,  e rego- 
lare COSI  la  resistenza  dei  ritegni  in  mudo  conveniente  aU’azionc 
che  le  spinte  stesse  esercitano  su  di  essi. 

218.  Dati  pratici  necessari  al  calcolo  della  spinta  delle  terre. 

— 11  peso  11  dell’unità  di  volume  di  terrapieno,  non  che  l’angolo 
d’attrito  9 delle  terre  fra  di  loro,  sono  elementi  variabili  dall’una 
aU’altra  qualità  di  terra,  e mediamente  per  i casi  più  frequenti 
della  pratica  si  possono  ritenere  i dati  che  trovansi  al  numero  78. 

Per  quanto  spetta  all’angolo  d'attrito  delle  terre  colla  parete 
del  ritegno,  poche  ed  incerte  esperienze  finora  vennero  eseguile 
nello  scopo  di  procedere  alla  sua  ilelcrmiuazione,  per  cui  non  si 
possono  riportare  dei  dati  sicuri.  Osservando  però  che  nella  pra- 
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lira  ileiriiif;r;,'iici'e  outilniUorR  sono  quasi  sempre  muri  di  sosleirno 
quei  ritegni  che  si  costruiscono  neH’intento  ili  impedire  gli  sco- 
scendimenti di  terrapieni,  e che  tali  muri  si  fanno  generalmente 
in  modo  che,  dalla  parte  per  cui  si  appoggiano  contro  le  terre, 
presentino  delle  scabrosità  e delle  proniìneiize  considerevoli,  la- 
sciando delle  pietre  sporgenti,  affinché  le  terre  costipate  contro 
l'opera  murale  penetrino  nei  diversi  vani,  ed  aderiscano  alle  loro 
pareti,  agevolmente  si  comprende  come,  avvenendo  scorrimento  in 
basso  del  prisma  di  massima  spinta,  debba  esso  separarsi  dalla  parete 
del  muro  restando  pieni  di  terra  i detti  vani,  ossia  per  iscorrimento  del 
prisma  stesso  non  contro  una  supcrOcie  murale,  ma  sibbene  contro 
una  superfìcie  coperta  da  molecole  di  terra.  Segue  da  ciò  che,  nel  va- 
lutare la  spinta  delle  terre  contro  sostegni  murali  costrutti  in  modo 
elle  dalla  parte  del  terrapieno  presentino  scabrosità  e prominenze 
considerevoli,  si  può  supporre  che  il  prisma  di  massima  spinta  tenda 
a scorrere  fra  due  massi  laterali  della  terra  stessa  di  cui  esso  è costi- 
tuito; e questa  considerazione,  nel  mentre  è conforme  alla  realtà  dei 
fatti,  contribuisce  a semplificare  le  formole  ed  i calcoli  relativi  alla 
determinazione  della  spinta  delle  terre  contro  le  pareti  murali  assu- 
mendo Il  signor  Hermann  Schcfller  nel  suo  Trattato  sulla 

sifibilità  delle  costruzioni,  per  risolvere  i tre  problemi  particolari 
aventi  per  iscopo  dì  determinare  la  spinta  prodotta  da  terrapieni 
senza  sovraccarichi,  quando  sono  superiormente  terminati  o da  un 
sol  piano  orizzontale,  o da  un  sul  piano  inclinato,  o ancora  da  due 
piani  inclinato  il  primo  ed  orizzontale  il  secondo,  ha  assunto  7' =9, 
c le  formole  a cui  è arrivato  sono  quelle  stesse  a cui  si  arriva  col 
metodo  da  me  proposto  quando  si  prenda  pure  Y~f- 

Per  valori  dei  sovraccarichi  si  devono  prendere  i valori  massimi 
che  essi  possono  acquistare,  e,  quando  la  superfìcie  sovraccaricala 
è quella  di  una  strada  che  corre  superiormente  ad  un  terrapieno, 
mediamente  si  possono  essi  assumere:  di  490  a 700  chilogrammi 
per  ogni  metro  quadrato  della  superfìcie  superiore  di  una  strada 
ordinaria,  c di  1500  a 1900  chilogrammi  per  ogni  metro  quadrato 
della  lista  entro  la  quale  sono  disposte  le  traversine  per  una  via 
ferrata. 

219.  Esempio  numerico.  — Per  fissare  le  idee  sui  risultati  a 
cui  si  può  arrivare  applicando  l'esposta  teoria  sulla  spinta  delle 
terre,  suppongasi  di  dover  trovare,  rinlensilà,  le  componenti  oriz- 
zontale e verticale  ed  il  punto  d’applicazione  della  spinta  prodotta 
contro  la  parete  piana  e verticale  AjA,  (fig.  193)  di  un  ritegno 
murale,  da  un  terrapicuo  lungo  orizzontalmente  l’unità  e terminalo 
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superiormente  da  una  faccia  piana  orizzontale  A,  A , sulla  (piale 
corre  una  via  ferrata  ad  un  sol  binario.  Siano  terre  ordinarie  (|uelle 
costituenti  il  terrapieno  e la  lista  rettangolare,  sulla  quale  si  tro- 
vano disposte  le  traversine,  abbia  larghezza  di  metri  2,70  col  suo 
asse  parallelo  e collocato  a distanza  di  metri  4,15  dal  piano  della 
parete  spinta  avente  altezza  di  12  metri. 

Nel  caso  particolare  proposto  sono  date  le  coordinate 


Y.r=  12“',  X/z=4,15-  = 

X,"=4,15  + ‘^=5",50, 

I 

e si  possono  assumere 

11=1500' ^ 9=9'=4,5". 

Ammettendo  che  l'intersezione  della  faccia  inferiore  del  prisma 
di  niassiiiia  spinta  colla  superficie  supcriore  del  terrapieno  cada 
sul  tratto  A,  A,',  ed  applicando  la  prima  delle  equazioni  (7)  del 
numero  216  e la  prima  delle  equazioni  (2)  del  numero  212  si  de- 
ducono i seguenti  valori  particolari  lang  M ' ed  X„'  di  tang  M‘  e di  X„, 

t.mg'I^  = 2,  X„,'=6'". 

Essendo  X„'  maggiore  di  X,'  = A,A,'  = 2"',  80,  bisogna  supporre 
che  la  detta  intersezione  venga  a cadere  sul  tratto  A,' .A,",  e me- 
diante le  equazioni  (17)  e (18)  dei  numero  216  e la  prima  delle 
equazioni  (2)  dei  numero  212  si  truvano  i seguenti  valori  parti- 
colari lang  'I  ' ed  X„"  di  lang  'f  e di  X„„ 


lang»r'  = 


6420 
3329  ’ 


X„'=6“,222. 


Siccome  X„"  è maggiore  di  X,"  = A,  A,  "=5'°,  50,  rintersezione 
della  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  colla  superficie 
superiore  del  terrapieno  va  considerala  come  esistente  nel  tratto 
A,' A di  questa  superficie,  e mediante  rei|uaziune  (27)  del  numero 
216  e la  prima  delle  equazioni  (2)  del  numero  212  si  ottengono 
questi  valori  particolari  tang  M "'  ed  X„"'  di  tang  e di  X„„ 
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X„'"=5“,745. 


tang'r'"= 


800 

3&J’ 


Essendo  tang  M""  quel  valore  di  lang  che  determina  la  faccia 
inferiore  del  prisma  di  massima  spinta,  e trovandosi  per  intiero 
sulla  faccia  superiore  del  detto  prisma  la  lista  sovrarraricata,  me- 
diante le  equazioni  (28)  si  possono  trovare  i valori  di  S,'  e di  i", 
cuH'equazione  (29)  si  può  calcolare  F,  e dalle  formule  (50)  si  pos- 
sono dedurre  i valori  di  r,',  R,',  R,",  r,"  e p,.  Trovate  queste  spinte 
parziali  riesce  agevole  l’ottenere  dalle  equazioni  (54),  (32)  e (33) 
i valori  di  R„,  Q„  e V„,  i quali  risultano 

R„=20749''%  0„=14672'->,  V„=14672Cs. 


Le  formolo  (34)  servono  a determinare  le  distanze  z,',  Z,',  Z,", 
z,"  e C,  dei  punti  d'applicazione  delle  spinte  parziali  dal  piano 
orizzontale  passante  per  A, , e quindi  colla  formula  (55)  si  può 
passare  al  calcolo  della  distanza  del  punto  d’applicazione  della 
spinta  totale  R„  dal  detto  piano,  la  qual  distanza  si  trova  espressa  da 

Z„=3'",95._ 

220.  Osservazione  sopra  un  caso  singolare  che  si  può  pre- 
sentare neU’applicazione  dell’esposta  teoria  sulla  spinta  delle 
terre.  — Essendo  X„"  ed  X„"'  due  valori  successivi  di  X„,  il  primo 
calcolato  neU’ipotesi  che  l'intersezione  della  faccia  inferiore  del 
prisma  di  massima  spinta  colla  supcrGcie  superiore  del  terrapieno 
cada  sul  tratto  A,' A"  (/ig.  179),  ed  il  secondo  neH’ipotesi  che 
quest’intersezione  si  trovi  sul  trailo  successivo  A,"A,^,,  può  darsi 
che  risultino  X„"  maggiore  ed  X„"'  minore  di  OD,"=Xi".  La 
possibilità  di  questa  circostanza  chiaramente  si  manifesta  esami- 
nando i valori  di  X„"  c di  X„"'  ottenuti  nel  precedente  numero , 
giacché,  indipendentemente  dalla  posizione  della  lista  sovraccari- 
cala A,' A,"  (fy.  185),  può  darsi  che  X„'",  minore  di  X„",  sia 
anche  minore  di  X,".  Cosi,  supponendo,  per  esempio,  che  la  lista 
A, 'A,",  sulla  quale  sono  disposte  le  traversine,  abbia  ancora  la  lar- 
ghezza di  metri  2,70,  e che  il  suo  asse  disli  da  A,  di  metri  4,65,  i tre 
valori  di  X„',  X„"  ed  X„"'  risultano  rispettivamente  di  metri  6,  di 

2 70 

metri  6,202  c di  metri  5,745,  ed  essendo  X,'=  4,05-1- =6™, 
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si  veriGea  ap|iuiil<>  il  caso  in  cui  il  valore  di  X„"'  è minore  di  X,". 

Quando  si  veriGea  ima  tale  circostanza,  due  sono  gli  espedienti 
che  presso  a poco  conducono  agli  stessi  risultati,  e con  cui  l'in- 
gegnere costruttore  può  racilmentc  togliersi  d'imbarazzo.  Il  primo 
espediente  consiste  neirammeltere  che  l'intersezione  della  faccia 
inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  colla  superfìcie  superiore 
del  terrapieno  si  trovi  sul  piano  determinalo  dalle  due  rette  oriz- 
zontali rappresentate  nei  punti  A,"  ed  A.+.,  {jiy.  179)  sul  prolun- 
gamento dello  stesso  piano  a sinistra  dcH'orizzontale  A",  e quindi 
nel  dire  che  le  spinte  parziali,  esercitate  contro  la  parete  C,A„  dai 
prismi  di  terra  che  hanno  le  loro  facce  superiori  sul  piano  C,  A, 
sono:  le  due  r,  ed  r,',  prodotto  dai  prismi  C,{i,A,  e C,fi,'A,'  senza 
sovraccarichi  ; le  due  R,'  ed  R,"  prodotte  dai  prismi  C,  fi,'  A,'  e 
C,  p,"  A,"  uniformemente  sovraccaricali  sulle  loro  facce  superiori 
C,  A,'  e C,  A,",  come  lo  è il  tratto  A,' A,";  e le  due  r,"  e p.,  prodotte 
dai  prismi  C,  ^,"A,"e  C,  A„A  senza  sovraccarichi.  11  secondo  espe- 
diente, che  deriva  dall'osservarc  come,  fra  lutti  i prismi  spingenti 
determinati  da  piani  passanti  per  l'orizzonlaie  A„  ed  incontranti 
la  lista  sovraccaricata  A,' A,’,  dà  la  più  gran  spinta  quello  la  cui 
faccia  inferiore  trovasi  nel  piano  delle  due  orizzontali  A„  ed  A,', 
consiste  nel  ritenere  l'angolo  ù*  risultante  daH'ammellere  che  l'in- 
lersezionc  della  faccia  inferiore  del  prisma  di  massima  spinta  colla 
superficie  superiore  del  terrapieno  si  confonda  coll'orizzontale  A,*. 
Allora  si  devono  assumere  come  spinte  parziali,  esercitate  contro  la 
parete  GiA„  dai  prismi  di  terra  che  hanno  le  loro  facce  superiori 
sul  piano  C,  A e le  loro  facce  inferiori  parallele  al  piano  A„A,', 
le  due  Tj  ed  r,'  prodotte  dai  prismi  G,  A,  e C,  y,'Aj'  senza  sovrac- 
carichi, e le  due  R,' ed  R,'  prodotte  dai  prismi  C,y,'Aj'  e C,  A„A,' 
uniformemente  sovraccaricali  sulle  loro  facce  superiori  C,A,  e C,A,*, 
come  lo  è il  tratto  A,' A,'. 

Il  primo  degli  indicati  espedienti  torna  generalmente  preferibile 
quando  la  lista  sovraccaricata  trovasi  per  la  massima  parte  sulla 
superficie  superiore  del  prisma  di  massima  spinta  e quando  il  so- 
vraccarico è di  tal  natura  da  non  potersi  risguardare  siccome  facil- 
mente divisibile  nel  senso  del  piano  verticale  A». 

221,  Determinasione  della  spinta  di  una  massa  liquida  contro 
la  parete  piana  di  un  sostegno,  delie  sue  componenti  orizaon- 
tale  e verticale  e del  suo  punto  d'applicazione.  — Questa  deter- 
minazione in  modo  assai  spedito  può  essere  fatta  da  chi  conosce 
l'esposta  teoria  sulla  spinta  delle  terre,  quando  si  consideri  una 
massa  liquida  siccome  una  massa  di  terra  di  natura  tanto  mobile 
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(la  essere  nulli  gli  aiignli  irallrilo  'j  e o'  e lerminala  sii|iorior- 
melile  ila  un  piano  orizzontale.  Il  caso  più  generale  della  spinta 
di  lina  massa  liipiida  contro  la  parete  piana  di  mi  ritegno  è quello 
in  cui  la  della  parete  fa  coiroriz/.oiile  un  angolo  \,x  = ^ 
(/fi/.  1 85)  : è cpieslo  caso  paragonabile  al  problema  che  venne  Irat- 
lato  nel  numero  215  quando  suppongasi  clic  sia  zero  la  langenle 
trigonometrica  11  deirangolo  che  la  faccia  superiore  della  massa 
spingenlc  fa  coirorizzontc,  e che  sia  pure  zero  il  valore  del  sovrac- 
carico p:  e quindi,  considerando  una  porzione  di  parete  spinta 
orizzontalmente  lungo  riiiiilù  , coiiveiigoiio  allo  scopo  le  formule 
trovate  nel  citalo  numero  quando  in  esse  si  faccia  ^ — ®'=C=:0, 
ed  y eguale  airallczza  l)A,=Y,  della  parete  s|iinla. 

Incominciando  dal  calcolo  della  qiiantilà  aiisiliaria  F necessaria 
a trovare  la  spinta  R per  gli  accennali  valori  di  <p,  9',  (1,  p ed  y 
si  ha  daireqiiazionc  (1)  del  citato  numero 

p I tangj<(1 — cot^tangdi) 

cos[i  — lang’‘}4-lang j3tang'|(  ’ 


la  quale,  ponendo  al  dcnuiiiinalore  invece  di  lang  6,  osser- 

col  p 

valido  che  al  iiumeralorc  ed  al  denominatore  esiste  il  fattore 

col  3 i 

tang  (I  — col  ,5  taiig  ■^)  c die — 7%=^: — r>  riduce  semplice- 

bcn 


mente  a 


scn,'3‘ 

Questo  valore  di  F,  posto  neU’equazione  (2)  dello  stesso  numero 
coi  noli  valori  di  C,  p ed  y,  dà  il  seguente  valore  della  spinta  R che 
ha  luogo  normalmente  alla  parete  A,  ’ 

. I,, 

- '(-fi  2senlS  ‘ 

i,  tir.  -!i.  !>■ 

nella  quale  II  rappresenta  il  peso  dell'uhita  di  volume'  della  massa 
liquida."*  *’• 

Le  due  componenti  orizzontale  Q e verticale  V della  spinta  R 
risultano  punendo  nelle  equazioni  (IX)  del  numero  211  il  trovato 
valore  di  R e 9’=:0,  per  cui 

^ :i  , : . "1  , , 
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0=5"'^*'’ 
v=-*inv  colli. 

Finalmente  dall'equazione  (3)  del  numero  213,  quando  in  essa 
si  pongano  i noli  valori  di  G,  p ed  y,  si  ricava  per  distanza  Y'  del 
punto  d applicazione  della  spinta  It  dai  piano  orizzontale  passante 
pel  punto  A, 


Quando  la  parete  spinta  A,  A,  è verticale,  l'angolo  ^ vale  90', 
il  valore  di  R diventa  eguale  a quello  di  Q,  si  annulla  la  compo- 
nente verticale  V della  spinta,  e la  distanza  Y'  si  conserva  ancora 

eguale  ad 


CAPITOLO  XV. 

Resistenza  viva  dei  solidi  prismatici, 
e resistenza  viva  del  tubi. 

222.  Assunto  del  presente  capitolo.  — Il  generale  Poncelet 
fu  il  primo  che  stabilì  le  basi  per  il  calcolo  delle  resistenze  vive 
(num.  6)  dei  solidi  clastici,  insegnando  come  si  possa  trovare  il 
lavoro  resistente  che  un  solido  prismatico  ed  omogeneo  oppone 
quando  trovasi  sottoposto  aH'azione  di  uno  sforzo  diretto  secondo 
il  suo  asse  ; e quasi  tulli  gli  autori,  che  scrissero  sulla  resistenza 
dei  materiali  dopo  che  Poncelet  insegno  a valutare  l'accennato 
lavoro  resistente,  o trascurarono  affatto  l'argomento  delle  resistenze 
vive,  0 si  limitarono  a considerare  qualche  semplicissimo  caso  sulle 
resistenze  vive  all'estensione,  alla  compressione  ed  alla  flessione. 

Il  generale  Luigi  Federico  .Menahrea , in  un'interessante  sua 
memoria  presentata  nell'anno  1862  alla  Reale  Accademia  delle 
Scienze  di  Torino,  felicemente  seppe  applicare  il  metodo  proposto 
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da  Poncelel  per  la  determinazione  deH'efTetto  prodotto  dagli  urti 
0 ciiljii  d'ariete  die  si  verificano  nei  tubi  delle  condotte  d'acqua 
quando  islanlaneamente  si  arresta  il  liquido  che  in  esse  scorre  ; 
e,  ponendo  che  la  forza  viva  di  cui  è animata  la  massa  liquida 
della  quale  si  arresta  il  corso  |>roduca  dilatazione  della  parete  dei 
tubi  nel  senso  delia  circonferenza , compressione  della  materia 
componente  i tubi  in  senso  normale  alla  superficie  interna  e com- 
pressione dell'acqua,  giunse  a dare  le  formole  mediante  le  quali 
si  possono  calcolare  gli  spessori  dei  tubi  per  condotte  d’acqua , 
alTinchè  siano  essi  in  istato  da  poter  resistere  ai  colpi  d'ariete  e 
le  altezze  delle  colonne  d'acqua  la  cui  pressione  idrostatica  pro- 
durrebbe gli  stessi  elTelli  degli  accennali  colpi. 

Il  generale  Giovanni  Cavalli  con  una  commendevole  cd  elaborala 
sua  memoria,  Iella  nell’anno  186.3  alla  Reale  Accademia  delle 
Scien.'.c  di  Torino,  fece  progredire  lo  studio  delle  resistenze  vive 
considerando  principalmente  i tre  casi  dell’estensione,  della  com- 
pressione c dt'lla  flessione,  e tenendo  conto  delle  velocità  d’impul- 
sione che  possono  sopportare  i solidi  rettilinei  ed  elastici. 

In  questo  capitolo  io  mi  propongo  di  calcolare  le  resistenze  vive 
dei  solidi  elastici  non  snervati  coll'applicazione  del  principio  di 
D'Alenibert  e del  principio  delle  forze  vive.  Supponendo  istantanea 
la  percossa  prodotta  da  una  massa  che  con  una  data  velocità  viene 
ad  urlare  un  corpo  clastico,  di  cui  vuoisi  vaiolare  la  resistenza 
viva,  col  principio  di  D’AIemhert  deduco  la  velocità  comune  alla 
massa  percuzienlc  cd  al  punto  in  cui  questa  locca  il  corpo  percosso 
appena  avvenuto  l'urlo,  ossia  appena  i punti  di  scambievole  pres- 
sione fra  quella  c questo  hanno  velocità  eguali.  Ammetto  che,  dopo 
l'accennato  periodo  della  percossa,  il  corpo  urlante,  che  suppongo 
destituito  di  elasticità,  si  conservi  a rontalto  del  corpo  elastico 
nel  mentre  si  deforma,  e-  che  quello  c questo  costituiscano  un  si- 
stema unico  fino  aU'islanle  in  cui  si  verifica  la  massima  deforma- 
zione. Ni  procuro  il  lavoro  resistente  svolto  dall'azione  molecolare 
del  solido  percosso  nel  periodo  della  sua  deformazione,  ossia  dal 
principio  dell'urto  fino  aU’islanle  in  cui  ha  luogo  l’accennala  de- 
formazione massima;  mediante  la  velocità  iniziale,  ottenuta  appli- 
cando il  principio  di  D'Alembert,  calcolo  le  perdite  di  forza  viva 
che  hanno  luogo  nel  sistema  a motivo  dcU'nrto;  e finalmente,  per 
l'intervallo  di  tempo  in  cui  il  solido  clastico  si  deforma,  stabi- 
lisco l'equazione  delle  forze  vive,  la  quale,  essendo  nulle  le  forze 
vive  del  sistema  al  principio  del  tempo  in  cui  comincia  a svolgersi 
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lavoro  motore  cd  alla  fine  del  tempo  in  cui  tutto  questo  lavoro 
trovasi  consumato,  e chiamando 

L„  il  lavoro  motore  speso  dairistanle  in  cui  la  massa  percu- 
zieiite  balle  sul  corpo  elastico  (ino  all'istante  in  cui  ha  luogo  la 
massima  deformazione,  ossia  la  metà  della  dilTercnza  delle  forze 
vive  del  sisleiua  nel  primo  e nel  secondo  degli  accennali  istanti, 
L,  il  lavoro  resistente  svolto  dall'azione  molecolare  del  solido 
percosso  fra  gli  istanti  medesimi, 

l'mo„*  e le  somme  delle  forze  vive  dei  corpi  su  cui  suc- 

cedono urli  al  principio  ed  alla  fine  delia  percossa, 
in  termini  generali  può  essere  scritta 


Con  quest’equazione  trovo  la  deformazione  massima  subita  dal 
corpo  elastico  sotto  l’azione  della  percossa,  ed  in  seguito  da  questa 
deformazione  massima  deduco  l'azioue  molecolare  che  nel  corpo 
venne  provocala  dall’iirlo.  (àisi  procedendo,  vengo  a risolvere  i 
problemi  sulle  resistenze  vive  dei  solidi  clastici  con  un  metodo  il 
quale  gode  delle  massima  geiieralilà,  e di  cui.  nei  numeri  che  ini- 
inedialainenle  seguono , fo  l'applicazione  al  calcolo  delle  resi- 
stenze vive  dei  solidi  prismatici  cd  omogenei,  non  solo  nei  casi 
deireslensione  c della  compressione,  ma  anche  in  quelli  relativi 
allo  scorrimento  Irasvci'sale,  alla-  torsione  ed  alla  llcssiune.  Final- 
mente pongo  termine  a quesl'ullimo  capitolo  esponendo  il  mcloilo 
proposto  dal  generale  Menahrea  per  valutare  reffetlo  dei  c<dpi 
d'ariete  nelle  condotte  con  tubi,  e per  determinare  gli  spessori 
che  ad  essi  convien  dare  aflinché  si  trovino  in  buone  condizioni 
di  stabilità  sotto  l'azione  degli  accennali  colpi. 

2-5.  Resistenza  viva  all’estensione.  — Sia  .\  It  (/ò/.  (Oli)  un 
solido  prismatico  ed  omogeneo,  mnnienulo  fermo  all'estremo  A, 
munito  in  H di  un  ritegno  .M  contro  il  quale , con  una  certa  velo- 
cità, viene  ad  urlare  un  corpo  di  peso  noto  in  modo  da  produrre 
sul  S(dido  A 11  una  percossa  nel  senso  del  suo  asse,  e si  chiamino 
L la  lunghezza  primitiva  del  prisma  sul  quale  ha  luogo  l’urlo,  ed 
11  la  superficie  della  sua  sezinn  retta, 

E'  il  cocnicienle  d’elasticità  longiluiliuale  relativo  aireslensioue 
per  la  materia  di  cui  il  detto  solido  è costituito. 

P il  peso  della  massa  percuzientc,  cd 
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u la  velocità  di  questa  massa  all’istante  in  cui  sta  per  percuotere 
il  ritegno, 

V l'allungamento  che  il  prisma  subisce  sotto  l’azione  della  per- 
cossa, 

g la  gravità  eguale  a 9~, 80118. 

La  forza  viva  da  cui  è animata  la  massa  percuziente  aU’istaale 
in  cui  sta  per  avvenire  la  percossa,  si  esprime  con 


ed  il  lavoro  motore  L,„  vale  la  metà  di  questa  forza  viva,  e quindi 
vien  dato  da 

(t). 

L’azione  o resistenza  molecolare,  opposta  dal  corpo  che  si  con- 
sidera quando  il  suo  allungamento  è x,  vale  (aum.  iì) 

E’Ùx 

~L~’ 


il  lavoro  elementare  di  questa  resistenza  mentre  il  solido  si  allunga 
ancora  della  quantità  dx  vien  espresso  da 


ed  il  lavoro  resistente  totale  L, , svolto  dalla  resistenza  molecolare 
nel  mentre  si  verifìca  il  totale  allungamento  ammette  il  valore 


A motivo  del  cangiamento  brusco  di  velocità  che  ha  litogn 
nella  massa  percuziente  e degli  spostamenti  repentini  a cui  tro- 
vatisi astrette  le  molecole  del  prisma  A D aH’islante  in  cui  quella 
batte  sul  ritegno  M,  vi  ha  nel  sistema  una  perdita  di  forza  viva,  la 
cui  metà  è rappresentata  neirequazione  generale  del  precedente 
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numero  dal  termine  m , della  quale,  per 

quanto  a me  consta,  non  tennero  conto  gli  autori  che  finora  trat- 
tarono delle  resistenze  vive  dei  solidi  elastici  , e che  non  si 
deve  trascurare  se  vuoisi  arrivare  a risiiltanienti  plausibili  ed  in 
armonia  ai  fatti  che  si  verificano  nella  percossa.  Perciò  dicansi  : 
n il  |ieso  dell'unità  di  volume  del  prisma  percosso  Ali,  e 
Q il  suo  peso  totale  ; 

(]  il  peso  del  ritegno,  il  quale  può  talvolta  essere  una  parte 
considerevole  del  solido  su  cui  ha  luogo  l'urto  ; 

U la  velocità  comune  al  corpo  pemiziente  eil  alle  molecole 
corrispondenti  alla  sezione  in  cui  il  prisma  AB  si  unisce  al  ritegno 
M,  appena  avvenuta  la  percossa,  ossia  appena  questo  e quello  hanno 
la  stessa  velocità  ; 

e si  applichi  il  principio  di  D'Alemhert  scrivendo  che  vi  deve  essere 
equilibrio  fra  le  quantità  di  molo  impresse  e le  quantità  di  moto 
attuali  rivolle  in  senso  ronirario. 

Le  quantità  di  moto  impresse  si  riducono  unicamente  alla  quan- 
tità di  moto 


di  cui  è animata  la  massa  perenzienle  aH'istanle  in  cui  sta  per 
avvenire  la  percossa.  Le  quantità  di  molo  attuali  sono:  la  qnaiililà 
di  moto 


di  cui  ancora  trovasi  animala  la  massa  perciizicntc  appena  finito 
l'istante  della  percossa:  la  ((uantità  di  moto 


?U 

9 


che  vici!  trasmessa  al  ritegno;  e la  somma  delle  quantità  di  molo 
che  vengono  comunicate  a tutte  le  molecole  del  prisma  AB.  Ora, 
lo  strato  delle  molecole  corrispondenti  alla  sezione  fissa  A non 
può  subire  spostamento  e quindi  non  può  concepire  velocità  alcuna, 
e tulli  gli  altri  strali  prendono  velocità  diverse,  ma  sempre  minori 
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di  quella  dello  strato  di  molecole  situalo  all’estrenio  B.  Quest’ul- 
timo strato,  appena  avvenuta  la  percossa,  Ita  la  velocità  U;  c,  am- 
mettendo die  le  velocità  dei  diversi  strati  di  molecole  variino  pro- 
porzionalmente alle  loro  distanze  dalla  sezione  d'incastro  A,  si  ha 
che  la  velocità  delle  molecole  in  uno  strato  qualunque  a distanza 
y dairacceniiala  sezione  d'incastro  è 


cosicché,  essendo  i\y  l’altezza  differenziale  del  medesimo  strato, 
la  sua  quantità  di  molo  attuale  risulta 


e quindi 


IlllU  . 
-L'/Jy, 


la  quantità  di  molo  atlualo  dell’intiero  solido  AB.  Eguagliando  ora, 
per  il  citato  principio  di  D'Alcmbert,  le  quantità  di  moto  impresse 
alle  quantità  di  moto  attuali,  risulta  l'equazione 


-«z=-U  + ?U-|-,^-U, 
y y £/  2<7 


dalla  quale  si  ricava 


U= 


2Pm 


2(P-f-7)-l-Q 


(3). 


Trovala  la  velocità  F,  riesce  facile  il  dedurre  la  perdila  di  forza 
viva  Smuj*  — che  pel  fallo  deU'urto  si  deve  verilicare  nel 

sistema.  La  somma  vale 


P 

9 


e la  somma  consta:  della  forza  viva 

L’Arte  di  i-aburicare.  Reshlenia  dei  Kalerialì,  ecc.  — 57. 
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ehe  ancora  rimane  alla  massa  percuziente  dopo  l'urto  ; della  forza 
viva  acquistala  dal  ritegno  M,  espressa  da 


e della  forza  viva  acquistata  dalle  molecole  costituenti  il  prisma 
A B.  Come  già  si  è detto,  essendo 

U 


la  velocità  di  uno  strato  di  molecole  qualunque  del  prisma  A B 
posto  a distanza  y dall’estremo  fisso  A,  la  forza  viva  che  ha  questo 
strato,  appena  avvenuto  l’urto,  ammette  l'espressione 


e vale 


nou* 

TF»'*!'’ 


imU'  f 
9^^Jo 


0 ^9  '^9 


la  forza  viva  acquistala  da  tutto  il  solido  A B nell’istante  della  per- 
cossa. La  metà  della  perdila  di  forza  viva  — Smu,* 

che  ha  luogo  nel  sistema  a motivo  deH’urto,  vien  adunque  data 
dalla  formula 


Sostituendo  i valori  di  L„,  di  L,  e di  dati 
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dalle  equazioni  (1),  (2)  e (4)  neU’equazione  delle  forze  vive  del 
precedente  numero,  si  ottiene 


2?  2 L <ì\g  g g og  / ’ 


e da  quest'equazione  si  ricava 


-=d)/ 


L[3(P-f-9)4^Q] 

5pi'Q 


(5). 


Trovalo  rallungamento  l'  subito  dal  solido  prismatico  AB,  riesòe 
facile  il  dedurre  la  resistenza  molecolare  Q/  in  esso  sviluppata 
dalla  percossa,  giacché,  essendo  questa  resistenza  quella  che  cor- 
risponde aH'allungamento  l',  per  quanto  risulta  dalla  formula  (1) 
del  numero  12,  vien  essa  data  dalla  formola 


Q.'= 


E'Q/ 

L 


(6). 


Ponendo  il  valore  di  U dato  dall'equazione  (3)  neU’equazione 
(5)  e quindi  il  valore  di  l'  che  ricavasi  da  quest'ultima  uell'equa- 
zione  (6),  si  ottiene  il  valore  di  Qó  il  quale,  aggiunto  alla  tensione 
che  nel  solido  prismatico  vien  provocata  da  forze  staticamente  ope- 
ranti su  di  esso,  costituisce  il  valore  di  T'  da  porsi  nell’equazione 
di  stabilità  del  numero  18  quando  debbasi  questa  applicare  per  la 
determinazione  della  superficie  Q da  assegnarsi  al  solido  conside- 
rato, affinchè  anche  sotto  l’azione  della  percossa  si  trovi  in  buone 
condizioni  di  stabilità. 

224.  Reaiatensa  viva  alla  compreaaione.  — ■ Sia  AB  (fig.  187) 
un  solido  prismatico  ed  omogeneo  coll’estremo  A fisso  e coll’e- 
stremo B libero;  suppongasi  che  contro  l’estremo  B di  questo  corpo 
e nel  senso  del  suo  asse  venga  a percuotere  in  M e con  una  certa 
velocità  un  corpo  dato;  e si  ammetta  che,  neU’inlento  di  ripar- 
tire uniformemente  l’azione  della  percossa  vengagli  questa  tras- 
messa mediante  una  specie  di  disco  che  si  considera  come  asso- 
Intamente  destituito  d’elasticità.  In  questo  caso  reffello  dell’urto 
si  risolve  in  una  compressione  del  solido  AB,  il  quale  si  suppone 
abbastanza  corto  da  non  poter  avvenire  in  esso  Qessione. 
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Attribuendo  alle  lettere  L,  Q.  P,  Q.  U e 3 i significati  die  loro 
vennero  dati  nel  precedente  numero,  e chiamando 
q il  peso  del  disco, 

E'  il  coefficiente  d'elasticità  longitudinale  relativo  alla  compres- 
sione per  la  materia  di  cui  è costituito  il  solido  che  si  considera, 
l"  l'accorciamento  che  questo  corpo  subisce  sotto  l'azione  della 
percossa, 

e ragionando  precisamente  come  nel  precedente  numero,  si  arriva 
a trovare  che  la  velocità  li,  la  quale  appena  avvenuto  l'urto  è 
comune  al  corpo  percuziente,  al  disco  sul  quale  direttamente  ha 
luogo  l’urto  ed  allo  strato  di  molecole  del  prisma  elastico  in  con- 
tatto con  questo  disco,  vale 

che  l'accorciamento  l'  vien  dato  da 


(2). 


e che  l’azione  molecolare  Q/  messa  in  giuoco  nel  prisma  A B dalla 
percossa,  vien  espressa  da  (num.  2'J) 


0,'= 


E"  or 

L 


(3). 


Sostituendo  nell’equazione  (2)  il  valore  di  li  dato  daH'equazione 
(I)  e quindi  il  valore  di  l’  che  cosi  si  deduce  neH'equaziotie  (3), 
si  ottiene  il  valore  di  Q/  che,  aggiunto  aita  pressione  esercitata 
nel  solido  prismatico  da  qualche  forza  stalicamentu  operante  sopra 
di  esso,  costituisce  il  valore  di  T"  da  porsi  iieU'equazinuc  di  sta- 
bilità del  numero  40.  quando  delibasi  questa  applicare  alla  ricerca 
della  superfìcie  Q da  assegnarsi  al  solido  considerato,  affinché  si 
trovi  in  buone  condizioni  di  stabilità  anche  sotto  l'azione  della  per- 
cossa. 

225.  Resiatensa  viva  allo  scorrimento  trasversale.  — Ragio- 
namenti analoghi  a quelli  del  numero  22,3,  i quali  tanto  facilmente 
hanno  condotto  alla  determinazione  dcH'nllungamentu  subito  da  un 
solido  prismatico  omogeneo  ed  elastico  in  cui  da  una  percossa 
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vieii  |)rovucaUi  la  rcsisluiizu  viva  airestcnsioae,  sono,  a mio  avviso, 
da  iiistiliiirsi  poi*  giungere  a trovare  lo  scorrinaenlo  assoluto  di 
un  solido  prismatico  mantenuto  fermo  nella  sezione  EF  (Jig.  188) 
c sui  (|uale  vien  prodotta  una  percossa  di  data  intensità  nella  se- 
zione MG,  parallelamente  ed  in  luogo  vicinissimo  alla  sezione  EP. 

Ritenendo  le  denominazioni  già  stabilite  nel  citato  numero  223 
per  quanto  si  riferisce  alla  superfìcie  della  sezion  retta  del  corpo 
percosso,  alla  gravità,  al  peso  della  massa  percuziente  ed  alla  velo- 
cità di  cui  questa  è animata  quando  l’urto  sta  per  avvenire,  c 
chiamando  

D la  distanza  E M fra  la  sezion  retta  fissa  c la  sezione  determi- 
nata dal  piano  in  cui  la  percossa  ha  luogo, 

E''  il  coellìciente  d’elasticità  trasversale  per  la  materia  di  cui 
è costituito  il  solido  nel  quale  vien  cimentata  la  resistenza  per 
scorrimento  trasversale, 

(i  lo  scorrimento  trasversale  assoluto  MM'  (num.  70)  che  esprime 
di  quanto  la  sezione  MG  si  sposta  parallelamente  dalla  sezione  E P, 
si  ha:  che  il  lavoro  motore  L„  vien  espresso  da 


che  il  lavoro  resistente  L,  ammette  il  valore 


L,— ^5 


1 E'*Q 


2 D 


che,  quando  si  amn)ella  che  le  velocità  iniziali  dei  diversi  strati 
di  molecole  paralleli  alla  sezione  E P variino  proporzionalmente 
alle  loro  distanze  dalla  sezione  stessa  la  quale  rimane  immobile, 
la  velocità  U,  comune  alla  massa  percuziente,  al  prisma  MGDC 
ed  alle  molecole  corrispondenti  alla  sezione  MG,  si  ottiene  colla 
formola 

II— 

^-2(P+9)-hQ 

essendo  Q il  peso  della  parte  E F G M del  solido  proposto  nella 
quale  vien  provocata  la  resistenza  allo  scorrimento  trasversale  e 
q il  peso  dell’altra  parte  MGDC,  e che  la  metà  della  forza  viva 

ì(i:muQ® — i’mu,’)  perduta  per  l’urto  trovasi  espressa  da 
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i 

I 


»JU(,* — S»nu,’ 


Ponendo  nell’equaiione  delle  forze  rive  riportala  al  numero  222 
i trovati  valori  di  L„,  di  L,  e di  ^ (-miio’  — Smu,’),  si  ottiene 
l’equazione 


IP  . 1E"Q 


?U>— ?U*  — ), 
9 9 /’ 


dalla  quale  ai  ricava 

._ul/D[3(P+q)+Q] 
““  r 3oE"U 


(2) 


per  valore  dello  scorrimento  trasversale  assoluto  MIT'  subito  dalla 
sezione  MG  relativamente  alla  sezione  EF. 

L’azione  molecolare  Q4'  provocata  dalla  percossa  nel  prisma 
dato  ABDC  fra  le  due  sezioni  EF  ed  MG,  per  quanto  risulta 
dalla  formula  (1)  del  numero  71,  vien  data  dalla  formula 


Q.--^ 


(3). 


Ponendo  nell’equazione  (2)  il  valore  di  U dato  dall’equazione  (1) 
o nell’equazione  (3)  il  valore  di  d che  cosi  risulta,  si  arriva  ad 
ottenere  quel  valore  Q/  il  quale,  aggiunto  al  valore  della  resi- 
stenza allo  scorrimento  trasversale  già  messa  in  giuoco  nei  solido 
da  forze  staticamente  operanti  sopra  di  esso,  conduce  al  valore 
di  T"  da  sostituirsi  nell’equazione  di  stabilità  del  numero  79, 
allorquando  debba  questa  servire  a trovare  la  superGcie  Q che 
conviene  al  solido  considerato,  affinchè  anche  sotto  l’azione  della 
percossa  si  trovi  in  buone  condizioni  di  stabilità. 

226.  ResUtensa  tìvo  alla  torsione.  — Sia  ABGD  (fig.  189)  un 
solido  prismatico  la  cui  sezion  retta  AB  in  un  modo  qualunque 
vien  mantenuta  ferma,  e nel  quale  ha  luogo  una  percossa  di  data 
ffltensità  nel  piano  della  sezion  retta  E F,  normalmente  alla  retta 
OM  in  questo  piano  contenuta  e ad  una  certa  distanza  dal  centro 
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di  superGcie  0 della  sezione  roedesiraa.  Questa  percossa  ha  per 
effetto  di  produrre  torsione  nella  parte  ABFE  del  solido  prisma- 
tico al  quale  vien  trasmessa  mediante  un  materiale  braccio  di  leva, 
che  si  suppone  assolutamente  destituito  d’elasticità;  tutti  gli  strati 
di  molecole  comprese  fra  le  sezioni  AB  ed  EF,  appena  avvenuto 
l’urto,  prendono  velocità  angolari  diverse  rispetto  all’asse  GO  del 
prisma;  è nulla  la  velocità  angolare  dello  strato  corrispondente 
alla  sezione  A B ; e la  più  grande  delle  velocità  angolari  di  tutti 
questi  strali  ha  lungo  in  quello  che  corrisponde  alla  sezione  EF. 

Ciò  premesso,  attribuendo  alle  lettere  Q,  P,  u e 9 i significati 
che  alle  medesime  vennero  dati  nel  numero  223,  e chiamando 

L la  distanza  GÓ  fra  la  sezione  fissa  AB  e la  sezione  EF  nella 
quale  ha  luogo  la  percossa, 

E'"  il  coefficiente  di  torsione  per  la  materia  costituente  il  corpo 
che  si  considera, 

9 l'arco  di  raggio  eguale  all'iinità  chiudente  l'angolo  di  torsione 
EOE'  che  nel  prisma  si  verifica  pel  fatto  della  percossa, 
si  ha:  che,  quando  l’angolo  di  torsione  ha  un  valore  minore  di  6, 
la  resistenza  molecolare  opposta  da  una  fibra  qualunque  a e,  posta 
a distanza  Oe  = v dall'asse  Gl  del  prisma  e colla  sua  sezion  retta 
di  superficie  <0,  vaie  (num.  50) 

^ TT’ 

che  il  lavoro  elementare  di  questa  resistenza  mentre  l'arco  su- 
bisce un  aumento  differenziale  d>f  vien  espresso  da 

che  il  lavoro  resistente  svolto  dalla  fibra  a e nel  verificarsi  l’an- 
golo di  torsione  misurato  dall’arco  6,  vien  dato  da 


e finalmente  che  il  lavoro  resistente  totale  L„  svolto  dalla  resistenza 
molecolare  mentre  il  solido  ABFE  subisce  il  contorcimento  mi- 
snralo  dall’arco  6,  ammette  il  valore 


— r.84  — 


1 0’ 

che,  indicando  con  J il  niomcnto  d'inerzia  polare  della  $e- 

zion  rella  del  prisma  consideralo,  più  semplicemente  può  essere 
espresso  con 

1 'J I 

(1). 

Siano  ora  : 

R la  disianza  UM  fra  il  punlo  di  percussione  c l'asse  Gl  del 
prisma  sul  quale  la  percossa  ha  luogo  ; 

Il  il  peso  dell'unilà  di  volume  del  prisma  AUFE; 
m un  elemento  di  massa  del  prisma  EFCI); 
r la  sua  distanza  dall'asse  Gl; 

m'  un  elemento  di  massa  del  braccio  di  leva  che  riceve  l'urlo; 
r la  sua  distanza  dallo  stesso  asse; 

<t>  la  velocità  angolare  comune  a tutte  le  molecole  poste  nello 
strato  corrispondente  alla  sezione  EF,  agli  elementi  di  massa  del 
prisma  EFGD  ed  agli  elementi  di  massa  del  braccio  di  leva. 

Il  momento  rispetto  all'asse  Gl  della  quantità  di  moto  impressa 
al  sistema  nell  islante  in  cui  sta  per  avvenire  la  percossa  è 

(2). 

ed  il  momento  della  quantità  di  moto  attuale,  che  il  sistema  ha, 
appena  avvenuta  la  percossa,  consta:  del  momento 

(3) 

della  quantità  di  moto  che  resta  alla  massa  percuzicnte  ; del 
momento 

4>  i'  w»  r’  (4) 

della  quantità  di  moto  acquistata  dalla  parte  EFGD  del  prisma 
percosso;  del  momento 

•bi'm'r*'  (5) 
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lidia  qiianlità  ili  molo  acquistala  ilal  braccio  di  leva  OM;  e linal- 
ineiile  dal  momento  della  qiiaiililù  di  molo  conccpila  dalla  parie 
ARFEdel  prisma  percosso.  Per  valutare  quesl’ultima  quantità  di 
molo  si  ammetta  che  le  velocità  angolari  dei  diversi  strali  di  mo- 
lecole compresi  fra  le  sezioni  AB  ed  EF  variino  proporzionalmente 
alle  loro  distanze  dalla  prima  sezione.  Segue  da  quest’ipotesi  che, 
essendo  nulla  la  velocità  angolare  per  lo  strato  di  molecole  cor- 
rispondente alla  sezione  A B c quella  per  lo  strato  di  molecole 
che  corrisponde  alla  sezione  EF,  la  velocità  angolare  per  uno 
strato  qualunque  a distanza  y dalla  sezioni  A B deve  essere 
espressa  da 


che  la  velocità  assoluta  di  una  molecola  qualunque , posta  nello 
stesso  strato  ed  a distanza  v dell’asse  GC  del  prisma,  vale 


y 4> 


che  la  quantità  di  molo  di  questa  molecola,  la  quale  può  essere 
considerata  come  un  prisma  elementare  avente  un  elemento  di 
superGcic  u per  area  della  sua  base  ed  un’altezza  d y,  trovasi 
espressa  da 


IIr.>y4>  , 


che  la  quantità  di  moto  di  tutta  la  Bbra  a e compresa  fra  le  due 
sezioni  AB  ed  EF  e distante  appunto  di  Oc=:;t'  dall’asse  Gl  del 
prisma,  vicn  data  da 


, IlfoL  ^ 

1 vd«=:  a 

'J  ^Jo  2;/ 


che  il  momento  di  questa  quantità  di  moto  rispetto  all’asse  Gl 
risulta 


riwL 

2» 
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e Bnalmente  che  la  somma  dei  momenti  delle  quantilii  di  molo 
di  tutte  le  fibre  componenti  il  prisma  ABFE  ammette  il  valore 

(6). 

Ora  per  il  principio  di  D’Alembert,  vi  deve  essere  equilibrio  fra 
i momenti  delle  quantità  di  moto  impresse  ed  i momenti  delle 
quantità  di  moto  attuali  rivolte  in  senso  contrario,  ossia  l'espres- 
sione (2)  del  momento  della  quantità  di  moto  impressa  al  sistema 
deve  eguagliare  la  somma  delle  espressioni  (3),  (4),  (5)  e (6)  dei 
momenti  della  quantità  di  moto  attuali.  Segue  da  ciò  che,  non 
dimenticando  come  l'uv*  rappresenti  il  momento  d’inerzia  polare 
J della  sezion  retta  del  prisma  percosso  e chiamando  rispettiva- 
mente S ed  S'  le  somme  Imr’  e Sm'r'*  esprimenti  i momenti 
d'inerzia  rispetto  all'asse  Gl  del  prisma  EFCD  e del  braccio  di 
leva  OM  il  quale  direttamente  riceve  l’urto,  si  può  stabilire  l'e- 
quazione 


P P II  I J 

- RM  = ÌR»4)+S<l'-^S'<b-+-^<l>, 
9 9 ^9 


dalla  quale  si  deduce 

2PRu 

2PR’-l-2fli(S-|-S')-+-nLJ 


(7). 


Ottenuta  la  velocità  angolare  toma  cosa  sommamente  agevole 
il  dedurre  la  perdita  di  forza  viva  — Imu,*  che,  pel  fatto 

dell’urto,  deve  aver  luogo  nel  sistema. 

La  somma  Imug’  vale 


(8), 


e la  somma  £mu,'  consta:  della  forza  viva 

p 

-R*®* 

9 


(9). 


che  ancora  rimane  alla  massa  perenziente  dopo  l'urto  ; della  forza 
viva 
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S*‘ 


00) 


acquistata  dal  solido  EFCD;  della  fona  viva 

S'**  0^) 


acquistata  dal  braccio  di  leva  OM;  e finalmente  della  forza  viva 
acquistata  dalle  molecole  costituenti  il  prisma  ABFE.  Essendo, 
come  già  si  è detto. 


wd» 


la  velocità  d’una  molecola  qualunque  posta  sulla  fibra  ae  a distanza 
V dall  asse  Gl  ed  a distanza  y dalla  sezione  AB,  la  forza  viva  che 
anima  questa  molecola  appena  avvenuto  l’urto  è 


la  forza  viva  di  tutta  la  fibra  ae  vale 


FI  M V* 


/: 


e finalmente  la  fona  viva,  che  pel  fatto  dell’urto  viene  ad  acquistare 
ABFE,  trovasi  espressa  da 

ossia  ancora,  per  essere  £&)«'= J,  da 

('«)• 

Togliendo  dall’espressione  (8)  la  somma  delle  espressioni  (V),  (IO), 
(II)  e (13)  risulta  la  perdita  di  forza  viva  che  nel  sistema  sì  veri* 
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fica  a motivo  dcH'urto,  c la  metà  di  questa  perdita  di  forza  viva 
risulta  dall’equazione 


= - M*— -R’4>«— d>»  Y 

2\ 09  io  / 

Sostituendo  neH'equaziunc  delle  forze  vive  del  numero  222 
il  valore  di  L,  dato  dall’equazione  ( I ) non  che  questo  valore  di 

— i'mu,’),  ed  osservando  che 


IP  , 

’ 


si  ottiene  l’equazione 


1 P I F.'"J 
i i u«—  - — 6* 
-2  L 


2\</  .9  ig  / 

dalla  quale  si  ricava 


,_^l/L[3PR’-(-39(S-+-S')+nLJl 

}/  3p^T 


Ottenuto  l'arco  0 di  raggio  eguale  all’unità  chiudente  l’angolo 
di  torsione  EOE'  riesce  facile,  mediante  l’ultima  equazione  del 
numero  51 , di  trovare  quel  valore  particolare  M'  di  M che  rap- 
presenta la  somma  dei  momenti,  rispetto  all’asse  Gl,  delle  azioni 
molecolari  sviluppate  da  tutte  le  fibre  della  parte  di  solido  ABFE 
pel  fatto  della  percossa.  Questo  momento,  aggiunto  a quello  del- 
l’azione molecolare  che  nel  solido  percosso  può  trovarsi  provocata 
da  qualche  forza  torcente  staticamente  operante  sopra  di  esso,  costi- 
tuisce il  valore  di  M da  porsi  nell’equazione  di  stabilità  del  nu- 
mero 60,  allorquando  debbasi  quest’equazione  applicare  per  otte- 
nere che  si  trovino  in  buone  condizioni  di  stabilità  quei  solidi 
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prismatici  ed  omogenei  nei  quali  deve  essere  cimentata  la  resistenza 
viva  alla  torsione. 

227.  Resistenza  riva  alla  flessione.  — Abbiasi  un  solido  pris- 
matico IIIKL,  e suppongasi  che  contr’esso,  in  un  piano  passante 
pel  suo  asse  0 Z intersecante  ciascuna  sezion  retta  secondo  un 
asse  principale  dell'ellisse  centrale  d’inerzia  e perpendicolarmente 
all’asse  medesimo,  venga  prodotta  una  percossa  di  data  intensità. 
Se  il  corpo  è tanto  resistente  da  non  lasciarsi  rompere  nè  sner- 
vare,' sulto  l’azione  dell’urto  s’inflelle  e,  come  per  un  prisma  in- 
flcsso  da  una  forza  normale  al  suo  asse  e staticamente  operante 
su  di  esso,  si  può  ammettere  : che  alcune  sue  fibre  si  allunghino,  e 
che  alcune  altre  si  accorcino;  che  siavi  uno  strato  neutro  ossia  uno 
strato  di  fibre  le  quali  nè  si  allungano  nè  si  accorciano;  che  questo 
strato  passi  per  l’asse  del  solido  inflesso  (num.  89)  ; che  la  sua 
intersezione  con  una  sezione  trasversale  qualunque  sia  perpendi- 
colare al  piano  di  sollecitazione,  ossia  al  piano  passante  per  l’asse 
del  corpo  e per  la  direzione  dell’urto;  e che,  cessata  l’azione 
della  percossa,  lutto  rientri  nello  stato  primitivo. 

Considerando  nel  prisma  HIKL  due  sezioni  trasversali  AB  e CD 
e supponendo  che  la  prima  di  queste  sezioni  sia  Gssa,  si  può  am- 
mettere che  l’allra  pel  fatto  della  flessione  venga  a rotare  attorno 
all’asse  neutro  rappresentalo  nel  punto  F,  e che,  appena  cessata 
ogni  azione  dcH’iirto  ossia  quando  sta  per  riprendere  la  sua  po- 
sizioue  primitiva,  trovisi  essa  in  C,I)„  non  più  parallela,  ma  sih- 
hene  inclinala  d’un  angolo  piccolissimo  ANC,  con  AB.  Chiamandb 
/ la  distanza  EF  fra  le  due  sezioni  considerale  AB  e CD, 

6>  la  superGcie  elementare  della  sezione  d’un  elemento  qualunque 
ab  di  fibra, 

V la  distanza  Fb  di  quest’elemento  di  Gbra  dall’asse  neutro 
rappresentato  in  F, 

0 l’arco  di  raggio  eguale  all’unità  chiudente  l’angolo  CFC,  ed 
esprimente  di  quanto  la  sezione  CD,  passando  in  C,D„  ha  giralo 
inturnn  all’asse  neutro  rappresentalo  in  F, 

E il  coeQicicnlc  di  elasticità  longitudinale  per  la  materia  di  cui 
il  prisma  è formato , il  qual  coelTiciente  si  assume  dello  stesso 
valore  tanto  per  le  Gbre  sottoposte  a tensione  quanto  per  quelle 
sottoposte  a compressione, 

si  ha  : che  la  resistenza  opposta  daU’elemenlo  qualunque  di  Gbra 
ab,  quando  la  sezione  CD  ha  rotalo  intorno  al  suo  asse  neutro  d’un 
angolo  misurato  dall’arco  | vale  (num.  12  e 29) 


Digitized  by  Google 


— 590  — 


Eu 


T’ 


che  il  lavoro  elementare  di  questa  resistenza,  mentre  l'arco  <j/  su- 
bisce un  aumento  differenziale  dtp.  vien  espresso  da 


Eo>y  d^; 


che  il  lavoro  resistente  svolto  dalla  Gbra  a 6,  nel  rotare  della  se- 
zione CD  attorno  al  suo  asse  neutro  dell’angolo  misurato  dal- 
l’arco 9,  ammette  il  valore 


,^’jVd+=|i 


v’9« 


e finalmente  che  il  lavoro  resistente  totale,  svolto  dall’azione  mo- 
lecolare fra  le  due  sezioni  AB  e CD,  può  essere  rappresentato 
dall’espressione 

1 9* 

gE  ^ Suo’, 


la  quale,  indicando  con  1 il  momento  d’inerzia  Suo’  della  sezion 
retta  del  prisma  considerato  rispetto  all'asse  neutro  in  essa  con- 
tenuto, si  riduce  a 


2^  l 


ii)- 


Siano  ora  : 

P il  peso  del  corpo  che  in  M viene  a percuotere  il  prisma  proposto  ; 

K la  distanza  del  punto  di  percussione  M dalla  sezion  retta  CD; 

u la  velocità  della  massa  percuzienle  all’istante  in  cui  sta  per 
avvenire  la  percossa; 

n il  peso  dell’unità  di  volume  del  prisma  del  quale  vuoisi  stu- 
diare la  resistenza  viva; 

g la  gravità  ; 

m un  elemento  di  massa  del  prisma  C D K L posto  a diritta  della 
sezione  CD  ed 
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r la  disianza  di  quest’elemento  dall'asse  neutro  rappresentalo 
nel  punto  F; 

la  velocità  angolare  comune  a tutte  le  molecole  poste  nello 
strato  corrispondente  alla  sezione  CD  ed  agli  elementi  di  massa  di 
quella  parte  del  prisma  considerato  cbe  trovasi  a diritta  dell’or 
indicata  sezione. 

Il  momento,  rispetto  aU'asse  neutro  rappresentato  nel  punto  P, 
della  quantità  di  moto  impressa  al  sistema  neU’istante  in  cui  sta 
per  avvenire  la  percossa  è 

?Ku  (2), 

ed  il  momento,  rispetto  allo  stesso  asse  neutro,  della  quantità  di 
moto  attuale,  che  ha  il  sistema  appena  avvenuta  la  percossa,  consta 
di  tre  parti.  La  prima  parte  è il  momento 

-K*<1>  (3) 

della  quantità  di  moto  che  resta  alla  massa  percuziente,  la  se- 
conda parte  è il  momento 

S m r*  (4) 

della  quantità  di  moto  acquistata  dal  solido  percosso  posto  a diritta 
della  sezione  CD  ; e lìnalraenle  la  quarta  parte  è la  somma  dei 
momenti  delle  quantità  di  moto  variabili  concepite  da  tutte  le 
masse  elementari  costituenti  il  prisma  ABCD.  Per  valutare  questa 
quantità  di  moto  si  consideri  l’elemento  qualunque  di  fibra  ab  posto 
a distanza  Fà=;i;  dall'asse  neutro  rappresentato  in  F,  e si  am- 
metta che  all’istante  della  percossa  essendo  v<l>  la  velocità  assoluta 
della  molecola  posta  in  b è zero  quella  della  molecola  corrispon- 
dente al  punto  a,  tutte  le  altre  molecole  intermedie  prendano  ve- 
locità diverse  e proporzionali  alle  loro  distanze  dalla  sezione  A B. 
Segue  da  quest’ipotesi  che  la  velocità  assoluta  per  una  molecola 
qualunque  posta  a distanza  y dalla  sezione  AB  è 


che  la  quantità  di  moto  di  questa  molecola,  la  quale  può  essere 
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consiilcrata  come  uii  prisma  elemctilare  di  base  ro  e di  altezza  dij, 
vale 


Il  r.i  i<  ll> 

!!  I 


die  la  quantità  di  moto  per  tutto  l'elemento  di  libra  ab  trovasi 
quindi  espressa  da 


llf.ivd» 

i ~ 


11'.)/ 

W 


i"l>, 


che  il  momento  di  questa  qiiaulilà  di  molo  rispetto  all’asse  neutro 
rappresentato  nel  punto  F ammette  il  valore 


2-/ 


dd>, 


e finalmente  che  la  somma  dei  momenti  delle  qiianlit.à  di  moto 
di  tutti  gli  elementi  di  fibra  componenti  il  prisma  ABDC  vieti  data 
dall’espressione 

«I>l'(.)i-*  (5). 


Ora,  per  il  principio  di  U’Alcmbert,  vi  deve  essere  equilibrio  fra 
i momenti  delle  quantità  di  moto  impresse  ed  i momenti  delle 
quantità  di  molo  attuali  rivolle  in  senso  contrario,  ossia  l'espres- 
sionc  (2)  del  momento  della  ipianlilà  di  molo  impressa  al  sistema 
deve  eguagliare  la  somma  delle  espressioni  (5) , (4)  e ^5)  dei 
momenti  delle  quantità  di  iiiotu  attuali.  Segue  da  ciò  che , 
chiamando  S la  somma  l' tu  r*  esprimente  il  niomenlo  d’inerzia, 
rispetto  all’asse  neutro  rappresenliitn  nel  punto  F,  della  parte  di 
prisma  percosso  posta  a diritta  della  sezione  OD  e non  dimenti- 
cando che  I',)v’=:I,  si  ha  l’equazione 

- K M — K>  <!>  4- S «b  + <b 
9 0 -9 

dalla  quale  iraroedialamenle  si  ricava 
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2PKu 

2PK»4-2(/S-|-nM 


(6). 


Trovala  la  velocità  angolare  O,  riesce  facile  il  dedurre  la  per- 
dita di  forza  viva  Imu,,*— Smu,*  che,  pel  fallo  dcH'urto,  si 
deve  veriflcare  nel  sistema.  La  somma  Smug’  consta  dei  solo 
termine 


P « 

-u* 

9 


(7). 


e la  somma  l'mu/  vale:  la  forza  viva 


9 


(8), 


che  ancora  rimane  alla  massa  percuziente  dopo  l'urto;  la  forza 
viva 

S (9) 

acquistata  dal  prisma  CDKL;  e la  forza  viva  acquistata  dalle  mo- 
lecole costituenti  il  prisma  A B D C.  Essendo , come  già  si  è 
detto  , 

v9> 

-jy 


la  velocità  di  una  molecola  qualunque  posta  a distanza  y dalla  se- 
zione AB  siiirelemenlo  di  fibra  ah  collocato  a distanza  F6=:v 
dall’asse  neutro,  la  forza  vìva  che  anima  questa  molecola  appena 
avvenuto  l’urto  è 

llu  . . 

y -pr-y’dy; 

la  forza  viva  di  lutto  relemenlo  di  fibra  ab  vale 


Il6>t;*«h‘  . no. 


l.'AllTg  Ul  F4UURICARE 


Retisltma  dei  materiali,  ecc.  — 7,X. 
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e fìnalmcnte  la  fona  viva,  clic  pel  fallo  (IcH'iirto  viene  ail  aequislare 
il  prisma  ABDC,  vieti  espressa  da 


*>!/ 


ossia,  per  essere  da 


(10). 


Sotlraendo  dairesprcssioiie  (7)  le  espressioni  (il),  (!()  c (10)  si 
oUiene  la  perdila  ili  forza  viva  Ihii/,,' — avventila  nel  si- 
slema  a molivo  dcll'iirlo,  c la  iiielà  di  qiiesla  perdila  ili  forza  viva 
vicn  dala  da 


1 

ì 


m »/  — ì;  m I/,* 


Ck’iI»*— Sd»’  — ). 
<1  J'/  / 


Applicando  ora  il  principio  delle  forze  vive,  col  dire  che  il  lavoro 

p 

molore  L„,  ossia  la  nielà  della  forza  viva  -n’  della  massa  per- 

cuzienle  airislaiile  in  citi  siti  per  avvenire  la  i>ereossa,  deve  egua- 
gliare il  lavoro  resislenle  L,,  svidto  diiira/ionc  molecolare  e dalo 
dairespressione  (1),  aiimeiilalo  della  nicià  della  forza  viva  perdiila 
per  l'urlo  or  ora  trovata,  si  ollicne  rcqiiazione 


dalla  quale  si  ricava 

,H). 


Trovalo  l'arco  0 cliiiidenle  Tangolo  (IFC,  di  etti  ha  ruotalo  la 
sezione  CI)  relativamente  alla  sezione  .VI)  pel  fallo  ilella  percossa, 
se  rhiamansi 

V la  disianza  FC  della  lihra  iriaggioriì.  iile  allungala  AC  dal- 
l’asse neutro  e 
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v"  la  distanza  FI)  della  filtra  maggiormente  accorciala  BD  pure 
aU'asse  neiiirn, 

rallnnganiento  e raccorciamentn  di  queste  fibre,  la  superficie  della 
cui  sezione  può  essere  rappresentata  con  '•>,  sono  rispcUivamenle 
rappresentali  da 


r'O  e v'9; 

la  tensione  della  prima  c la  pressione  della  seconda  (num.  12  e 29) 
sono  espresse  da 


tr 


o’O 


c per  conseguenza  la  fibra  maggiormente  allungata  e quella  mag- 
giormente accorciala  so|iporlano  rispetlivamenle  la  tensione  Q/  e 
la  pressione  Q„',  riferite  aH’unilii  di  superficie,  date  da 


l 


Ponendo  neirequaziune  (11)  il  valore  di  <I>  dato  dall'equazione 
(fi)  e mettendo  il  valore  di  0 clic  così  risulta  nelle  equazioni  (12), 
riesce  possibile,  con  melodi  aualogbi  a quelli  lungamente  esposti 
nel  capitolo  VI,  il  ileterminare  ; la  sezione  pericolosa;  la  tensione 
e la  pressione,  massima  riferite  all'iinilà  di  superficie  in  questa 
sezione:  c ipiindi  lo  stabilire  le  equazioni  di  stabilità  per  un  solido 
prismatico  ed  omogeneo  sottoposto  ail  una  percossa  diretta  nor- 
malmente al  suo  asse  in  un  piano  passatile  per  uno  degli  assi 
principali  dell'ellisse  centrale  d'inerzia  di  ciascuna  sua  sezione. 
Quando  nel  corpo  considerato  vieti  provocala  la  resistenza  alla 
flessione  non  solamente  dalla  percossa,  ma  aticlie  da  forze  slati- 
canieiite  operanti  sopra  ili  esso,  è necessario  tener  conto  delle 
azioni  di  ipiestc  forze,  tanto  nel  determinare  la  sezione  pericolosa, 
qiiaiilo  nello  stabilire  le  equazioni  di  stabilità. 

221).  Resistenza  viva  dei  tubi.  — Il  generale  Mettabrea,  nella 
sua  teoria  sulla  resistenza  viva  ilei  tubi,  non  fa  distinzione  fra  il 
periodo  in  cui  avviene  l’tirto  e quello  in  cui  si  verificano  deforma-» 
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zioni  del  sistema,  cd  ammette  rlic,  quando  bruscamente  si  arresta 
il  corso  dell'acqua  che  scorre  eiilro  un  tubo,  la  forza  viva  di  cui  è 
animata  la  massa  liquida  si  trasformi  in  tre  distinti  effetti,  ossia  : 
1'  Nella  dilatazione  della  parete  del  tubo  nel  senso  della 
circonferenza  ; 

2''  Nella  compressione  della  materia  costituente  il  tubo,  nel 
senso  normale  alla  superfìcie  interna  ; 

3"  Nella  compressione  dell'acqua. 

Chiamando  poi 

r il  raggio  interno  del  tubo,  supposto  di  sezione  circolare, 
e il  suo  spessore, 

1 

il  raggio  medio, 

l la  lunghezza  della  parte  di  tubo  che  si  considera, 

E il  coefficiente  d'elasticità  per  la  materia  di  cui  il  tubo  è 
formato,  e che  si  assume  d'eguale  valore  tanto  per  l'estensione 
quanto  per  la  compressione, 

E|  il  coefficiente  di  compressibilità  del  lìquido, 
q il  peso  d'un  metro  cubo  di  liquido,  pari  a 1000  chilogrammi 
per  l'acqua, 
g la  gravità, 

V la  velocità  dell'acqua, 

h l'altezza  dovuta  a questa  velocità, 

ir  il  rapporto  della  circonferenza  al  diamett'o, 

3 l'aumento  che  subisce  il  raggio  r sotto  il  colpo  d'ariete, 
l'allungamento  proporzionale  della  circonferenza  media  del 
tubo  corrispondente  al  limite  d'elasticità  ed  all'accrescimento  3 
del  raggio  r, 

V l'accorciamento  proporzionale  dello  spessore  del  tubo  nel 
senso  normale  alla  superficie  ìnferna, 

l'accorciamento  proporzionale  del  cilindro  liquido  lungo  l, 

Ti  il  lavoro  consumato  per  allungare  la  circonferenza  dei  tubo, 
T,  il  lavoro  consumato  per  comprimere  il  tubo  in  senso  normale 
alla  sua  superficie  interna, 

Tj  il  lavoro  consumato  per  comprimere  l'acqua, 
p la  pressione  interna  atta  a produrre  l'allungamento  propor* 
zionale  X,  riferita  all'unità  di  superficie,  ed 

H l'altezza  della  colonna  d'acqua  corrispondente  a questa  pres- 
sione, 

ecco  come  arriva  alle  equazioni  mediante  le  quali  è possibile  de- 
* terminare  gli  spessori  da  assegnarsi  ai  tubi  delle  condotte  d'acqua. 
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nuiiché  le  nliczze  delle  culonne  d'acqua  capaci  di  produrre  nei 
tubi  gli  stessi  cITetli  prodotti  dai  colpi  d’ariete. 

Il  peso  delia  massa  liquida  contenuta  nel  tubo  lungo  le 
e quindi  la  forza  viva  di  cui  questa  massa  è animata  vale 

"^^v*='Ì7:rHqh  (1). 

L'allungamento  che  subisce  la  circonferenza  media 
del  tubo  è 


2 7r^r-|-|c-f-d  ^ — 2?!  ^r-f-^e^=2Trd, 

e quindi  Tallungamento  proporzionale  / vien  dato  da 

2rn?  _ d 
2rr(r+le)  r+|e 

Nell’istante  in  cui  la  detta  circonferenza  media  ha  subito  un  al- 
lungamento X minore  di  2?:!^,  ossia  nell'istante  in  cui  si  verifica 
rallungamento  proporzionale 

X 

27r(r-h|e) 

l'azione  molecolare  messa  in  giuoco  nel  senso  della  circonferenza 
del  tubo  vien  espressa  da 


(essendo  el  la  mezza  superfìcie  delia  sezione  fatta  secondo  l’asse 
del  tubo  nella  sua  parete);  il  lavoro  resislenle  elementare,  che 
quest'azione  sviluppa  passando  rallungamento  della  circonferenza 
del  tubo  dalla  lunghezza  x alla  larghezza  x-f-dx,  ammette  il 
valore 
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Eel 


x(\x 

2r(r-4-gf) 


ed  il  lavoro  totale  T,  dell  azione  molecolare,  mentre  la  cireonle- 
renza  media  del  tubo  subisce  rallmigamcnto  ’lr.i,  risulta  dairei(iia- 
zionc 


T,=  - 


Re 


2a(r- 


‘pi 


Eel 


4-(r+;,e) 


0 più  semplicemente,  (|iiaiido  per  j si  ponga  il  valore  clic  ricavasi 
dalla  (2),  dà 

T,=:Ealc(r-f-|e) /.*  (3). 


Per  trovare  il  lavoro  T,  consumato  per  comprimere  il  tubo  in 
senso  normale  alla  sua  superlìcie  interna,  si  cbiami  ^ la  lungliezza 
di  cui  vidi  diminuito  lo  spessore  del  tubo,  e non  si  dimentichi 
che  p è la  pressione  esercitata  contro  ruuità  della  sua  superlicie 
interna.  Considerando  il  tubo  come  un  anello  circolare  il  quale, 
per  ogni  unità  della  sua  lunpbuzza  misurata  sulla  circonrereuza 
inedia,  è sollecitato  dalla  forza  normale  p/,  siccome  la  tensione 
che  esso  sopporta  tangenzialtueute  alla  detta  circonferenza  media 
è Ee//.,  si  ha  (num.  24  c 25) 


dalla  quale  si  ricava 


Osservando  ora  che  Taccorciamento  ^ corrisponde  alla  pressione 
p,  la  quale  si  esercita  su  un  prisma  avente  per  base  Tunità  ed  e 
per  altezza,  si  ha  ancora 


EeD.  — plr, 


EeX 


(i)- 
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{UT  cui,  cgiuij^liuiidu  i (lue  viilui'i  (ruvali  di  e ricavando  ^ dall'e- 
quaziuiie  clic  risulta,  si  uUieiie 

(5). 

Ciò  premesso,  ncll’islaiile  in  cui  la  parete  del  tulio  ha  subita  una 
diininir/ioue  ili  spessore  ij  ruiitore  ili  razione  molecolare  sviliip- 
|iala  dalla  materia  costituente  il  tubo  si  può  csiiriinere  con 


il  lavoro  resistente  elementare,  svolto  da  i|iiest’azione  nel  mentre 
diventa  >/-l-di/  la  diminuzione  di  spessore  della  parete  dei  tubo, 
risulta  allora 


2Ezri 


y<^y. 


cd  il  lavoro  resistente  totale  T,  svolto  dall'azione  molecolare,  men- 
tre la  parete  del  tubo  subisce  in  senso  normale  alla  sua  superGcie 
interna  la  diuiinuzinnc  di  spessore  ammette  il  valore 

T,=2E7:><-  yAy  — Y,T.rr~, 

^ J 0 


che,  a motivo  del  valore  ili  ^ dato  dall'equazione  (5),  si  ri- 
duce a 

T,=Eza»y  (6). 

Venendo  ora  a cercare  il  lavoro  Tj  che  vien  consumato  nel 
comjirimere  la  massa  d'acqua  , si  incominci  daH’osservare  : che 
può  essere  trascurato  ringrandimenlo  ^ subito  dal  raggio  interno 
del  tubo  a motivo  della  diminuzione  di  spessore  che  si  manifesta 
nella  sua  parete  , giacebè  si  vede  dalla  formola  (5)  che  questa 

quantità  è semiirc  piccola  per  essere  sempre  tale  il  r.'.pporlo 

e clic  quindi,  polendoli  considerare  siccome  ridotta  a la 
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sezione  circolare  del  tubo  dopo  avvenuta  la  sua  dilatazione , il 
cilindro  liquido  prima  lungo  l avrà  presa  un'altra  lunghezza  l'. 
Per  determinare  i basta  porre  la  condizione  che  il  volume  del 
cilindro  liquido  di  sezione  r.r^  e di  altezza  l deve  essere  eguale 
al  volume  del  cilindro  liquido  di  sezione  7:(r  + d)‘  e di  altezza  V , 
questa  condizione  è 

ed  immediatamente  da  essa  si  ricava 


i'= 


(r4-d)« 


(7)- 


Ora,  trovandosi  l'acqua  al  momento  dell'iirto  sotto  la  stessa  pres- 
sione p riferita  all’unità  di  supcrGcie  che  si  verifìca  normalmente 
alla  superfìcie  interna  del  tubo,  la  lunghezza  l'  subisce  una  piccola 
diminuzione  p,  e fra  p,  T,  u ed  E|  si  può  stabilire  la  relazione 
(num.  29) 


• P=E,^. 

Eguagliando  questo  valore  di  p a quello  dato  dalla  formola  (4) 
si  ha 


d’onde  si  ricava 


„ p _ EeX 
r ’ 

E l’el 


(8). 


Trovalo  il  valore  di  u,  si  consideri  il  cilindro  liquido,  avente  per 
base  la  superfìcie  7r(r-)-d)*  e per  altezza  l\  allorquando  si  è ac- 
corciato della  quantità  x minore  di  u.  L'azione  molecolare  opposta 
dalia  massa  liquida  si  può  ritenere  come  espressa  da 


E,7T(r+d)> 


X 

l’’ 


il  lavoro  resistente  elementare,  svolto  da  (piesfazione  nel  mentre 
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(livi'iila  l’.iccoiTiiiiMciilo  del  eiliiidru  liquidu  lungo  vale 


K,TT(r+d)’ 


ed  il  lavoro  resislenle  totale  Tj  consumato  nel  comprimere  l’acqua, 
ossia  pel  diminuire  di  fj.  la  lunghezza  l',  vien  dato  da 

T,=  E.  ^ (r  + o')'  y dzz=l  E.  r (rH-  d)«  V, 

fj} 

ossia,  avuto  riguardo  al  valore  di  r(r+d)*  ed  al  valore  di  ^ 
somministrati  dalle  formule  (7)  ed  (0),  da 

(9). 

Eguagliando  ora  la  metà  della  forza  viva,  spenta  nel  momento 
del  colpo  d’ariete  e data  dall'espressione  (1),  alla  somma  dei  tre 
lavori  T, , T,  e T,  somministrati  dalle  formule  (3),  (6)  e (9),  si 
ottiene  l'equazione 

71  r«  fg  A= E 71  i e 4- 1 e ) -H  ^ ^ ej , 

che  facilmente  si  riduce 


,/.=eì'5[i+1‘-(i+|)+';]  ,10). 

Per  ricavare  il  valore  di  e da  quest’equazione,  basta  osservare  che 

e» 

il  rapporto  — , posto  entro  le  parentesi,  è sempre  una  frazione 
assai  piccola,  che  per  conseguenza  si  può  essa  trascurare,  e dedurre 
il  valore  di  - dall'equazione  di  secondo  grado 
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la  quale  uuuduce  ad  uUcoere 


V'encndo  ora  alla  dricrniinazionc  dell’allczza  II  di  una  colonna 
d'acqua  capace  di  produrre  per  seìiiplicc  pressione  idroslalica  lo 
stesso  elTello  del  colpo  d’ariele,  si  esprime  con  q\l  la  pressione 
di  questa  culoiiua  sul  nieiro  quadralo  di  superfìcie  interna  del 
tubo,  e,  dovendo  essa  eguagliare  il  valore  di  p dato  dall’e(iiiazione 
(4),  si  può  stabilire  rcquazionc 


,yll  = 


F,e  /. 


(12), 


dalla  quale  si  deduce 


EX»  ^=9  11/. 


Questo  valore  di  E/*^si  ponga  neirequazione  (10),  c si  ottiene 


l'equazione 


A-_inj  + 


da  cui  si  ricava 


/ 


Trascurando,  come  già  si  è fatto  nella  deduzione  del  valore  di  e, 
e* 

la  frazione  assai  piccola  ~:^>cd  osservando  che  per  la  (11) 
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, si  |iiió  assutncru  la  sugueniu  rumiola  ileturiuiiialricc  di  H 


2 


(13). 


IVm'  calcolare  iiiediaiilc  le  fnrniole  (H)  e (la)  lo  spessore  c 
e l'altezza  11  è necessario  conoscere  E),  / cd  E,.  I valori  di  E c di 
/ sono  dati  sperimentali  di  coi  vennero  riportati  i valori  al  mi- 
nierò 15,  ed  importa  indicare  come  si  ^ssa  ottenere  il  va- 
lore di  E,.  Perciò  basta  osservare  die  una  colonna  d'acqua,  alla 
temperatura  ordinaria,  niediamenle  si  accorcia  di  0,000048  della 
sua  liiiigliezza  primitiva  sotto  la  pressione  di  un’atmosfera,  ossia 
di  10550  rhilni'ramnii  per  of;ni  metro  ([uadrnto,  c che  perciò  ap- 
plicando l'equazione  (2)  del  numero  29  col  fare  in  essa 

T'=10330'^  E'=E,,  -Q=1,  0,000048, 

si  può  stabilire  l'equazione 

I0330  = E,X  0,000048, 

dalla  quale,  tenendo  conto  solamente  delle  cifre  significative  dei 
milioni,  si  ricava 

E,  = 21 5000000''% 

Supponendo  che  li\.  forza  viva  la  quale  anima  la  massa  liquida 
neiristante  del  colpo  d'ariete  venga  tutta  consumata  per  dilatare 
il  tubo  nel  senso  della  sua  circonferenza , Tequazione  esprimente 
che  la  metà  di  questa  forza  viva  deve  eguagliare  il  lavoro  resistente 
svolto  dalla  materia  di  cui  il  tubo  è costruito  si  riduce  a 


r.r'^lqk  — VuT.le'/}  ^ 

Semplificando  cd  ordinando  per  rapporto  ad  si  ottiene  l'equa- 
zione del  secondo  grado 


Digitized  by  Google 


— 604  — 


^ r E).* 


dalla  quale  si  ricava 


e 

r 


= -i-+- 


\ 


0 più  semplicemente 


e qh 

r“ÉT* 


(U). 


quando  si  sviluppi  il  radicale  in  serie  e quando  tengasi  soltanto 
conto  dei  primi  due  termini  dello  svolgimento.  Osservando  poi  che 
daH'equazione  (12)  si  ha 

e_ 

r~  E5.  ’ 

risulta 


qH_  qA 

E;t~E/‘’ 

dalla  quale  si  ricava 

H=5  (15) 

per  espressione  della  colonna  d’acqua  capace  di  produrre  lo  stesso 
effetto  del  colpo  d’ariete  quando  si  supponga  che  questo  unica- 
mente si  risolva  nel  produrre  un  ingrandimento  del  tubo  per  al- 
lungamento della  circonferenza  media  della  sua  sezion  retta.  I 
risultati  a cui  conducono  le  forniole  (14)  e (15)  sono  poco  diversi 
da  quelli  che  si  ottengono  applicando  le  formole  (11)  e (13) 
quando  la  velocità  del  liquido  di  cui  si  arresta  il  corso  è inferiore 
ad  1 metro,  e quindi  al  disotto  di  questo  limite  di  velocità,  senza 
inconvenienti,  si  possono  adoperare  le  semplicissime  formole  (14) 
e (15)  nelle  quali  si  trascura  la  compressione  del  tubo  nel  senso 
della  sua  grossezza  e la  compressibilità  del  liquido. 

Se  in  un  tubo,  prima  del  colpo  d’ariete,  ha  luogo  una  pressione 
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coslaote  pi,  si  Teri6ca  nel  senso  della  circonferenza  della  sezion 
retta  del  tubo  un  allungamento  proporzionale  costante  , colle- 
gato alla  pressione  pt  mediante  la  relazione 

E e/, 

P.=  -, 

analoga  alla  (4).  Da  quest’equazione  si  ricava 


e,  tanto  nell’applicare  le  formole  (11)  e (13)  quanto  nell'applicare 
le  altre  più  semplici  (14)  e (15),  si  deve  porre  per  l’allungamento 
).  non  già  rallungainentu  proporzionale  totale  che  può  sopportare 
il  tubo  Sullo  il  colpo  d’ariele,  ma  solamente  la  differenza 


Onde  determinare  lo  spessore  di  una  condotta  in  modo  che  si 
trovi  essa  in  buone  eondizioiii  di  stabilità,  bisogna  assumere  per 
.allungainenlo  proporzionale  /.  una  data  frazione  di  quello  che  cor- 
risponde allo  sncrvameutu.  Questa  frazione  può  variare  da  1/2  ad 
1/3  pei  tubi  metallici,  e da  1/2  ad  1/7  pei  tubi  in  legno. 
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sotto  l'azione  di  tuia  forza  parallela 
al  suo  asse.  pag.  jiti!  u.  l't'J. 

Angolo  di  torsione,  |iag.  ili  11.  ìlL 

Augolo  di  torsione  per  ogni  unità  di  lun- 
ghezza, [lag  liiz  u.  Si 

Angoli  di  torsione  nei  prismi  con  sezione 
piena  e nei  prismi  eoo  sezione  vuota, 
pag.  Ui  0.  ILL 

Archi  equilibrali,  da  pag.  HI  a iLiz  e da 
IL  1 7.V  a 177. 

Asse  neutro  o asst‘  delle  fibre  invariabili, 
pag.  LH  u.  RTj  pag.  liiJi  u.  8d,  pag. 
òllil  u.  pag.  3£|3  u.  I'i7.  pag  ìli 
n.  I.'i'ì.  pag.  its  u.  lèi,  pag.  Ì52 
IL  I Ifi.  pag.  7i.'i.'i  IL  ISO,  pag.  3SI! 
n. 

Assi  principali  d'inerzia  delle  figure  piane, 
pag.  L!2  IL  lfl-> 

Azioni  aliralllve,  pag.  Z n.  i 

Azioni  molecolari,  pag.  2 u.  2. 

Azioni  repulsive,  pag.  X il  2. 

c 

Calcolo  di  una  delle  dimensioni  della  se- 
zione Irasversale  di  un  solido  pris- 
matico snlloposlo  a flessione,  pag. 
21fi  n.  Ddi.  pag.  222  il  125.  pag. 
5.57  11.  l.M, 


Calcolo  di  una  delle  dimensioni  della  se- 
zione trasversale  di  un  solido  ini- 
zialmente curvo  afllnchè  esso  si  trovi 
in  buone  eond.zioni  di  stabiliti  sotto 
razione  di  date  forze  estriuseche, 
pag.  521  a.  16'.). 

Calcoli  e risultati  dei  calcali  inslituili  per 

10  stabilimento  di  una  trave  orizzon- 
talmente disgiosta  ed  uniformemente 
caricata  di  pesi,  pag.  2hfi  IL  l‘il,  pag. 
223  IL  122. 

Cerchiature  che  devono  resistere  ad  lina 
data  tensione  non  che  ad  un  aumento 
di  tensione  causalo  da  un  abbassa- 
mento di  temperatura,  pag.  48  n.  2A. 
pig.  33  IL  23. 

Chiodature  e loro  resistenza,  pag.  Afii 
IL  196. 

Chiodi  che  vengono  impiegali  nella  for- 
mazione delle  travi  metalliche  e 
sforzi  a cui  sono  assoggettati,  pag. 
46.5  IL  195. 

Cilindri  che  tendono  a rompersi  per  ef- 
feilo  di  una  pressione  interna,  pag. 
32  IL  25, 

Cilindri  che  tendono  a rompersi  per  ef- 
fello  di  una  pressione  esterna,  pag. 
85  n.  ifi. 

CoelDciente  di  slabililà,  pag.  11  a.  2. 
CoeOieienle  o modulo  d'elasticità  longi- 
tudinale relativo  all’estensione,  pag. 

11  u.  pag  1£  0.  13. 

CoefBcienle  o nnidulo  d’elasticità  Inngi- 

liidinale  relativo  alla  lonipressione, 
pag.  m IL  29.  pag.  62  u.  30. 
Coefficiente  di  lorsione,  pag.  88  n.  5IL 
pag.  103  n.  Ss. 

Coeflìi  ienlc  o modulo  d’elasticità  trasver- 
sale, pag.  120  n,  IL  pag.  121  IL  22. 
CocIBcieiile  di  rolliira  per  tensione,  ossia 
re.sisicnza  alla  rottura  per  tensione 
riferita  airiiniià  di  superficie,  pag. 
2A  BL  IO  e IX. 
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^>)cfnci>nte  di  roltura  per  pressione,  ossia 
resistenza  alla  rottura  per  pressione 
riferita  all' unità  di  superficie,  pag. 
fiii  Q.  e 

Coefficiente  di  rottura  per  torsione,  ossia 
resistenza  alla  rottura  per  torsione 
riferita  all'unità  di  superficie , pag. 
IM  IL  62_t  pag.  IH  IL  fii 

Coefficiente  di  rottura  per  scorrimento, 
ossia  resistenza  alla  rottura  per  scur* 
rimeuto  riferita  all’ unità  di  super- 
ficie, pag.  L2i  IL  75_.  pag.  L2i 
IL 

Condizione  di  stabilità  pei  corpi  sotto- 
posti a torsione,  pag.  LLl  il  r>4. 

Condizione  di  stabilità  per  un  corpo  il 
quale  deve  resistere  ad  una  forza 
che  tende  a sollevarlo,  pag  S7o  il 
lAi. 

Coudizione.  di  stabilità  per  un  corpo  il 
quale  deve  resistere  ad  una  forza  che 
tende  a rovesciarlo,  pag.  ù22  il  i 

Condizioni  di  stabilità  |>ei  corpi  sotto* 
posti  a tensione  « pag.  22  n.  i4_, 

pag.  ^ IL 

Condizioni  di  stabilità  pei  corpi  sotto- 
posti a pressione , pag.  ili  il  M . 
pag.  Ifi  IL  41L 

Condizioni  di  stabilità  pei  corpi  in  cui 
vien  prevocaia  la  resistenza  allo  scor- 
rimento. pag.  a.  75,  pag.  1 35 
IL  7^  pag.  155  IL  81  , pag.  i60 
IL  m. 

Condizioni  di  stabilità  pei  solidi  rettilinei 
in  cui  vien  provocala  la  resistenza 
alla  flessione,  pag.  liI2  il  92,  pag. 
lili  IL  9^  pag.  ili  fì,  151 . pag. 

IL  149 

Corpi  solidi  di  cui  convien  studiare  la 
resistenza  e loro  generazione  geo- 
metrica, pag.  12  n.  li». 

Costituzione  molecolare  dei  corpi , pag. 
2 IL  L 

Curva  elastica,  secondo  la  quale  si  dis- 
pone l'asse  di  un  solido  rettilineo , 
nel  quale  vien  provoiraia  la  resistenza 
alla  flessione,  pag.  158  il  M.  pag- 
2M  IL  i24.  pag.  555  n.  147.  pag. 
555  IL  150. 


D 

Deformazioni  ela.slicbe,  pag.  8 a.  4. 

Deformazioni  permanenti,  pag.  8 il  4. 

Deviazione  della  sezion  retta  d'un  prisma 
inflesso  sotto  l'azione  di  una  forza 
p.*iraliela  al  suo  asse  , pag.  509  n. 
120.  pag.  518  n.  m. 

Dispusiziuni  piu  convenienti  da  assegnarsi 
alle  sezioni  trasversali  dei  solidi  da 
impiegarsi  per  resistere  alia  fles- 
sione, pag.  25Q  IL  110- 


Duraia  dell’azione  delle  forze  estrinseche 
e sua  influenza  sulla  resistenza  dei 
corpi,  pag.  li  IL  L. 

E 

Elasticità,  pag.  8 il  4* 

Eiemenio  di  fibra  o fibra  elementare  , 
pag.  12  IL  liL 

Equazione  d'equilibrio  fra  le  forze  estrin- 
seche e le  forze  molecolari  io  un 
corpo  prismatico  sottoposto  a ten- 
sione. pag  li  IL  12.. 

Equazione  d'equilibrio  fra  le  forze  estrin- 
seche e le  furie  molecolari  in  un  corpo 
prismatico  sottoposto  a pressione . 
pag.  61  n.  29. 

Equazione  d'equilibrio  fra  le  forse  estrin- 
seche e.  le  forze  molecolari  In  un 
corpo  sottoposto  a torsione,  pag.  88 
IL  51L 

Equazione  d’equilibrio  fra  le  forze  estrin- 
seche e le  forze  molecolari  in  un  corpo 
soUo|)osio  a scorrimento  trasversale, 
pag.  120  n.  IL 

Equazione  dei  momenti  Inflelteniì  per  le 
sezioni  currispondeoii  a tre  appoggi 
successivi  rii  una  trave  orizzonlal- 
mcnie  disposta  ed  uniforoiemente 
caricata  di  pesi,  pag.  125  IL  1 14, 

Equazione  di  stabilità  per  un  corpo  11 
quale  deve  resistere  ad  una  forza 
che  tende  a sollevarlo,  pag.  570  a. 
154 . pag.  511  IL  155. 

Equazione  di  stabiliià  per  un  corpo  il 
quale  deve  resistere  ad  una  forza 
che  tende  a rovesciarlo . pag.  322 
il  159 . pag.  578  il  1 60. 

Equazioid  d'equilihriu  fra  le  forze  estrin- 
seche c le  forze  molecolari  nei  corpi 
reitiiiiiet  sottoposti  a flessione,  pag. 
Hi  IL  88  , pag.  Sili  IL  126  . pag. 
518  IL  154.  pag.  542  il  145.  pag. 
555  IL  15tL 

Equazioni  d'equilibrio  fra  le  forze  estrin- 
seche e le  forze  molecolari  nei  solidi 
inizialmente  curvi,  aventi  per  asse 
una  curva  piana,  sollecitali  da  forze 
contenute  nel  piano  di  quesia  curva 
ed  in  cui  ciascuna  sezione  è tagliala 
dal  piano  stesso  secondo  un  asse 
principale  dell' ellisse  centrale  d’i- 
nerzia. pag.  385  IL  165. 

Equazioni  d'equilibrio  fra  le  forze  estrin- 
seche e le  forze  molecolari  in  un  arco 
equilibrato,  pag.  422  n,  174 

Equazioni  di  stabilità  pei  corpi  sottoposti 
a tensione,  pag. 22  il  IL  pag.  55 
IL  18_.  pag.  34  IL  12  e 2^  pag. 
35  il2L 
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Equazioni  di  stabiliti  pei  corpi  sottoposti 
a pressione,  pag.  U n.  ^ pag.  lA 
n.  ^ pag.  li  n,  li  e 42,  pag.  Ifi 
n,  ló. 

Equazioni  di  stabilità  pei  corpi  sottoposti 
a torsione,  pag.  liiS  a.  60,  pag.  Ili 
IL  61j  pag  L12  u.  6ùj  pag.  1 1 5 
IL  61L 

Equazioni  di  stabilità  pei  corpi  in  cui 
vien  provocata  la  resistenza  allo  scor- 
rimento, pag.  122  tL  7^  pag. 
n.  79,  pag.  I~1  n.  8(L  pag.  Iò,~  n. 
81  . pag.  l£i)  IL  191  ■ pag.  12J  u. 
122. 

Fxiuazioni  di  stabilità  pei  solidi  rettilinei 
in  cui  vien  provocata  la  resistenza 
alla  flessione,  pag  lil2  n.  92,  pag. 
124  u,  95_,  pag.  iU  u,  131  . pag. 
118  n.  151.  pag.  153  u.  149  , pag. 
3S7  u.  15L 

Equazioni  di  stabilità  pei  solidi  rettilinei 
inizialmente  curvi,  pag.  121  o.  ifiO. 

Esperienze  e dati  sperimentali  sulla  re- 
sistenza all'estensione,  pag.  li  il 
11.  pag.  16  n.  Ilj  pag.  2j  n.  15  , 
pag.  21  u.  IL 

Esperienze  e dati  sperimentali  sulla  re- 
sistenza alla  compressione  pag.  lìil 
IL  28,  pag.  22  n.  50.  pag.  £3  u-12 
e li. 

Esperienze  e dati  sperimentali  sulla  re- 
sisienza  alla  torsione,  pag.  87  n.  49. 
pag.  1115  n,  3^  pag.  129  IL  61_l 
pag.  Ili  IL  £1. 

Esperienze  e dati  sperimentali  sulla  re- 
sistenza allo  scorrimento,  pag.  119 
IL  70,  pag.  121  n.  72,  pag.  123  n, 
74.  pag.  121  n,  76,  pag.  121  n.  77, 
pag.  152  Q, 

Esperienze  e dati  sperimentali  sulla  re- 
sislenza  alla  flessione  , pag'.  112  n, 
86  ■ da  pag.  2ul  a 213  e da  D,  121 
a 123, 

Esperienze  ed  osservazioni  sul  modo  con 
cui  avviene  la  rottura  nelle  vòlte  a 
botte,  pag.  138  il  1 79. 

Espressione  generale  della  spinta  delle 
terre,  pag.  529  II  2llf 

F 

Fibra  e flbra  elementare,  pag.  12  n.  12, 

Flessione  prodotta  nei  solidi  rettilinei  da 
Forze  perpendicolari  ai  loro  assi,  da 
pag.  112  a 522  e da  IL  82  a 124. 

Flessione  prodotta  nei  solidi  rettilinei  da 
lorze  parallele  ai  loro  assi,  da  pag. 
500  a 3 i9  e da  tL  12.7  a 145. 

Flessione  di  un  solido  rettilineo  caricalo 
di  punta,  nel  quale  le  dimeiisiuni 
della  sezione  trasversale  sono  pic- 


cole in  conFronto  dell  altezza  . da 
pag,  554  a 549  e da  n t59  a 1 45 

Flessione  prodotta  in  un  solido  rettilineo 
da  Forze  riducibili  ad  una  risultante 
unica  obliqua  al  suo  asse,  da  pag. 
549  a 570  e da  IL  Ili  a 155. 

Forme  più  convenienti  da  assegnarsi  alle 
sezioni  trasversali  dei  solidi  da  im- 
piegarsi per  resistere  alla  flessione, 
pag.  252  IL  1 1O. 

Forza  che  tende  a produrre,  in  un  corpo 
sottoposto  a flessione,  lo  scorrimenlo 
longiludinale  in  una  sezione  paral- 
lela allo  strato  delle  flbre  invaria- 
bili, pag.  4.76  n 189. 

Forze  estrinseche  limili  a cui  convien 
assoggettare  i corpi  nelle  coslrn- 
zioui,  pag.  11  IL  8. 

1 

Incavallatura  di  piccola  porlata,  pag.  182 
u.  222. 

locavallatura  di  portata  media,  pag.  183 
n,  225. 

Incavallaliira  di  grande  portala,  pag.  192 
IL  221. 

Incavallatura  di  Polonceau,  pag.  199  il 
205.  pag.  505  n.  222. 

Incavallatura  coi  puntoni  rinFnrzati  da 
saette  inclinale  e da  tiranti  verticali, 
pag.  312  IL  207. 

Incavallature  e calcolo  delle  dimensioni 
di  diversi  pezzi  che  le  compongono, 
da  pag.  129  a 521  e da  a,  221  a 208. 

L 

Linea  che , per  un  prisma  non  avente 
aderenza  coll'appoggio,  separa  nella 
sua  base  la  parte  premuta  dalla  parte 
non  premuta,  pag.  323  a.  156.  pag. 
525  li.  177. 

Linee  di  egual  tensione  nei  solidi  retli- 
linei  inflessi  da  Forze  parallele  ai  loro 
assi,  pag.  512  o,  152. 

Linee  di  egual  pressione  nei  solidi  retti- 
lìnei ìidlessi  di  Forze  parallele  ai  loro 
assi,  pag.  51 H il  154. 

M 

Momenti  d'inerzia  di  sezioni  piane  rispetto 
ad  assi  in  esse  contenute , da  pag, 
125  a 199  e da  n.  9.7  a 102. 

Momenti  d'inerzia  polari  di  sezioni  piane, 
da  pag.  92  a 123  c da  a.  32  a 52, 

Momenti  inflettenti  nelle  sezioni  corri- 
spondenti agli  appoggi  per  una  trave 
orizzontalmente  disposta  ed  uniFor- 
memenle  caricala  di  pesi,  pag.  228 

I IL  115. 
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Momonti  inOettmli  tipIIp  diTfr«p  sezioni 
dplle  travate  di  una  trave  ort/zon> 
talmPiile  dinpo^ta  ed  tioirormemente 
caricala  di  ppsi,  pag.  2Sil  ik  < tfi 
MohilmiIo  d’iher7.ia  polare,  pag.  8H  n.  r«i> 
Momento  di  lorsibitilà.  pag.  fiS  il  fiO 
Momento  di  resi<;ienra  alia  rottura  per 
torsione,  pa*?,  102  a.  t*^ 

Momento  inflettente,  pag.  tr>H  90. 
Momento  resi^ienu  alia  flessione  , pag. 
158  n.  90. 

Momento  di  flessibilità,  pag.  L52  il  9Q. 

N 

Nozioni  generali  sulla  resistenza  dei  corpi, 
da  pag.  I a 13  e da  n 1 a li» 
Numero  dei  chiodi  da  impiegarsi  nelle 
cbiudatiire.  pag.  ^66  il  197.  pag. 
468  IL  liifi, 

P 

Piano  di  flessione,  pag.  Ci5  n.  Sì. 
piano  di  sollecilazìnne,  pag.  iAl  IL  87. 
Pressione  in  qualsiasi  punto  della  sezìon 
retta  di  un  prisma  inflesso  sullo  ra- 
zione di  una  forza  parallela  al  suo 
asse,  pag.  .il 8 n.  1 5 1, 

Pressione  massima  riferita  airiinilà  di 
superfìcie  sullo  spigolo  .attorno  al 
quale  tende  a farsi  il  rovescianienlo 
di  un  solido  prismatico  , pag.  3H11 
IL  l£i 

Prisma  di  massima  spinta  delle  terre , 
pag.  ^ IL  212. 

Problemi  sulla  resistenza  airestensione  , 
da  pag.  oflalLìedaiLl^a  91. 
Problemi  sulla  resistenza  alla  compres- 
sione, pag.  29  IL  pag.  8J  il  ilL 
Problemi  sulla  resistenza  alla  torsione  , 
pag.  116  IL  liH. 

Problemi  sulla  resistenza  allo  scorrimento, 
da  pag.  13ì  a li6  e da  il  8tì  a 85. 
Problemi  sulla  determinazione  delie  curve 
elastiche  secondo  cui  si  dispongono 
gli  assi  di  solidi  rettilinei  nei  quali 
vien  provocata  la  resistenza  alla  fles- 
sione, pag.  21^  IL 

Problemi  sulla  determinazione  dei  mo- 
menti inflettenti  e degli  sforzi  di 
taglio  di  maggior  valore  assoluto,  c 
quindi  delle  sezioni  pericolose  pei 
solidi  rettilinei  in  cui  vien  provocata 
la  resistenza  alla  flessione,  pag.  2:j9 
IL  108.  pag.  359  il  1 52. 

Problemi  stilla  resistenza  dei  solidi  ret- 
tilinei alla  flessione,  pag.  235  IL  1ÌL 
Problemi  sulla  deformazione  di  archi  cir- 
colari caricati  di  pesi , pag.  325  IL 
Ì2SL 


Problemi  suM.i  stabilità  di  archi  circolari 
caricati  di  pesi,  p.ig.  407  il  <71 

Problemi  sugli  archi  equilibrali,  pag.  4^24 
D_  1 7.5. 

Problemi  siill.a  spinta  delle  terre  , pag, 
.5 1 .'t  n_  9tf> 

Procedimenti  pratici  per  verificare  la  sta- 
bilità di  una  uMt.i  a bolle,  pag.  4 1.3 
a.  183,  pag.  ilQ  il  !h1,  pag.  448 
IL  18.~*.  pag.  iil  IL  18P. 

Punto  d applicazione  della  spinta  delle 
terre , pag.  557  q.  215.  pag.  312 
IL  213. 

R 

Rapporti  fra  gli  archi  circolari  a monta 
mollo  depressa  e gli  archi  equilibrati, 
pag.  135  IL  ilo. 

Rappreseiiiazioiic  grafica  dei  momenti  in- 
flettenti nelle  diverse  sezioni  dì  una 
trave  orizzontalmente  disposta  ed 
uriirurinemeiile  caricala  di  pesi,  pag. 
2M  IL  119. 

RappresenCizhuic  grafica  degli  sforzi  di 
taglio  nelle  diverse  sezioni  di  una 
trave  orizzontalmenle  disposta  ed 
miiforniemenie  caricata  di  pi*si,  pag. 
2^  IL  120. 

Reazioni  degii  appoggi  su  una  trave  oriz- 
zontalinenle  disporla  ed  uniforme- 
niente  caricala  di  pesi.  pag.  283  il 

m. 

Resistenza  dei  corpi,  pag.  fi  il  3.. 

Resistenza  allVstensione  . da  pvg.  U a 
6ii  p da  IL  Li  a 21^ 

Resìslenz.v  allo  snervamento  per  tensione 
riferita  airunità  di  superficie , pag. 
li»  IL  15- 

Resistenza  alla  rottur.a  per  tensione,  pag. 
21  IL  16. 

Resistenza  alla  compressione,  da  pag.  QQ 
a 82  e d:t  il  2fi  a iiL 

Resistenza  allo  snervamento  per  pressione 
riferita  all’unità  di  superficie  , pag. 

iti  IL  3Ì 

Resistenza  alla  rottura  per  pressione , 
pi*(;.  tì3  IL  35. 

Resistenza  alla  rottura  per  pressione  nei 
corpi  pitsniaiici  soggetti  ad  inflet- 
tersi, pag.  li  IL  53i 

Resistenza  alla  rottura  per  pressione  nei 
sostegni  prismatici  in  legno  ed  in 
ghisa,  pag.  13  IL  5iL 

Resistenza  all»  rottura  per  pressione  nei 
sostegni  cilinilrici  in  ferro  ed  in 
ghisa,  png.  23  IL  5L 

Resistenza  allj  rottura  per  pressione  nei 
prismi  di  pietra  formali  dt  piti  |iez7.i 
sovrapposti,  pag.  7.5  n 38. 

Resistenza  alla  roltnr.a  per  pressione  nei 
corpi  cilindrici  impiegati  come  rulli, 
pag.  73  IL  3Ì^ 
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Beslstenza  alla  rollura  per  scorrimento, 
pag.  1 u.  75- 

Desistenza  alla  lorsione . da  pag.  a 
liS  e da  11.  4'J  a fiS. 

Desistenza  all'Innalzamento,  da  pag.  HO 
a ."77  e da  il  1 5i  a 158. 

Deslslenz.a  allo  seorrimento  nei  corpi  so- 
lidi. da  pag.  110  a lij  e da  a.  !i2 
a S2  , da  pag.  ihA  a c da  il 
188  a 19.-). 

Desistenza  allo  scorrimento  trasversale 
nei  corpi  fibrosi,  pag.  111!  n.  02. 

Resistenza  allo  scorrimento  longitudinale 
nei  corpi  fibrosi,  pag.  110  o-  CO. 

Resistenza  allo  scorrimento  nei  in, assi  in 
muratura,  pag.  121  il  li 

Reslslenza  alio  scorriinenlo  nei  massi  in 
terra,  pag.  I iiO  n.  18. 

Resistenza  dei  solidi  rellilinei  alla  fles- 
sione , da  pag.  Uii  a 070  e da  il 
8C  a 153. 

Resistenza  dei  solidi  rellilinei  orizzonial- 
nieiile  collocali  su  più  appoggi  e 
caricali  di  pesi  uniformemente  di- 
slribiiili  sulla  loro  lunghezza,  da  pag. 
27.7  a òli!!  e da  ii  f 17  a I il. 

Resistenza  al  rovesciamento,  da  pag.  777 
a 5M  e da  ii  l.*0  a 102. 

Resistenza  dei  solidi  inìzialmenle  curvi, 
da  pag.  òlio  a 121  e da  il  lill  a 
Hi 

Resistenza  viva,  da  pag.  S12  a 605  e da 
n.  222  a 228. 

Resistenza  viva  aire.slensione,  pag.  574, 
0.  227 

Resistenza  viva  alla  compressione , pag. 
579  n.  221. 

Rcsisieiiza  viva  allo  scorrimento  trasver- 
sale, pag.  580  n.  2ó5. 

Resistei. za  vita  alla  torsioue , pag.  582 
IL  220. 

Resistenza  viva  alla  flessione  , pag.  581! 
IL  2z7. 

Resistenza  viva  dei  tubi,  pag.  525  il  228. 

Kcsislenze  thè  vengono  provocale  nei 
corpi  impiegali  nelle  costruzioni , 
pag.  2 IL  6. 

Resistenze  riferite  airiinilà  di  superficie 
opposte , in  una  sezione  qualumpie 
di  un  solido  rettilineo  infles.so,  dalle 
filire  maggiormente  allungale  e dalle 
Olire  maggioriiieule  accorriate,  pag. 
1011  IL  91  , pag.  710  n.  150  . pag. 
718  u.  174,  pag.  153  Q.  148,  pag. 
1 .75  Q.  1 50. 

Resistenze  riferite  all'unità  di  superflcle 
che  in  una  sezione  iiurinale  qualun- 
que di  un  solido  inizialmenic  curvo 
oppongono  le  Olire  niaggiornienle 
allungale  e quelle  maggiormente 
compresse,  pag.  582  Q.  108. 


Ripartizione  del  carico  totale  snila  base 
di  un  prisma  non  avente  aderenza 
col  suo  appoggio,  pag.  522  ti.  175. 

Ritegni  e loro  influenza  nell'accrescere 
la  resistenza  dei  solidi  caricali  di 
punta,  pag.  51ii  IL  ili  ■ pag.  SIS 
IL  142. 

Rottura,  pag.  2 il  5- 

s 

Scorrimento  trasversale  assoluto , pag. 
419  n.  70. 

Scori'inienlo  trasversale  relativo , pag. 
112  u.  ISL 

Scorrimento  longiiiidinale  nei  corpi  sot- 
toposti a flessione . da  pag.  151  a 
402  e da  n.  188  a 197. 

Sezione  pericolosa  nei  solidi  in  cui  vien 
provocata  la  resistenza  aireslensione. 
pag,  51  IL  20,  pag.  75  n.  21. 

Sezione  pericnlnsa  nei  solidi  in  cui  vicn 
provocala  la  resistenza  alla  compres- 
sione, pag.  Il  IL  42,  pag.  18  o.  47 

Sezione  pericolosa  nei  solidi  in  cui  vien 
provocala  la  resistenza  allo  scorri- 
mento, pag.  47  4 n 80,  pag.  135  il  8L 

Sezioni  pericolose  nei  solidi  rettilinei  in 
cui  vien  provocala  la  resistenza  alla 
flessione,  pag.  229  il  108.  pag.  ‘218 
IL  f09,  pag.  18!!  n.  190,  pag.  553 
il  151,  pag.  552  n.  1 .52. 

Sezioni  pericolose  nei  corpi  in  cui  vieii 
provocala  la  resistenza  ali'iiinalza- 
menlo,  pag.  511  Q-  155. 

Sezioni  pericolose  nei  corpi  in  cui  vien 
provocala  la  resistenza  al  rovescia- 
mento, pag.  518  D.  ffiO 

Sezioni  pericolose  nei  solidi  inizialmente 
curvi,  pag.  321  IL  109. 

Sfere  che  tendono  a rompersi  per  etTello 
di  lina  pressione  iiiierna  , pag.  52 
IL  25. 

Sforzi  di  taglio  nelle  diverse  sezioni  delle 
Iravaie  di  una  trave  orizzonlalmenle 
disposta  cd  uiiifonnemeiile  caricata 
di  pesi.  pag.  281  n.  1 17. 

Sistemi  roniposii,  sistemi  articolali  e loro 
equilibrio,  da  pag.  185  a 521  e da 
Q.  121  a 208. 

Snervamento,  pag.  2 IL  5. 

Sulidi  di  egual  resistenza  all'estensione, 
pag.  55  IL  26,  pag.  58  D,  21. 

Solidi  di  egual  resistenza  alla  compres- 
sione, pag.  81  !L  47,  pag.  86  n.  48. 

Solidi  di  egual  resistenza  alla  flessione, 
pag.  ^ n.  112.  pag.  762  0.  1 57. 

Spinta  delle  terre,  da  pag.  524  a .770  c 
da  Q.  282  a 2‘2i*. 

Spinta  massima  delle  terre,  pag  512  n, 
213. 
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Spinta  di  una  massa  liquida  contro  la  i 
parete  piana  di  un  sostegno , pag. 
570  n.  221. 

StaliiliU  di  un  condotto  in  muratura  entro 
il  quale  si  esercita  una  pressione 
idrostatica  che  tende  a sollevare  il 
vòlt»  che  lo  copre,  pag.  571  n.  I5A, 
pag.  371  n.  157. 

Stabiliti  di  un  muro  sul  quale  agisce  una 
forza  che  tende  a rovesciarlo,  pag. 
378  n.  161. 

Strato  delle  libre  invariabili,  pag.  117 
n.  87. 

Superficie  centrale  di  una  sezione  nei  | 
solidi  rettiliiiei  inflessi  da  forze  pa- 
rallele ai  loro  assi,  pag.  312  u.  132, 
pag.  315  n.  133. 


Tensione  in  qualsiasi  punto  della  sezion 
retta  di  un  prisma  inflesso  sotto  l'a- 
zione di  una  forza  parallela  al  suo 
asse,  pag.  307  n.  128. 


Tiranti  che  devono  resistere  ad  una  data 
tensione  , non  che  ad  un  aumento 
di  tensione  causato  da  un  abbassa- 
mento di  temperatura  , pag.  18  n. 
21.  pag.  53  n.  2.3. 

Tralicci  e superficie  da  assegnarsi  si  di- 
versi pezzi  che  li  compungono,  pag. 
175  n.  200. 

Travi  armale,  pag.  518  n.  208. 

Travi  a parete  reticolata  e calcolo  delle 
loro  diinen.siuni.  pag.  175  n.  200. 

Travi  melallithe  a parete  continua  e cal- 
colo delle  loro  dimeosiuui,  pag.  171 
n.  139. 

V 

Variazioni  di  coordinale  subite  dall’asse 
di  un  solido  inizialmente  curvo  nel 
deformarsi  snilu  l'azione  di  date 
forze  estrinseche,  pag.  387  n.  167. 

Verificazione  della  stabiliti  dei  vùlli  io 
muratura,  da  pag.  137  a 151  e da 
n.  178  a 187. 
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